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2ο Σετ ασκήσεων

Α1. ΄Ενα σύστηµα περιγράφεται από τον τελεστή Hamilton

Ĥ =
1

2k~2
L̂2 +

µ0B

~
L̂z (1)

µε την σταθερά του Planck ~ καθώς και τις σταθερές K, µ0 και B.

(α) Να υπολογίσετε τις ιδιοτιµές (ενέργειες) του τελεστή Hamilton της σχέσης (;;).

Την χρονική στιγµή t = 0 η κυµατοσυνάρτηση του συστήµατος δίνεται από την σχέση

Ψ(ϑ, ϕ) =

√

3

8π
(sin (ϑ) sin (ϕ) + i cos (ϑ)) . (2)

(ϐ) Να δείξετε ότι η κυµατοσυνάρτηση Ψ της σχέσης (;;) είναι κανονικοποιηµένη.

(γ) Να υπολογίσετε τις µέσες τιµές 〈E〉, 〈L̂2〉 και 〈L̂z〉 ως προς την κατάσταση Ψ της σχέσης (;;).

(δ) Να ϐρείτε την χρονική εξέλιξη του συστήµατος, δηλαδή να υπολογίσετε την Ψ(ϑ, ϕ, t).

Α2. Η κυµατοσυνάρτηση σωµατιδίου που κινείται σε κεντρικό δυναµικό είναι

Ψ(x, y, z) = N (x+ y + z) e−
√

x2+y2+z2

. (3)

Να ϐρεθεί η πιθανότητα να µετρήσουµε L2 = 2~2 και Lz = 0.

Υποδείξεις : Εκφράστε την κυµατοσυνάρτηση σε σφαιρικές συντεταγµένες και διαχωρίστε την Ψ(r, ϑ, ϕ)
σε ένα ακτινικό κοµµάτι και σε ένα γωνιακό. Για την επίλυση της άσκησης χρειάζεστε µόνο το γωνιακό

κοµµάτι.

Α3. ΄Ενα σύστηµα ϐρίσκεται στην κατάσταση

Ψ(ϑ, ϕ) =

√

15

8π
cos (ϑ) sin (ϑ) sin (ϕ) . (4)

(α) Ποιες είναι οι πιθανές µετρήσεις του τελεστή L̂z και µε ποια πιθανότητα;

(ϐ) Να υπολογίσετε τις αναµενόµενες τιµές 〈L̂x〉 και 〈L̂y〉.

Σφαιρικές συντεταγµένες :

x = r sinϑ cosϕ, y = r cosϑ sinϕ, z = r cosϑ .

Ορθοκανονικοποιηµένες σφαιρικές αρµονικές Ylm για l = 0, 1, 2:

Y0 0 =

√

1

4π

Y1 0 =

√

3

4π
cos (ϑ), Y1±1 = ∓

√

3

8π
cos (ϑ)e±iϕ

Y2 0 =

√

5

16π
(3 cos2 (ϑ)− 1), Y2±1 = ∓

√

15

8π
cos (ϑ) sin (ϑ)e±iϕ, Y2±2 = ∓

√

15

32π
sin2 (ϑ)e±i2ϕ .

Σχέσεις για τελεστές αναβίβασης και υποβιβασµού:

L̂± =L̂x ± iL̂y

L̂+Ylm =
√

(l −m)(l +m+ 1)Yl,m+1

L̂−Ylm =
√

(l +m)(l −m+ 1)Yl,m−1 .


