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�. ��������	
� ������������
� ����	������� 
 
�1. 	������������ ��������� 
 
���� �������	��� ����
�����	
��� ���	��	����� �����  �� ���	�����  �� ���� 
����
�����	
�� 
�
������ 
������������ ��	 ���!��� ��� 
�� ���	�� 
�����
	��� 
"
����. #����"�� $���$, �	� �	��� ��� �����
	���� 
������������ 
�� �	��� ���� 
�
������ �������������� 
������������.  
 
%����
	��� 
"
����    1 2 3( , , ) ( , , )x y z q q q�   %������������ 
"
���� 
 
 1 1 2 3 2 1 2 3 3 1 2 3( , , ), ( , , ), ( , , ),x f q q q y f q q q z f q q q� � �  
 
 

(x,y,z) (q1,q2,q3)

x

y

z  
 
 
%�&� ����� ������������� 
"
���� �����  ���	�� �� ���
���	
��  �� ��� 
«����	����	�» 
"
���� ��� �� '���	 �� �����	��� 
�����
�	� fi, i=1,2,3 
(��������� ������.)   
 

11 12 13

21 22 23

31 32 33

'

' const.

'
ij

x a x a y a z

y a x a y a z a

z a x a y a z

� � �

� � � �

� � �

 

 

(x,y,z) (x’,y’,z’)  
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�2.  ��� ��!" ������#������!" 
 
���� ��� ���� ������#��������  � ��	 ���� ��������� ������#�������� 

���$�������� ��	 ��� �	� ���������# 
 

 

11 12 13

21 22 23

31 32 33

'

'

'

x a x a y a z x

y a x a y a z y

z a x a y a z z

�

�

�

� � � �

� � � �

� � � �
 

 
� ���� �	����� 
 

 

11 12 13

21 22 23

31 32 33

'
'
'

x a a a x x

y a a a y y

z a a a z z

�
�
�

� � � �� � � �
� 	 � 	� 	 � 	� �� 	 � 	� 	 � 	
� 	 � 	� 	 � 	

 � 
 �
 � 
 �

 

 

 ' � �r Ar $  
 

� (� $=(0,0,0)) ��	  �=�, ���� �� ������ ��� ������	�� 
����
�����	
�� (identity) 
 

 

' 1 0 0 0 '

' 0 1 0 0 '
' 0 0 1 0 '

x x x x

y y y y

z z z z

�� � � �� � � �
� 	 � 	� 	 � 	� �  �� 	 � 	� 	 � 	
� 	 � 	� 	 � 	 �
 � 
 �
 � 
 �

 

 
� (�  $=($x,$y,$z)T ��	  A=I, ���� �� ������ ���� �������	
� 

(Translation) 
 

 

' 1 0 0 '

' 0 1 0 '
' 0 0 1 '

x x x x x x

y y y y y y

z z z z z z

� �

� �
� �

� �� � � �� � � �
� 	 � 	� 	 � 	� �  � �� 	 � 	� 	 � 	
� 	 � 	� 	 � 	 � �
 � 
 �
 � 
 �

 

 
� (� $=(0,0,0)) ��	  �=diag{a,b,c}, ���� �� ������ ��� 
����
�����	
�� �� ����� (scaling) 
 

 

' 0 0 0 '

' 0 0 0 '
' 0 0 0 '

x a x x ax

y b y y by

z c z z cz

�� � � �� � � �
� 	 � 	� 	 � 	� �  �� 	 � 	� 	 � 	
� 	 � 	� 	 � 	 �
 � 
 �
 � 
 �
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�3.  
�%!�& �!� ������#������!" 
 

�%!�& �!� ������#��������   �������!�� (rotation) � ��	 � ��	�	��� 
����
�����	
��� ��  $=(0,0,0)) ��	 � ���� ��&����	�� � ����� 
  

1( )T T T �� � �A A AA I A A  
  
���� ��&����	�� ����
�����	
��� 
�
������ 
������������ $	�����  
�) ��� ��� ��� �*����  ( (0,0,0) fixed point) 
!) ��� ��&������� ��� �*���� 
�) ��� �� ����  
 
 
| ' | | | 1, 1,2,3i i i� � � �e e  
 

11 12 13

21 22 23

31 32 33

'
'
'

' cos( )ij i j

x a a a x

y a a a y

z a a a z

a �

� � � �� �
� 	 � 	� 	�� 	 � 	� 	
� 	 � 	� 	

 � 
 �
 �

� � �e e
 

 
 

12 1 2

23 2 3

ˆ' cos( ' ),
ˆ' cos( ' ),

a x Oy

a y Oz

���

� � �

� � �

e e

e e  

 
+ � ����� �, 
��� ��� ���
� ���	
����� 
��!�� '���	 �� R. 
 
���	
���� �"�� ��� ���� �*���� +x,  Oy ��	 Oz ���� ��� � � 
 
 

cos sin 0 1 0 0 cos 0 sin

( ) sin cos 0 , ( ) 0 cos sin , ( ) 0 1 0
0 0 1 0 sin cos sin 0 cos

z x y

� � � �

� � � � � � �
� � � �

�� � � � � �
� 	 � 	 � 	� � � �� 	 � 	 � 	
� 	 � 	 � 	�
 � 
 � 
 �

R R R

 
 
� �"���!�!� ������#��������  1( ) ( )� �� � �R R    ( ) ( ) ( ) ( )� � � �� � � �R R R R I  
�"�&�
� ���	�� ���	
������        ( ) ( ) ( )� � � �� �R R R  
 
�� ���������� 	
����	���	�� 	��� 	
 ��� 	
������
�� ���	�������  
�������������	
 �����	� ����	�. 
 

x 

y 

z 

e1 

e2 

e3 

e’1 e’2 

e’3 

x’ 

y’ 

z’ 
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i 
j 

k
vx 

v 

x 

vy 

vz 

z 

y 

v’ 

� 
� 

�4.  ��$��'� ������&���� (������!�&  
 
�) �� ��� (������!�� �"�� ��� �� (0,0,0): �"�&�
� ���	
������ 
�"�� ��� ���� ���	� �*���� 
 
 ( )y z x y x z z x y� � �x y zR = R R R R R R R R R R R R  

 
)) ���	
���� ��� �� � �"�� ��� ���� � �*��� (��&� �) ��� ������	 
��� ��� ��� ��� �*���� (0,0,0) 
 
(� v $	���
�� ��  ��� �*��� ���	
����� ���� 
 

1. ���	
���� Ry(�) 
2. ���	
���� Rx(�) 

 >> ' //z v  
3. ���	
���� Rz(�) 
 
>>(����	� (���	
����) ��� 
������ ���	
������ 
 
4.  ���	
���� Rx(-�) 
5. ���	
���� Ry(-�) 
 
,�� 
����	��  ������  ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )y x z x y� � � � � �� � � � � � �vR R R R R R  
 
(� ( , , )x y zv v v�v  ���� ' ( ,0, )x zv v�v ��	 

 
2 2

arccos , arccos
| ' | | || ' |

x zz v vv
� �

� �� � �
� � � 	� 	


 � 
 �v v v
 

 
�) ���	
���� ��� �� � �"�� ��� ���� � �*��� (��&� �) ��� ������	 
��� ����� 
��� � P=(p1,p2,p3) 
 

1. -�����'���� �	� �������	
� � �
�� �� ������� �� 
��� � 
P=(p1,p2,p3) 
�� (0,0,0). 

2. -�����'���� ��� ���	
���� Rv �"�� ��� �o� �*��� 
3. (���� ����� ��� ���	� �������	
� �� ��� �-1.    

 
,�� 
����	��  ������  1 2 3 1 2 3( , , ) ( ) ( , , )p p p p p p�� � � � � �P vR T R T  
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�4.  
�!�!�� �� *!��������� 
 
�	� �� ������
���� ���� ��	�	�� ����
�����	
�� ���	�� ��	 � ��	
��� $"� 
�	�����, ��� � ��	 ��� $, ��	 $"� ���*�	�, ��������
	�
��� ��	 ���
&�
� �	�����.     
 
+ ���	����� ������	
��� 
�� 
����	 
�� �� $���
���� ���� ��	�	�� 
����
�����	
�� «���	��	�����» �� ���� � ���� � 

 p'= Mp  
 
�
�� �� $	���
�� v ��	 �� 
��� � .. %�	 �� $"� 
���	�� ���� �� '����	 �� ���  $	� ����� 

( , )
( , )
x y

P x y

�

�

v
 

�� �	� �������	
� ��� 
�
������ 

������������ �� $	���
�� v ��������	 
������ ���, ���� �� P ����������	 
�� &�
� 
P’=(x’,y’)�P(x,y). 
 
�	� �� $	���� 
���� ��� �������� �
���	� �� '���� �� $	��"
���� ��	 �� 
��� � 
(
��� 3D ����) �� �	� �����$�� 
 
 ( , , ,0), ( , , ,1)x y z P x y z� �v  
 
��
	 
��� ��� ���
� ��� $	��"
����  
��� � �����"� �� ����
����� '����	 �� 
 

 

11 12 13 14

21 22 23 24

31 32 33 34

'
' or

,
' 0,1
' 0 0 0 1

x a a a a x

y a a a a y P

z a a a a z i

i i

� � � �� �
� 	 � 	� 	 �� 	 � 	� 	 �
� 	 � 	� 	 �
� 	 � 	� 	� 	 � 	� 	

 � 
 �
 �

p v
p'= Mp  

 
�� ��� �������� ������	
�� �����"�� �� ������
���� ��&� ��	�	�� 
����
�����	
��.  �� 
 

 

Translation Scaling x-Rotation

1 0 0 0 0 0 1 0 0 0
0 1 0 0 0 0 0 cos sin 0

, ,
0 0 1 0 0 0 0 sin cos 0
0 0 0 1 0 0 0 1 0 0 0 1

x

x a

y b
T S R

z c

�
� � �
� � �

� � � � � �
� 	 � 	 � 	�� 	 � 	 � 	� � �
� 	 � 	 � 	
� 	 � 	 � 	� 	 � 	 � 	

 � 
 � 
 �

 

 
 

� + 4�4 � ����� � ���	 12 !�&��"� ����&�� �� 
� ����� ��� 
��� � ����
����� '���	 
� 
��� � ��	 ��� $	���
�� 
� $	���
��. 

x 

y 

y’ 

x’ 

�y 

�x 

v 
v 

P 
P’ 
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�5.  �+ %��# ��� � �����!�� ������#������&  
 
�
�� ��	 ������"�� $"� ����
�����	
��"� �1, �2 �� ��� �� 
�	�� ��	 �� � ����� � 
��	 ), ��� 
��	�� 

 1

2

: ( , , ) ( ', ', ')

: ( ', ', ') ( ", ", ")

T x y z x y z

T x y z x y z

� ��

� ��

A

B
 

 
���� 
����	�� ����
�����	
�� ) ���	
��	��  � � ����� 

 �M = B A  
 
-�’ ����	 $�� 	
�"�	 � ���	����&��	������ 
 � � �B A A B  
 
������ : �	 � ����� ��������
	�'����	 �� ��� “�����$�” 
�	��. ���� 
����������	
�� ��� OpenGL, �	 ����
�����	
��  �	
������	 �� 
�� �� ��� 
�����$� 
�	��.   
 
�� ��&� ����
�����	
�� �� � ���� � �� '���	 ��	 � ��� 
������ �� � ���� �-1 . 
��
	  �-1 � = �.  
 
(�� 
�����	 (�	�	��  ����
�����	
��  
 

 

1

1

1

( , , ) ( , , )

( , , ) (1/ ,1/ ,1/ )

( ) ( )

T T x y z T T x y z

S S a b c S S a b c

R R R R

� � � � � �

� �

�

�

�

�  � � � �

�  �

�  � �

 

  
 
 

� �� ������	� ����� �� '���	 � 
"�&�
� ���	

������ ����
�����	
��� ��	 
	
�"�	 � ���
���	�	
�	������, �� 

 
 � � � � � � �M = C (B A) = (C B) A C B A  
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). ������������
� ��� OpenGL 
 
B1.  
 «��'�! » �" ���� ������#������!+ 
 

� / OpenGL ����� ������'�	 ���� ����
�����	
�� ��� ���	
��	��  
� ���� 
� ����  � (4�4) ��	 � ��� �� �����'���	 Current Transformation Matrix 
(CTM).   

 
 

� / ���	� �	� ��� � ���� CTM � ��	 � ����$	� �� � ����� �.   

� #������ ��� ����$	� � � ���� � �� CTM �� ��� 
������
� 
                                  glLoadIdentity( ); 

� %�&� ���� ��� ������'���� ��� ����
�����	
�� ��� ���	�������	 ��� ��� 
� ���� �(4�4) ���� � � ����� � �� ���	 ��� �	�  

 ' �M = M A  
  

 
4

1

'( , ) ( , ) ( , )
k

M i j M i k A k j
�

��  

$���$ � ����
�����	
��� ��� ������ ��	 ������ $�������	 ������� ��.  
 
 
B1. ��� ��!" ������#������!" ��#  OpenGL  
 
/ �������	
�, � �� ���� ��	 � ���	
���� �����"� �� ������
��"� �������� 
���� 
��� CTM ��	 �� ��� �������	
��� �� ��� ��
� ��� �������� ������� 
 
(. ���	
����  RV  

glRotatef(angle, vx,vy,vz); 
 
B. �������	
� T 

glTranslatef( dx, dy, dz ); 
 
�. %� ���� S 

glScalef( a, b, c ); 
 
 

��. ������  code60,61.cpp 
 

vertices 
 

(x,y,z) 

CTM 
 

� (x,y,z,1)T 

vertices 
 

(x’,y’,z’) 
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)3. MATRIX MODES  (� ����� ����
�����	
���)  
 
0"� ��� �� 
�
����� 
������������ ��� ���
	����	�"���	 
��� OpenGL � ��	 �	 

������������ ��� �����
�	����- ������! ��	 �	 
������������ "������#-��������.  
   

Model coordinates  1  World Coordinates 
 
�	� �� ��&� 
"
���� 
������������ �� '���	 ��	 ���� $	������	��� � ����� CTM. 
/ ��	��� ��� 1��  ��� 2�� 
�
������ � ����	 �� �	� ������� 

 
 glMatrixMode(GL_MODELVIEW); 
glMatrixMode(GL_PROJECTION); 

 
(��	�� ��	 �� $"� 
�
����� ����� �� CTM ��� ����$	� � � ����.  
 
+ ����� �	� ��� ��&�����	� ���!�� ��� 
���	��" ��&�� '���	 �� ��� 
  

glOrtho(xmin, xmax, ymin,ymax, near, far) 
 
H �������� ����� ������  ��������� scaling ��	 Translation 
��� CTM ��� 
����
��
�� PROJECTION.  

max min

max min

, ,
2w

q qq
q q x y

q q
�

� � �
�

 

���� qw � �	� 
� world coordinates.  
* �	� ��� z-�*��� � ��	 qmax-qmin=-(far-near) 
 
/ glOrtho � ��	 �"���
�� ��	 �� ����	 ����� ����. 2��� 
��&�� &������ �� 
������"�� ����
�����	
��"� 
�� ���	�� ���� ��	 ��	 
�� 
���	��. ��
	 
��&�� 
���
	����	� ��	 
��� ��� ��� ��$	�� � �������� 
�	�� ������� 
 
glMatrixMode(GL_PROJECTION); 
glOrtho(xmin, xmax, ymin,ymax, near,far); 
glMatrixMode(GL_MODELVIEW) 

  
��� 
�����	� � CTM &� ���������	 
�	� 
������������ ��� ��������. 
 
 

��. ������  code62.cpp 
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1,0 1,1 1,2 1,3 

2,0 2,1 2,2 2,3 

3,0 3,1 3,2 3,3 

0,0 0,1 0,2 0,3 

2 

1 

3 

15 

0 

4 

)4. ,����"���# �!�  (" ��� ������#������!+ ��#  OpenGL 
 
(�� «����	��» ���3�� �� ���� ���� �
����	��"� ������	
��"�, � 
� ����� ����
�����	
��" ��� ���
	����	�  �  OpenGL � ��	 ���� 
����$	�
����� � ����� �� 16 
��	�� � ��	 ��� � ��	 
� 1-1 ���	
��	� � 
�� ��� 4x4 � ���� �  

 
������� ���� $	
$	�
���� � ���� ����
�����	
��" �, �� ���  
myarray2D[4][4], �����"�� �� $��	����
���� ���� 1D � ����, 
�.�. ���  myarray[16],  ��� �����  �� ���
	����	�&�  �� � ����� 
����
�����	
��", 
"����� �� ��� �������� $	�$	��
 �: 
 
void From2Dto1DMatrix()   
{ 

for(int i=0;i<4;i++) for(int j=0;j<4;j++) 
 myarray[4*j+i]=myarray2D[i][j]; 

} 

 
 M����"�� �� �����
���� ��� myarray[16] ��	 �� ��� &�
���� �� 
CTM �� ��� ����� 
 

glLoadMatrixf( myarray ); 
 

� �����"�� �� ����
���� ��� �������� CTM 
��� � ���� 
myarray[16]�� ��� “Get” :  
 
glGetFloatv(GL_MODELVIEW_MATRIX,myarray); 

 
� (� $�� &������ ��� ������
� ����	�� ����
�����	
��" 
�� 
$�
���� vertices ���� &������ �� CTM ��� ������	�� � ���� �� 
��� ����� 

glLoadIdentity(); 
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� (� &������ �� 
��&�
����* ��� � ���� myarray[16] �� ��� 
CTM ���� ������"�� ��� ����� 

 
glMultMatrixf( myarray ); 

 
 ' ,M M A A myarray� � �  
 

� glPushMatrix() : (��&���"�	 ��� CTM 
�� ���� (stack) 
 

� glPopMatrix() : -�������
� ��� ���&��������� � ���� ��	 
��
� ��� �� CTM.  

 
"�	
��� : � glPushMatrix()��&� ���� ��� ���
	����	� ��	 
���&���"�	 ��� ��� ����� ��� CTM ��� � �� ���	��&	
�� �� 
������"���� ���&�������� ��� �����. 2��� � glPopMatrix() 
���
	����	� ��	 ���	

������ ��� �	� ���� ���� ���������	 �� 
������"���� ��� ����� (�� ������� � ���&�������� ��������	 �����, 
�� ���������� � ���&�������� ��������	 ���� ��� $"� ��
�	� ��� 
glPopMatrix �.�.�.)       
 
 

� code63.cpp  (push-pop), 
� code64.cpp (load, get, mult) 
� code65.cpp multilevel push-pop 

 
 
 

                                                 
* ��	 ��	 �� ��� ���	����
�
���� ���� �� ��� ����� glLoadMatrixf  



��� ������	
�	�� ��
	�� – ����	�� ������	
��� 
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-��#�# 1. 
4��
	����	� 
�� �� !�
� ��� ��$	�� “Ex1cube.cpp” (���	�� ���� mybox) ��	  
�) ������
�� ����������� ����
�����	
��"� �	� �� ������ �	� �������� 
����
��
�	� ��� ���	��	����� 
   

  

  
 
 
!)  -�����
�� ��� 
������
� gluLookAt( ) 
� ��&������	� ���!�� �	� �� 4� 
��� 
	� ��
	 �
�� �� !������� ��� �� �	� ���	�� ��������� ����������	��$�� 
����	 ��� �������	 �� 
�� ���	�� ������    
 
�) -�����
�� 
�� �������� ���!�� ��  ������	� �� �� ��
� ��� glFrustum 
��	 ��� glPerspective 
 



��� ������	
�	�� ��
	�� – ����	�� ������	
��� 

 
-��#�# 2. 
 
�) 0��	����
�� ��� ���� ��� $	�����" 
������ 
���
	����	����� ����������� ����
�����	
��"� 
���	
����� �	� ��� $��	���� � ��� ����� ����� vertices.  
!) ��� 
�� ��� ��	����	� ��� ����� �� ����� 
 
 
 
 
-��#�# 3. 
-�����
�� ��� ��$	�� “Ex3CubeScene.cpp” �� '�����  
APPLY_SCENE_ROTATION=0  APPLY_SCENE_ROTATION=1. 
 
�) ��	� � ��	����� � ��� block  APPLY_SCENE_ROTATION=true ��
� 
��� 

������
� myDisplay().     
!) 2��� ������� ��	 “Redisplay” ��� ����&"��� � ����
�����	
��� 
��������!�����	 ��	 ����	���	 �� 
���. ��� �����  �� ��&�  �� ���!���� ����?  
 
 
-��#�# 4. 
/ $	�����	� ����!�� ( ��)  ���� ��� �*��� x ��	 �	� ��� � � $ ����	 ��� ��� 
� ���� ����
�����	
��" �[4][4]  

 

1 cot 0 0
0 1 0 0
0 0 1 0
0 0 0 1

�� �
� 	
� 	�
� 	
� 	� 	

 �

M  

-�����
�� ��� �������� ����
�����	
�� �	� �� ������ �� 
��� (�)  ��&�� ��	 
�	� ��	����� �	�� ���	
���� �"�� ��� ��� �*��� +x �	� �� ������ �� 
��� (!). 
 

  
(�) (!) 

 
 



��� ������	
�	�� ��
	�� – ����	�� ������	
��� 

-��#�# 5. 
#���
�� ��� ��������� 
�� �� ��$� x-y �� ������ �� (0,0). -� 
�� &����"�� 
�	���� ��� �� ���	
����� � ��	 �����'���� ��� ����
�����	
�� Rz(�) 
� ����� 
������ ��*�� ��
	 �
��  
 cos 1, sin� � �� �  
��	 ��� 
��!�� '���� �� Rza(�). 
�
�� �=1�.  -�����
�� ��� ����
�����	
��  Rz(90�) ��	 ��� ����
�����	
��  

90 ...... (90�����)za za za zaR R R R� � � � . �������� ��  $	����� 
�� $"� �������
����; 
 
 
-��#�# 6. 
���$	�
�� ���� ���� ���
	����	����� 
�) ���� � ����  C[N][2] ��� ���	���	 �	� 
������������ x,y ��� 5 
��� � ��� 
����	� !�
��.  
!) ������� �� ����	� !�
� 
�� �� ��$� x-y, &���� 
�� �� ����� �� 
��� � (0,0,1) 
��	 ������
�� �� 
��$ �
� GL_TRIANGLE_FAN.  -� 
�� ���
	����	� 
�� ��� 
����� �������� �� ��� 	$	����� ��� �����!���  
�) ���!������ ��� ���� ��������� �� �� ��
� ���	
������.  
 


