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Περίληψη

Το αντικείμενο της παρούσας διπλωματικής εργασίας είναι ο σχεδιασμός ενός συστήμα-
τος ελέγχου, για την αυτόνομη παρακολούθηση μιας προδιαγεγραμμένης τροχιάς αναϕοράς,
ενός μη επανδρωμένου αεροχήματος σταθερής πτέρυγας.

Το πρώτο βήμα για την επίτευξη του παραπάνω στόχου αποτέλεσε η μοντελοποίηση
των εξωτερικών δυναμεων που δρούν στο αερόχημα, ενώ στη συνέχεια καταστρώθηκαν
οι εξισώσεις κίνησης του οχήματος. Στη συνέχεια αναπτύχθηκε ένας σθεναρός ελεκγτής
πτήσης, βασισμένος στη θεωρία του μη γραμμικού ελέγχου επιϕάνειας ολίσθησης (nonlinear
sliding mode control), στον οποίον έγιναν οι κατάλληλες τροποποιήσεις για την αντιμετώπιση
πρακτικών προβλημάτων υλοποίησης. Το πρόβλημα ελέγχου πλοήγησης αντιμετωπίστηκε
με την ανάπτυξη ενος μη γραμμικού συστήματος ελέγχου το οποίο βασίστηκε στη θεωρία
ευστάθειας Lyapunov, με τρόπο που εγγυάται τη σύγκλιση του αεροχήματος στην επιθυμητή
τροχιά αναϕοράς. Στη συνέχεια, οι δύο παραπάνω νόμοι ελέγχου συνδυάστηκαν ενώ η
ευστάθεια του συνολικού συστήματος κλειστού βρόχου επιβεβαιώθηκε μέσω της θεωρίας
ευστάθειας Lyapunov. Τέλος, έγινε μοντελοποίηση των πιθανών εξωτερικών διαταραχών και
το συνολικό σύστημα αξιολογήθηκε μέσω μιας σειράς προσομοιώσεων.

Η επιτυχία των αποτελεσμάτων επιβεβαιώνει τόσο τα μοντέλα του συστήματος όσο και
τις τεχνικές ελέγχου που εϕαρμόστηκαν στην παρούσα διπλωματική εργασία.
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Abstract

The subject of the present diploma thesis is the design of a control system, for the
autonomous trajectory tracking of a fixed wing unmanned aerial vehicle (UAV).

The first step towards this goal was the proper modelling of all the externally applied
forces on the UAV, followed by the derivation of the kinematic and dynamic equations
that fully describe the vehicle’s motion. Then, a robust flight control system was developed,
based on the technique of nonlinear sliding mode control, with the necessary modifications
for practical implementation. The navigation problem was solved with the development of
a Lyapunov based nonlinear control system, that assures the vehicle’s convergence to the
desired trajectory. The two control systems were then combined and the closed loop stability
was verified through Lyapunov’s stability theory. Finally, the model of plausible external
disturbances was developed and the total system was tested through a series of simulations.

The success of the derived results verifies both the system models and the control techniques
that have been applied in the present diploma thesis.
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Κεφάλαιο 1

Εισαγωγή

Η σημαντική τεχνολογική ανάπτυξη που παρατηρείται τις τελευταίες δεκαετίες στον
χώρο των μικροηλεκτρονικών κυκλωμάτων, των αισθητήρων καθώς και στις διατάξεις απο-
θήκευσης ενέργειας, έχει στρέψει το ενδιαϕέρον στην ανάπτυξη μη-επανδρωμένων αεροχη-
μάτων (ΜΕΑ) μικρού μεγέθους και χαμηλού κόστους. Η χρήση των ΜΕΑ ενδύκνειται για
πληθώρα εϕαρμογών, οι σημαντικότερες από τις οποίες είναι:

• Επιστημονικές-ερευνητικές εϕαρμογές: περιβαλλοντικές και κλιματικές μετρήσεις,
καταγραϕή σύστασης ατμόσϕαιρας.

• Εϕαρμογές ασϕαλείας: ϕύλαξη και περιπολία χώρου, έρευνα και διάσωση, επικοινω-
νίες, επιθεώρηση κατασκευών και εντοπισμός βλαβών.

• Εϕαρμογές χαρτογάϕησης και ϕωτογραμμετρίας.

• Γεωργία ακριβείας.

Οι πιο δημοϕιλείς διατάξεις ΜΕΑ μπορούν να χωριστούν στις παρακάτω κατηγορίες:

• Πολυκόπτερα: Τα πολυκόπτερα αεροχήματα, σχήμα 1.1α, δίνουν τη δυνατότητα κί-
νησης με μεγάλη ακρίβεια καθώς και τη δυνατότητα εκτέλεσης πολύπλοκων ελιγμών.
Βασικό τους μειονέκτημα αποτελεί η υψηλή κατανάλωση ενέργειας και συνεπώς η
μικρή αυτονομία.

• Σταθερής πτέρυγας: Τα ΜΕΑ σταθερής πτέρυγας, σχήμα 1.1β, εκμεταλλευόμενα τον
αεροδυναμικό τους σχεδιασμό επιτυγχάνουν μικρή κατανάλωση ενέργειας και συνε-
πώς μεγάλη αυτονομία. Ωστόσο, παρουσιάζουν σημαντικά μειωμένες δυνατότητες για
ελιγμούς σε σχέση με τα πολυκόπτερα αεροχήματα.

• Υβριδικά συστήματα: Τα υβριδικά συστήματα,σχήμα 1.1γ συνδυάζουν τα χαρακτη-
ριστικά των δύο παραπάνω διατάξεων. Με αυτόν τον τρόπο ο υβριδικός σχεδιασμός
επιτυγχάνει μεγάλους χρόνους πτήσης αλλα και σημαντική ευελιξία του αεροχήματος.

Στα πλαίσια της παρούσας διπλωματικής εργασίας, μελετάται η διάταξη του ΜΕΑ σταθερής
πτέρυγας με την προοπτική επέκτασης του σε υβριδική διάταξη. Για το σκοπό αυτό επιλέγε-
ται η μελέτη αεροχήματος διάταξης ιπτάμενης πτέρυγας (flying wing) καθώς η συγκεκριμένη
διάταξη είναι συνήθης επιλογή στον χώρο των υβριδικών συστημάτων (tailsitters).

1.1 Διατύπωση Προβλήματος & Στόχοι

Στόχος της παρούσας διπλωματικής εργασίας είναι ο σχεδιασμός ενός συστήματος ελέγ-
χου, για την αυτόνομη καθοδήγηση ενός μη επανδρωμένου αεροχήματος σταθερής πτέρυγας
σε μια προδιαγεγραμμένη τροχιά αναϕοράς με επιθυμητές προδιαγραϕές ευστάθειας και
επίδοσης. Το μελετούμενο σύστημα ελέγχου, καλείται επίσης να εμϕανίζει στοιχεία σθενα-
ρότητας προκειμένου να μπορεί να οδηγήσει το σύστημα στην επιθυμητή τροχιά, ανεξαρ-
τήτως των πιθανών διαταραχών που εισέρχονται στο σύστημα.
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2 ΕΙΣΑΓΩΓΗ

(α) Πολυκόπτερο.1 (β) Σταθερής πτέρυγας.2

(γ) Υβριδικό.3

Σχήμα 1.1: Οι τρείς τυπικές διατάξεις ΜΕΑ.

Για την αντιμετώπιση του παραπάνω σύνθετου προβλήματος, ακολουθείται η εξής δια-
δικασία:

• Ανάλυση και μοντελοποίηση των δυνάμεων που ασκούνται στο αερόχημα.

• Εξαγωγή των εξισώσεων που περιγράϕουν την κίνηση και τη δυναμική συμπεριϕορά
του αεροχήματος.

• Μελέτη και αξιολόγηση των δυνατών τεχνικών για τον έλεγχο του αεροχήματος σε όλο
το χώρο λειτουργίας του.

• Ανάπτυξη και εϕαρμογή ενός μη γραμμικού σθεναρού συστήματος ελέγχου πτήσης με
τη χρήση της τεχνικής επιϕάνειας ολίσθησης.

• Ανάπτυξη και εϕαρμογή ενός μη γραμμικού συστήματος ελέγχου πλοήγησης με χρήση
της θεωρείας ευστάθειας Lyapunov.

• Αξιολόγηση των αποτελεσμάτων με την πραγματοποίηση προσομοιώσεων.

1Πηγή: https://www.parrot.com/eu/drones/anafi
2Πηγή: https://www.dronethusiast.com/parrot-disco-fpv/
3Πηγή: http://px4.io/portfolio/wingtraone-tailsitter-vtol/



Κεφάλαιο 2

Μοντελοποίηση

2.1 Εισαγωγή

Στόχος του κεϕαλαίου είναι η ανάπτυξη των μαθηματικών εξισώσεων που περιγράϕουν
την κίνηση του μη επανδρωμένου αεροσκάϕους ιπτάμενης πτέρυγας (flying wing). Για το
σκοπό αυτό, το κεϕάλαιο δομείται γύρω από τους εξής άξονες:

• Ορισμός και διατύπωση των κινηματιικών εξισώσεων του οχήματος.

• Μοντελοποίση των ασκούμενων δυνάμεων.

• Ανάπτυξη εξισώσεων κίνησης.

Πριν αναπτυχθόυν τα παραπάνω, είναι ιδιαίτερα σημαντικό να αναϕερθουν οι βασικές πα-
ραδοχές γύρω από τις οποίες θα διατυπωθεί το μαθηματικό μοντέλο.

1. Στερεό σώμα: Το σώμα θεωρείται ότι αποτελείται από ένα άπειρο αριθμό σωματιδίων
που διατηρούν σταθερή την απόστασή τους κατά τη διάρκεια της κίνησης. Η θεώρηση
του σώματος ως απαραμόρϕωτο καθορίζει άμεσα τη διατύπωση των εξισώσεων κί-
νησης και συνεπώς την όλη μοντελοποίηση. Δεδομένου ότι στην πραγματικότητα τα
δομικά του σώματος είναι σε κάποιο βαθμό παραμορϕώσιμα, η παραδοχή αυτή εισά-
γει στο μοντέλο σϕάλμα. Το σϕάλμα αυτό που ανήκει στην κατηγορία σϕαλμάτων μη
μοντελοποιημένων δυναμικών, εξετάζεται και αξιολογείται στο κεϕάλαιο 4.

2. Αδρανειακό σύστημα αναφοράς: Για τον ορισμό του αδρανειακού συστήματος ανα-
ϕοράς χρησιμοποιείται το μοντέλο της επίπεδης ακίνητης γης. Το μοντέλο αυτό, στα
πλαίσια πτήσεων μικρών αποστάσεων, θεωρεί αμελητέα την περιστροϕή και την κα-
μπυλότητα της γης απλοποιώντας έτσι σημαντικά τις μαθηματικές εκϕράσεις. Αξίζει
να αναϕερθεί ότι η παραδοχή αυτή χρησιμοποιείται κατά κόρον στη βιβλιογραϕία κα-
θώς δίνει ικανοποιητικά αποτελέσματα, ειδικά για αυτόνομα αεροχήματα με μικρής
εμβέλειας αποστολές. Οι αναλυτική απόδειξη του μοντέλου μπορεί να βρεθεί στην [8].

2.2 Κινηματική

2.2.1 Ορισμός Συστημάτων Συντεταγμένων

Αδρανειακό Σύστημα Αναφοράς FE: Το σύστημα αυτό (σχήμα 2.1) εχει την αρχή των
αξόνων του σε ένα σημείο στην επιϕάνεια της γης με τα διανύσματα eeexE , eeeyE και eeezE να
δείχνουν τον βορρά, την ανατολή και το κέντρο της γης αντίστοιχα.
Κεντροβαρικό Σύστημα Αναφοράς FB: Το σύστημα αυτό (σχήμα 2.2) εχει την αρχή των
αξόνων του στο κέντρο μάζας του οχήματος και είναι «δεμένο» στο αερόχημα, δηλαδή κι-
νείται και περιστρέϕεται με αυτό. Το επίπεδο xB−zB ταυτίζεται με το επίπεδο συμμετρίας
του αεροχήματος ενώ ο έξονας xB βρίσκεται στη διεύθυνση της δύναμης προώθησης.
Σύστημα Αναφοράς Σχετικού Ανέμου FW : Το σύστημα αυτό (σχήμα 2.2) εχει την αρχή
των αξόνων του στο κέντρο μάζας του οχήματος και μεταϕέρεται μαζί με αυτο, αλλά σε

3
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Σχήμα 2.1: Αδρανειακό Σύστημα Αναϕοράς.

αντίθεση με το κεντροβαρικό σύστημα αναϕοράς, περιστρέϕεται σχετικά με το όχημα. Η πε-
ριστροϕή επιτυγχάνει την ταύτιση της συνολικής ταχύτητας αεροχήματος και ανέμου με τον
άξονα xW του συστήματος FW . Ο ορισμός του συστήματος (FW ) κρίνεται επίσης απαραί-
τητος καθώς σε αυτό μοντελοποιούνται και εκϕράζονται οι αεροδυναμικές δυνάμεις όπως
θα ϕανεί παρακάτω. Η διαϕοροποίησή του από το κεντροβαρικό σύστημα γίνεται μέσω
των γνωστών από την αεροδυναμική γωνιών α (γωνία προσβολής) και β (γωνία πλευρικής
ολίσθησης). Σαϕής ορισμός των γωνιών αυτών δίνεται στην ενότητα (2.2.2).

Σχήμα 2.2: Κεντροβαρικό Σύστημα Αναϕοράς και Σύστημα Σχετικού Ανέμου.

2.2.2 Μητρώα Περιστροφής

Ορισμός και Ιδιότητες

Ένας 3x3 πίνακας περιστροϕής μπορεί να ορισθεί ως ενας πίνακας μετασχηματισμού
που δρα σε ενα διάνυσμα ppp ∈ R3 και αντιστοιχεί τις συντεταγμένες του, οι οποίες είναι
αρχικά εκϕρασμένες σε ένα σύστημα F0 : OX0Y0Z0, σε ένα δεύτερο σύστημα F1 : OX1Y1Z1

το οποίο είναι περιστραμένο σχετικά με το πρώτο. Σύμϕωνα με το σχήμα 2.3 η έκϕραση
του διανύσματος ppp ως προς το σύστημα F0 είναι
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pppF0 = px0eeex0 + py0eeey0 + pz0eeez0 .

Αντίστοιχα η έκϕραση του ίδιου διανύσματος ως προς το σύστημα F1 είναι

pppF1 = px1eeex1 + py1eeey1 + pz1eeez1 .

Δεδομένου ότι το διάνυσμα ppp είναι ανεξάρτητο του συστήματος στο οποίο εκϕράζεται προ-
κύπτει

px0 = ppp · eeex0 = px1eeex1 · eeex0 + py1eeey1 · eeex0 + pz1eeez1 · eeex0 ,

py0 = ppp · eeey0 = px1eeex1 · eeey0 + py1eeey1 · eeey0 + pz1eeez1 · eeey0 ,

pz0 = ppp · eeez0 = px1eeex1 · eeez0 + py1eeey1 · eeez0 + pz1eeez1 · eeez0 .

Οι παραπάνω σχέσεις μπορούν να συμπτυχθούν στη μητρωική μορϕή

pppF0 =

eeex1 · eeex0 eeey1 · eeex0 eeez1 · eeex0

eeex1 · eeey0 eeey1 · eeey0 eeez1 · eeey0
eeex1 · eeez0 eeey1 · eeez0 eeez1 · eeez0

pppF1 = RF0
F1
pppF1 . (2.1)

O πίνακας RF0
F1
ονομάζεται πίνακας περιστροϕής. Τα διανύσματα των στηλών του εκ-

ϕράζουν τις προβολές των αξόνων του συστήματος F1 στο σύστημα F0.
Λόγω της συμμετρίας του εσωτερικού γινομένου βλέπουμε εύκολα ότι

RF0
F1

= (RF1
F0
)T .

Επίσης δεδομένου ότι οι άξονες των συστημάτων συντεταγμένων είναι ορθογώνιοι μεταξύ
τους προκύπτει

(RF1
F0
)T = (RF1

F0
)−1,

ή ισοδύναμα
(RF1

F0
)T (RF1

F0
) = I3x3.

Προσθέτοντας στις δύο παραπάνω παρατηρήσεις το γεγονός ότι τα διανύσματα στή-
λης του πίνακα περιστροϕής εχουν μοναδιαία ευκλίδεια νόρμα, προκύπτει ότι ο πίνακας
περιστροϕής είναι ορθοκανονικός. Τέλος, μπορεί να αποδειχθέι ότι det(RF1

F0
) = 1 (για δε-

ξιόστροϕα συστήματα).

Σχήμα 2.3: Ανάλυση διανύσματος ppp.
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Βασικοί Πίνακες Περιστροφής

Για την περιγραϕή μιας περιστροϕής γύρω από τυχαίο άξονα, κρίνεται απαραίτητη η
παρουσίαση των βασικών πινάκων περιστροϕής. Ως βασικός πίνακας περιστροϕής ορίζεται
ο πίνακας που προκύπτει κατά την περιστροϕή ενός συστήματος σχετικά με ένα άλλο κατά
μια γωνία θ, με τα δύο συστήματα να διατηρούν έναν άξονα κοινό. Ο συμβολισμός των
βασικών πινάκων γίνεται ως Rj(θ), όπου j ο κοινός άξονας και θ η γωνία περιστροϕής.
Με βάση τον παραπάνω συμβολισμό οι πίνακες Rz(θ), Ry(θ), Rx(θ) δίνονται από τις σχέσεις
που ϕαίνονται στα σχήματα 2.4, 2.5 και 2.6.

Σχήμα 2.4: Βασικός Πίνακας Περιστροϕής άξονα z.

Σχήμα 2.5: Βασικός Πίνακας Περιστροϕής άξονα y.

Σχήμα 2.6: Βασικός Πίνακας Περιστροϕής άξονα x.

2.2.3 Σύνθεση Περιστροφών και Γωνίες Euler

Από τη σχέση (2.1) βλέπουμε ότι για τον καθορισμό ενός πίνακα περιστροϕής απαιτείται
ο προσδιορισμός των εννέα στοιχείων του. Ωστόσο, οι συνθήκες της ορθοκανονικότητας των
στηλών του (καθετότητα και μοναδιαίο μέτρο), συνθέτουν έξι ανεξάρτητες εξίσώσεις. Επο-
μένως, ο καθορισμός του πίνακα περιστροϕής ανάγεται από ένα πρόβλημα προσδιορισμού
εννέα παραμέτρων σε ένα πρόβλημα προσδιορισμού τριών. Στην παρούσα διπλωματική
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εργασία, ως παράμετροι επιλέγονται οι γωνίες Euler καθώς προσϕέρουν μια απλή γεω-
μετρική ερμηνεία των περιστροϕών. Η σύνθεση του πίνακα περιστροϕής με παραμέτρηση
γωνιών Euler, γίνεται με τον συνδυασμό τριών διαδοχικών βασικών περιστροφών, υπό
τον περιορισμό ότι δύο διαδοχικές περιστροϕές δεν μπορούν πραγματοποιηθούν γύρω από
ίδιο ή παράλληλο άξονα. Από τον περιορισμό αυτό προκύπτουν δώδεκα διακριτές ομάδες
δυνατών περιστροϕών από τις οποίες επιλέγεται η ακόλουθη αλληλουχία:

1. Περιστροϕή κατά γωνία θz γύρω από σταθερό άξονα z.

2. Περιστροϕή κατά γωνία θy′ γύρω από τρέχων άξονα y′.

3. Περιστροϕή κατά γωνία θx′′ γύρω από τρέχων άξονα x′′.

Είναι σημαντικό να αναϕερθεί ότι σύνθεση των περιστροϕών δεν είναι μεταθετική. Με
άλλα λόγια η σειρά με την οποία γίνονται οι διαδοχικές περιστροϕές θα πρέπει να είναι
συγκεκριμένη. Η αλληλουχία των περιστροϕών διέπεται από κανόνες οι οποίοι αναϕέρο-
νται στη βιβλιογραϕία ως προ και μετά πολλαπλασιασμού. Οι κανόνες αυτοί μπορούν να
διατυπωθούν συνοπτικά ως:

1. Πολλαπλασιασμός από τα αριστερά όταν η περιστροϕή πραγματοποιείται γύρω από
σταθερό άξονα.

2. Πολλαπλασιασμός από τα δεξιά όταν η περιστροϕή πραγματοποείται γύρω από τρέ-
χων άξονα.

Ο ενδιαϕερόμενος αναγνώστης μπορεί να βρεί την απόδειξη των παραπάνω κανόνων στην
[17].

Προσανατολισμός συστήματος FB ως προς σύστημα FE

Σύμϕωνα με του ορισμούς που δόθηκαν παραπάνω, ο προσανατολισμός του κεντροβα-
ρικού συστήματος ως προς το αδρανειακό περιγράϕεται με τον πίνακα περιστροϕής RFE

FB
,

ο οποίος προκύπτει από τη σύνθεση τριών βάσικών περιστροϕών σύμϕωνα με τις συμβά-
σεις των γωνιών Euler. Τα βήματα για τον προσδιορισμό του πίνακα περιστροϕής είναι τα
ακόλουθα (σχήμα 2.7):

1. Περιστροϕή κατά γωνία ψ γύρω από τον σταθερό άξονα zE .

2. Περιστροϕή κατά γωνία θ γύρω από τον τρέχων άξονα y′.

3. Περιστροϕή κατά γωνία ϕ γύρω από τον τρέχων άξονα x′′.

Τα παραπάνω βήματα μπορούν να γραϕούν ως

RFE
FB

= RzE (ψ)Ry′(θ)Rx′′(ϕ) =

cosψ − sinψ 0
sinψ cosψ 0
0 0 1

 cos θ 0 sin θ
0 1 0

− sin θ 0 cos θ

1 0 0
0 cosϕ − sinϕ
0 sinϕ cosϕ

 ,
απ’όπου προκύπτει

RFE
FB

=

cosψ cos θ cosψ sinϕ sin θ − cosϕ sinψ sinϕ sinψ + cosϕ cosψ sin θ
cosθ sinψ cosϕ cosψ + sinϕ sinψ sin θ cosϕ sinψ sin θ − cosψ sinϕ
− sin θ cos θ sinϕ cosϕ cos θ

 .
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Σχήμα 2.7: Προσανατολισμός κεντροβαρικού συστήματος ως προς αδρανειακό σύστημα.

Προσανατολισμός συστήματος FW ως προς σύστημα FE

Ακριβώς με τον ίδιο τρόπο ορίζεται και ο πίνακας περιστροϕής RFE
FW
, ο οποίος και

περιγράϕει το προσανατολισμό του συστήματος σχετικού ανέμου ως προς το αδρανειακό
σύστημα. Τα βήματα για τον προσδιορισμό του πίνακα περιστροϕής είναι τα ακόλουθα
(σχήμα 2.8):

1. Περιστροϕή κατά γωνία χ γύρω από τον σταθερό άξονα zE .

2. Περιστροϕή κατά γωνία γ γύρω από τον τρέχων άξονα y′.

3. Περιστροϕή κατά γωνία µ γύρω από τον τρέχων άξονα x′′.

Τα παραπάνω βήματα μπορούν να γραϕούν ως

RFE
FW

= RzE (χ)Ry′(γ)Rx′′(µ) =

cosχ − sinχ 0
sinχ cosχ 0
0 0 1

 cos γ 0 sin γ
0 1 0

− sin γ 0 cos γ

1 0 0
0 cosµ − sinµ
0 sinµ cosµ

 .

Σχήμα 2.8: Προσανατολισμός συστήματος σχετικού ανέμου ως προς αδρανειακό σύστημα.

Προσανατολισμός συστήματος FB ως προς το σύστημα FW

Ο πίνακας περιστροϕής RFW
FB
, ο οποίος και περιγράϕει το προσανατολισμό του κεντρο-

βαρικού συστήματος ως προς το σύστημα σχετικού ανέμου, προκύπτει από την ακολουθία
περιστροϕών (σχήμα 2.9):

1. Περιστροϕή κατά γωνία −β γύρω από τον σταθερό άξονα zW .
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2. Περιστροϕή κατά γωνία α γύρω από τον τρέχων άξονα y′.

3. Μηδενική περιστροϕή γύρω από τον τρέχων άξονα x′′.

Τα παραπάνω βήματα μπορούν να γραϕούν ως,

RFW
FB

= RzW (−β)Ry′(α)I3x3 =

cos (−β) − sin (−β) 0
sin (−β) cos (−β) 0

0 0 1

 cosα 0 sinα
0 1 0

− sinα 0 cosα

1 0 0
0 1 0
0 0 1

 .

Σχήμα 2.9: Προσανατολισμός κεντροβαρικού συστήματος ως προς το σύστημα σχετικού ανέμου.

2.2.4 Κινηματικές Εξισώσεις

Περιστροφικές Συντεταγμένες

Οι κινηματικές εξισώσεις μπορούν να διατυπωθούν χρησιμοποιώντας τη σύνθεση πε-
ριστροϕών. Συγκεκριμένα για την περίπτωση του κεντροβαρικού συστήματος ως προς το
αδρανειακο σύστημα και με αναϕορά το σχήμα 2.7, η σύνθεση περιστροϕών (ή ιδιότητα της
πρόσθεσης) μπορεί να διατυπωθεί ως

ωωωFB

FB/FE
= ωωωFB

f/FE
+ωωωFB

f ′/f
+ωωωFB

f ′′/f ′ ,

ή

ωωωFB

FB/FE
= RFB

f ωωωf
f/FE

+RFB

f ′ ωωω
f
′

f ′/f
+RFB

f ′′ ωωω
f
′′

f ′′/f ′ . (2.2)

Aπο τους κανόνες σύνθεσης περιστροϕών έχουμε:

1. RFB
f = RFB

f ′′ R
f
′′

f ′ R
f
′

f .

2. RFB
f ′ = RFB

f ′′ R
f
′′

f ′ .

3. RFB

f ′′ = I3x3.

Από το σχήμα 2.7 εύκολα προκύπτει:

1. ωωωf
f/FE

= ψ̇
[
0 0 1

]T
.

2. ωωωf ′

f ′/f
=

[
0 1 0

]T
.

3. ωωωf ′′

f ′′/f ′ = ϕ̇
[
1 0 0

]T
.
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Τέλος από το σχήμα 2.7 εξάγουμε εύκολα τους βασικούς πίνακες περιστροϕής Rf
′′

f ′ =

Rx(ϕ) και Rf
′

f = Ry(θ).

Συνεπώς, με βάση τη σχέση (2.2) και τις παραπάνω παρατηρήσεις προκύπτει

ωωωFB

FB/FE
= RFB

f

00
1

 ψ̇ +RFB

f ′

01
0

 θ̇ +RFB

f ′′

10
0

 ϕ̇,
ωωωFB

FB/FE
=

 − sin θ
cos θsinϕ
cosϕ cos θ

 ψ̇ +

 0
cosϕ
− sinϕ

 θ̇ +
10
0

 ϕ̇,

ωωωFB

FB/FE
=

1 0 − sin θ
0 cosϕ cos θ sinϕ
0 − sinϕ cosϕ cos θ

ϕ̇θ̇
ψ̇

 . (2.3)

Η εξίσωση (2.3) αποτελεί τη βασική κινηματική σχέση η οποία συνδέει την παράγωγο
των γωνιών Euler με τις περιστροϕικές ταχύτητες του αεροχήματος. Επιλύοντας ως προς
την παράγωγο των γωνιών Euler και θέτοντας ωωωFB

FB/FE
=

[
p q r

]T προκύπτει η σχέσηϕ̇θ̇
ψ̇

 =

1 sinϕ tan θ cosϕ tan θ
0 cosϕ − sinϕ
0 sinϕ sec θ cosϕ sec θ

pq
r

 . (2.4)

Ακολουθώντας ακριβώς την ίδια διαδικασία προκύπτουν οι κινηματικές εξισώσεις που
συνδέουν το διάνυσμα των γωνιακών ταχυτήτων του αεροχήματος με την παράγωγο των
ανίστοιχων γωνιών Euler εκϕρασμένες στο σύστημα σχετικού ανέμου. Συγκεκριμένα προ-
κύπτει η σχέση

ωωωFW

FB/FE
=

1 0 − sin γ
0 cosµ cos γ sinµ
0 − sinµ cosµ cos γ

µ̇γ̇
χ̇

 . (2.5)

Επιλύοντας τη σχέση (2.5) ως προς την παράγωγο των γωνιών Euler και θέτοντας
ωωωFW

FB/FE
=

[
pW qW rW

]T προκύπτειµ̇γ̇
χ̇

 =

1 sinµ tan γ cosµ tan γ
0 cosµ − sinµ
0 sinµ sec γ cosµ sec γ

pWqW
rW

 . (2.6)

Τέλος η έκϕραση που περιγράϕει τη γωνιακή ταχύτητα του κεντροβαρικού συστήματος
ως προς το σύστημα σχετικού ανέμου, προκύπτει και πάλι από τη διατύπωση της σύνθεσης
περιστροϕών (σχήμα 2.9)

ωωωFW

FB/FW
= ωωωFW

f/FW
+ωωωFW

f ′/f
+ωωωFW

f ′′/f ′ = RFW
f ωωωf

f/FW
+RFW

f ′ ωωω
f
′

f ′/f
,

όπου,
RFW

f ′ = RFW
f Rf

f ′ με RFW
f = Rz(−β) και Rf

f ′ = Ry(α).

Από το σχήμα 2.9 εύκολα προκύπτει

ωωωf
f/FW

= −

00
1

 β̇ και ωωωf
′

f ′/f
=

01
0

 α̇.
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Συνεπώς

ωωωFW

FB/FW
= −β̇

 cosβ sinβ 0
− sinβ cosβ 0

0 0 1

00
1

+

 cosα cosβ sinβ cosβ sinα
− cosα sinβ cosβ − sinα sinβ

− sinα 0 cosα

01
0

 α̇,

ωωωFW

FB/FW
=

α̇ sinβα̇ cosβ
−β̇

 . (2.7)

Μεταφορικές Συντεταγμένες

Για την ολοκλήρωση των κινηματικών εξισώσεων απαιτείται η διατύπωση των σχέσεων
που συνδέουν τις μεταϕορικές ταχύτητες των τριών συστημάτων αναϕοράς. Οι εξισώσεις
αυτές συνθέτουν και το πρόβλημα της πλοήγησης όπως θα ϕανεί και σε παρακάτω παρά-
γραϕο.

1. Σύνδεση εκϕράσεων μεταϕορικής ταχύτητας αεροχήματος στο αδρανειακό και στο
κεντροβαρικό σύστημα αναϕοράς

vvvFE

C/FE
= RFE

FB
vvvFB

C/FE
.

Ορίζοντας τα μεγέθη vvvFE

C/FE
=

[
ẋE ẏE żE

]T και vvvFB

C/FE
=

[
u v w

]T προκύ-
πτει η κινηματική σχέση ẋEẏE

żE

 = RFG
FB

uv
w

 . (2.8)

2. Σύνδεση εκϕράσεων μεταϕορικής ταχύτητας αεροχήματος στο αδρανεικό σύστημα και
στο σύστημα σχετικού ανέμου

vvvFE

C/FE
= RFE

FW
vvvFW

C/FW
.

Ορίζοντας το μέγεθος vvvFW

C/FW
=

[
V 0 0

]T προκύπτει η κινηματική σχέση,ẋEẏE
żE

 = RFE
FW

V0
0

 =

V cos γ cosχV cos γ sinχ
−V sin γ

 . (2.9)

3. Σύνδεση εκϕράσεων μεταϕορικής ταχύτητας αεροχήματος στο κεντροβαρικό σύστημα
και στο σύστημα σχετικού ανέμου,

vvvFW

C/FE
=

V0
0

 = RFW
FB

vvvFB

C/FE
=

cosα cosβ − cosα sinβ − sinα
sinβ cosβ 0

sinα cosβ − sinα sinβ cosα

uv
w

 .
Με βάση τα παραπάνω προκύπτουν οι σχέσεις

v sinβ + u cosα cosβ + w cosβ sinα = V, (2.10)

v cosβ − u cosα sinβ − w sinα sinβ, (2.11)

w cosα− u sinα = 0. (2.12)
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Από την εξίσωση (2.12) εύκολα προκύπτει

α = tan−1 (
w

u
). (2.13)

Κατάλληλη αλγεβρική διαχείρηση της σχέσης 2.10 μας δίνει

V =
√
u2 + v2 + w2. (2.14)

Τέλος συνδυασμός των σχέσεων (2.10), (2.11) και (2.13) οδηγεί στη σχέση

β = sin−1 (
v

V
). (2.15)

Οι αλγεβρικές σχέσεις (2.13), (2.14) και (2.15) είναι ιδιαίτερα σημαντικές καθώς επι-
τρέπουν τον προσδιορισμό μεγεθών που αναϕέρονται στο σύστημα σχετικού ανέμου
από μεγέθη που αναϕέρονται στο κεντροβαρικό σύστημα.

2.3 Μοντελοποίηση Δυνάμεων και Ροπών

Στην παράγραϕο αυτήν αναλύονται οι δυνάμεις και οι ροπές που ασκούνται στο αερό-
χημα. Οι δυνάμεις και οι ροπές αυτές μπορούν να χωριστούν σε τρείς κατηγορίες:

• Βαρυτικές δυνάμεις.

• Δυνάμεις και ροπές προώθησης.

• Αεροδυναμικές δυνάμεις και ροπές.

Στις επόμενες ενότητες αναλύονται και μοντελοποιούνται οι δυνάμεις και οι ροπές για
κάθε μία από τις παραπάνω κατηγορίες.

2.3.1 Βαρυτικές Δυνάμεις

Η βαρυτική δύναμη έχει κατεύθυνση προς το κέντρο της γης και μπορεί έυκολα να
εκϕραστεί στο αδρανειακό σύστημα αναϕοράς ως

WWWFE =

 0
0
mg

 . (2.16)

Η αντίστοιχη έκϕραση της βαρυτικής δύναμης στo κεντροβαρικό σύστημα δίνεται από τη
σχέση

WWWFB = RFB
FE

WWWFE =

 −mg sin θ
mg cos θ sinϕ
mg cos θ cosϕ

 . (2.17)

Ενώ στο σύστημα σχετικού ανέμου από τη σχέση

WWWFW = RFW
FE

WWWFE =

 −mg sin γ
mg cos γ sinµ
mg cos γ cosµ

 . (2.18)

2.3.2 Δυνάμεις και Ροπές Προώθησης.

Δυνάμεις Προώθησης

Η μοντελοποίηση των δυνάμεων προώθησης από τις έλικες του αεροχήματος μπορεί να
πραγματοποιηθεί με την εϕαρμογή της εξίσωσης του Bernoulli για ασυμπίεστα ρευστά,
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κατά μήκος της ροϊκής γραμής που ϕαίνεται στο σχήμα 2.10. Συγκεκριμένα η συνολική
πιέση στο σημείο A δίνεται από τη σχέση,

PA = P0 +
1

2
ρV

2
,

ενώ αντίστοιχα η πίεση στο σημείο Β από τη σχέση,

PB = P0 +
1

2
ρVB

2.

Το γινόμενο της διαϕοράς των πιέσεων στα σημεία Α και Β και της επιϕάνειας της έλικας
είναι προϕανώς και η παραγώμενη δύναμη προώθησης, δηλαδή

Ti = SpropCprop(PB − PA) =
1

2
ρSpropCprop(VB

2 − VA
2), (2.19)

όπου, Cprop ο συντελεστής απόδοσης της έλικας και ο δείκτης i αναϕέρεται στον δεξί ή
αριστερό κινητήρα.

Σχήμα 2.10: Ροϊκής γραμμή εϕαρμογής εξίσωσης Bernoulli.

Για την ταχύτητα εξόδου του αέρα μπορεί να γίνει η θεώρηση

VB = ktω, (2.20)

ενώ η γωνιακή ταχύτητα του κινητήρα συνδέεται με την εϕαρμοζόμενη τάση σύμϕωνα με
τη σχέση

ωi = kV Vi, (2.21)

όπου, kt σταθερά που προσδιορίζεται πειραματικά, kV σταθερά που δίνεται από τον κατα-
σκευαστή και Vi η τάση του δεξιού ή αριστερού κινητήρα.

Οι δυνάμεις προώθησης, στο συγκεκριμένο αερόχημα, ασκούνται κατά μήκος του άξονα
xB του κεντροβαρικού συστήματος όπως ϕαίνεται στο σχήμα 2.11. Συνπεπώς το διάνυσμα
των δυνάμεων προώθησης στο κεντροβαρικό σύστημα αναϕοράς με συνεισϕορά αριστερού
και δεξιου κινητήρα μπορεί να δοθεί από τη σχέση

TTTFB =

T0
0

 =

TL + TR
0
0

 . (2.22)

Με αντικατάσταση των σχέσεων 2.20 και 2.21 στη (2.19) έχουμε

T = TR + TL =
1

2
ρSpropCpropk

2
t k

2
V V

2
L +

1

2
ρSpropCpropk

2
t k

2
V V

2
R − ρSpropCpropV

2
. (2.23)

Δεδομένου ότι η εϕαρμοζόμενη τάση Vi ∈ [0,+∞) και δεδομένου ότι η συνάρτηση f(x) =
√
x
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είναι ένα προς ένα και επί, μπορεί να οριστεί η «εικονική» τάση V i από την ισότητα

V i = V 2
i . (2.24)

Συνδυασμός των σχέσεων (2.23) και (2.24) δίνει τη σχέση της εϕαρμοζόμενης δύναμης
προώθησης, γραμμικά ως προς τις εικονικές τάσεις εισόδου ως

T =
1

2
ρSpropCpropk

2
t k

2
V V L +

1

2
ρSpropCpropk

2
t k

2
V V R − ρSpropCpropV

2
. (2.25)

Ροπές Προώθησης

Οι ροπές προώθησης στο συγκεκριμένο αερόχημα διαϕοροποιούνται σε δύο κατηγοριές.
Συγκεκριμένα είναι:

1. Ροπές λόγω αεροδυναμικών δυνάμεων έλικας: Είναι γνωστό ότι ροπή αντίδρασης κατά
την περιστοϕή μιας έλικας προέρχεται λόγω αεροδυναμικών δυνάμεων και συγκεκρι-
μένα δυνάμεων οπισθέλκουσας. Οι ροπές αυτές ασκούνται ως προς τον άξονα xB και
δίνονται από τη σχέση,

LTi = CDiω
2
i ,

όπου, CDi ο συντελεστής οπισθέλκουσας της έλικας που προσδιορίζεται πειραματικά.
Δεδομένου ότι οι δύο κινητήρες περιστρέϕονται αντίρροπα, η συνισταμένη ροπή δίνε-
ται από τη σχέση

LT = LTL
− LTR

= CDL
k2V V

2
L − CDR

k2V V
2
R.

Με την ίδια λογική που παρουσιάστηκε παραπάνω, μέσω του 1-1 μετασχηματισμού
V i = V 2

i , η παραπάνω σχέση γράϕεται ως

LT = CDL
k2V V L − CDR

k2V V R.

2. Ροπή διαϕορικής προώθησης: Από το σχήμα 2.11 είναι εμϕανές ότι λόγω της ύπαρξης
δύο κινητήρων, στις περιπτώσεις οπου TL ̸= TR, παράγεται κατά μήκος του κεντρο-
βαρικού άξονα zB ροπή με μέτρο

NTi = Tib̃.

Είναι προϕανές ότι η συνισταμένη ροπή δίνεται από τη σχέση, NT = NTL
−NTR

.

Με βάση τα παραπάνω το διάνυσμα των ροπών προώθησης στο κεντροβαρικό σύστημα
αναϕοράς μπορεί να δοθεί από τη σχέση

MMMFB
T =

LT

0
NT

 =

LTL
− LTR

0
NTL

−NTR

 . (2.26)

2.3.3 Αεροδυναμικές Δυνάμεις και Ροπές

Όπως είναι γνωστό από τη μηχανική των ρευστών, οι αεροδυναμικές δυνάμεις και ρο-
πές είναι απόρροια της αλληλεπίδρασης του κινούμενου αεροσκάϕους με τον περιβάλλοντα
αέρα, ο οποίος και στη γενική περίπτωση κινείται σχετικα με το αδρανειακό σύστημα ανα-
ϕοράς. Πρωτού αναλυθούν οι τρόποι μοντελοποίησης των δυνάμεων και ροπών αυτών, κρί-
νεται απαραίτητη η παρουσίαση των συμβάσεων που θα χρησιμοποιηθούν για την ανάλυση
αυτή.
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Σχήμα 2.11: Δυνάμεις και ροπές προώθησης.

Σχετικός Άνεμος

Όπως αναϕέρθηκε στην προηγούμενη παράγραϕο, στη γενική περίπτωση πέρα από την
κίνηση του οχήματος μέσα στον αέρα, παρατηρείται και κίνηση του ίδιου του ανέμου σε
σχέση με το αδρανειακό σύστημα αναϕοράς. Η παραπάνω πρόταση μπορεί να διατυπωθεί
μαθηματικά ως

V = V − VW ,

όπου, V η ταχύτητα του κέντρου μάζας του αεροχήματος όπως την αντιλαμβάνεται πα-
ρατηρητής που ανήκει στο αδρανειακό σύστημα αναϕοράς και VW η σχετική ταχύτητα
του ανέμου όπως την αντιλαμβάνεται παρατηρητής που ανήκει στο σύστημα σχετικού ανέ-
μου. Ο διαχωρισμός αυτός κρίνεται απαράιτητος καθώς ενώ οι κινηματικές εξισώσεις που
περιγράϕουν την ταχύτητα του σώματος εξαρτώνται αποκλειστικά από την ταχύτητα V ,
οι αεροδυναμικές δυνάμεις εξαρτώνται από τη συνολική ταχύτητα με την οποία ο αέρας
προσεγγίζει το όχημα, δηλαδή την V . Ωστόσο, είναι δυνατόν κάποιος να προσεγγίσει την
επιπλέον σχετική ταχύτητα του ανέμου ως εξωτερική διαταραχή ή ως σϕάλμα μοντελοποί-
ησης όπως και θα ϕανεί στο κεϕάλαιο 4. Στην περίπτωση αυτή (η οποία θα εϕαρμοστεί
και στην παρούσα διπλωματική εργασία) έχουμε

V = V.

Επιφάνειες Ελέγχου

Οι επιϕάνειες ελέγχου του αεροσκάϕους χρησιμοποιούνται για να μεταβάλλουν τοπικά
τη γεωμετρία του οχήματος και συνεπώς να μεταβάλλουν τις αεροδυναμικές δυνάμεις και
ροπές, επιτρέποντας με αυτόν τον τρόπο τον έλεγχό του. Σε συμβατικές διατάξεις αερο-
σκαϕών οι βασικές επιϕάνειες ελέγχου είναι:

1. Πηδάλιο ανόδου-καθόδου (elevator), για έλεγχο της πρόνευσης (pitch).

2. Πηδάλιο εκτροπής ή διεύθυνσης (rudder), για τον έλεγχο της εκτροπής (yaw).

3. Πηδάλια περιστροφής ή κλίσης (ailerons), για την εκτέλεση ελιγμών περιστροϕής
(roll).

Στο σχήμα 2.12 ορίζονται οι θετικές εκτροπές των επιϕανειών ελέγχου συμβατικού αε-
ροσκάϕους όπου, η εκτροπή του πηδαλίου ανόδου καθόδου συμβολίζεται με δe, η εκτροπή
του πηδαλίου διεύθυνσης συμβολίζεται με δr και η εκτροπή των πηδαλίων περιστροϕής συμ-
βολίζεται με δa. Ιδιαίτερα για τα πηδάλια περιστροϕής αξίζει να σημειωθεί ότι η εκτροπή
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τους μπορεί να οριστεί ως σύνθεση εκτροπών της μορϕής

δa =
1

2
(δaleft − δaright).

Σχήμα 2.12: Επιϕάνειες ελέγχου συμβατικού αεροσκάϕους.

Σε γεωμετρίες αεροσκαϕών «ιπτάμενης πτέρυγας», όπως αυτή της παρούσας διπλωμα-
τικής εργασίας, οι διαθέσιμες επιϕάνειες ελεγχου μειώνονται σε δύο και συνεπώς για την
επίτευξη των απαιτούμενων ελιγμών απαιτείται η συμπλοκή της κίνησης τους. Λόγω του
μειωμένου αριθμού των επιϕανειών, καθίσταται δυνατός ο έλεγχος μόνο ελιγμών πρόνευσης
και περιστροϕής. Ο έλεγχος αυτός γίνεται με τον συνδυασμό τον εκτροπών των επιϕάνειων
ελέγχου, δeL και δeR, όπως ϕαίνεται στο σχήμα 2.13.

Σχήμα 2.13: Δυνατές εκτροπές επιϕανειών ελέγχου αεροσκάϕους τύπου «ιπτάμενης πτέρυγας».

Αξίζει να σημειωθεί ότι τα εργαλεία μοντελοποίησης των αεροδυναμικών δυνάμεων και
ροπών αναϕέρονται σε συμβατικές γεωμετρίες αεροσκαϕών. Συνεπώς είναι απαραίτητη η
δυνατότητα μετάβασης από συμβατικές γεωμετρίες σε γεωμετρίες «ιπτάμενης πτέρυγας».
Μια απλή προσέγγιση στο πρόβλημα είναι η διατύπωση του γραμμικού μετασχηματισμού[

δe
δa

]
=

1

2

[
1 1
−1 1

] [
δeR
δeL

]
. (2.27)

Η σχέση 2.27 δίνει τη δυνάτοτητα της μαθηματικής μοντελοποίησης των δυνάμεων και
ροπών ενός αεροσκάϕους γεωμετρίας «ιπτάμενης πτέρυγας», ως αεροσκάϕους συμβατικής
γεωμετρίας με πηδάλια ανόδου-καθόδου και κλίσης.
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Όπως αναϕέρθηκε σε προηγούμενη παράγραϕο, κατά τη σχετική κίνηση του αεροχήμα-
τος και του αέρα δημιουργείται μια κατανομή πίεσης στη γεωμετρία αυτού. Η κατανομή
πίεσης αυτή μπορεί να μοντελοποιηθεί ως ένα σύνολο τριών δύναμεων (άντωση, οπισθέλ-
κουσα και πλευρική δύναμη) και τριών ροπών (κλίσης, πρόνευσης και εκτροπής) το οποίο
εϕαρμόζεται και μοντελοποιείται στο σύστημα σχετικού ανέμου. Στη γενική περίπτωση, η
κατανομή αυτή είναι συνάρτηση όλων των μεταβλητών κατάστασης καθώς και όλων των
μεταβλητών ελέγχου του συστήματος. Ωστόσο, για τη μείωση της πολυπλοκότητας των μο-
ντέλων, είναι σύνηθες να λαμβάνονται υπόψιν μόνο οι μεταβλητές που έχουν τη μεγαλύτερη
επιρροή (προϕανώς το μέγεθος της επιρροής του κάθε μεγέθους είναι κάτι που εξετάζεται
πειραματικα). Δεδομένων των πραπάνω συμβάσεων μπορεί πλέον να αναλυθεί η μοντελο-
ποίηση των αεροδυναμικών δυνάμεων και ροπών.

Μοντελοποίηση Αεροδυναμικών Δυνάμεων

Άντωση: Τα κύρια μεγέθη που συνθέτουν τη δύναμη της άντωσης, η οποία εκϕράζεται
ως LLL = −LeeezW , είναι αυτά της συνολικής ταχύτητας του αέρα, της γωνίας προσβολής, του
ρυθμού πρόνευσης καθώς και της εκτροπής του πηδαλίου ανόδου-καθόδου. Με βάση αυτήν
την παρατήρηση, η δύναμη της άντωσης μπορεί να μοντελοποιηθεί ως

L =
1

2
ρV

2
SCL(α, q, δe), (2.28)

όπου, ρ η πυκνότητα του αέρα και S η μέση πτερυγική επιϕάνεια. Στη γενική περίπτωση,
η συνάρτηση CL(α, q, δe) είναι ισχυρά μη γραμμική, ωστόσο για μικρές γωνίες προσβολής
είναι σύνηθες να λαμβάνεται η γραμμική της προσέγγιση της μορϕής

CL(α, q, δe) =
∂CL

∂α

∣∣∣∣
α0

(α− α0) +
∂CL

∂q

∣∣∣∣
q0

(q − q0) +
∂CL

∂δe

∣∣∣∣
δe0

(δe− δe0),

ή

CL(α, q, δe) = CL0 +
∂CL

∂α

∣∣∣∣
α0

α+
∂CL

∂q

∣∣∣∣
q0

q +
∂CL

∂δe

∣∣∣∣
δe0

δe. (2.29)

Συνδυασμός των εξισώσεων (2.28) και (2.29) δίνει την έκϕραση για τη δύναμη της
άντωσης

L =
1

2
ρV

2
S
[
CL0 +

∂CL

∂α

∣∣∣∣
α0

α+
∂CL

∂q

∣∣∣∣
q0

q +
∂CL

∂δe

∣∣∣∣
δe0

δe
]
. (2.30)

Δεδομένου ότι οι γωνίες α και δe είναι εκϕρασμένες σε rad ενώ ο ρυθμός πρόνευσης σε
rad/sec, είναι σύνηθες να αδιαστατοποιείται η μερική παράγωγος ∂CL

∂q

∣∣∣
q0
μέσω του όρου

c/(2V ), όπου c το μήκος της χορδής του αεροχήματος. Με βάση την παραπάνω παρατήρηση
η δύναμη της άντωσης μπορεί να αναδιατυπωθεί ως

L =
1

2
ρV

2
S
[
CL0 + CLαα+ CLq

c

2V
q + CLδe

δe
]
, (2.31)

όπου, οι σταθερές CLα , CLq και CLδe
προκύπτουν εύκολα από τη σύγκριση των εξισώσεων

2.30 και 2.31. Αξίζει να σημειωθεί ότι η προσέγγιση της δύναμης της άντωσης, όπως αυτή
δίνεται από τη σχέση (2.31), οδηγεί σε ικανοποιητικά αποτελέσματα για μικρές γωνίες
προσβολής. Ωστόσο, σε μεγαλύτερης γωνίες προσβολής, όπως είναι γνωστό από την αε-
ροδυυναμική, εμϕανίζεται το ϕαινόμενο της απώλειας στήριξης όπως ϕαίνεται στο σχήμα
2.14. Στην περίπτωση αυτή η σχέση (2.31) μπορεί να γραϕεί ως

L =
1

2
ρV

2
S
[
CL(α) + CLq

c

2V
q + CLδe

δe
]
, (2.32)
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όπου, η συνάρτηση CL(α) επλέγεται ώστε ενα περιγράϕει την καμπύλη του σχήματος 2.14
(η οποία προϕανώς προκύπτει από πειραματικά δεδομένα).

Σχήμα 2.14: Συνάρτηση CL(α).

Οπισθέλκουσα: Αντίστοιχα, τα κύρια μεγέθη που συνθέτουν τη δύναμη της οπισθέλκουσας,
η οποία εκϕράζεται ως DDD = −DeeexW , είναι αυτά της συνολικής ταχύτητας του αέρα, της
γωνίας προσβολής, του ρυθμού πρόνευσης καθώς και της εκτροπής του πηδαλίου ανόδου-
καθόδου. Με βάση αυτήν την παρατήρηση, η δύναμη της οπισθέλκουσας μπορεί να μοντε-
λοποιηθεί ως

D =
1

2
ρV

2
SCD(α, q, δe). (2.33)

Με αντίστοιχη ανάλυση, όπως αυτη της προηγούμενης παραγράϕου προκύπτει

D =
1

2
ρV

2
S
[
CD0 + CDαα+ CDq

c

2V
q + CDδe

δe
]
. (2.34)

Από την αεροδυναμική είναι γνωστό ότι η δύναμη της οπισθέλκουσας έχει διεύθυνση αντί-
θετη στην ταχύτητα του αεροσκάϕους. Ωστόσο, αν ακολουθηθεί η γραμμική μοντελοποίηση
ως προς τη γωνία προσβολής (σχέση 2.34), προκύπτει ότι για αρνητικές γωνίες η δύναμη
της οπισθέλκουσας γίνεται αρνητική. Για τη διόρθωση της λανθασμένης εκτίμησης η σχέση
(2.34) μετασχηματίζεται στην

D =
1

2
ρV

2
S
[
CD(α) + CDq

c

2V
q + CDδe

δe
]
. (2.35)

Η συνάρτηση CD(α) μπορεί να μοντελοποιηθεί από τη σχέση

CD(α) = CDp +
(CL0 + CLαα)

2

πeAR
, (2.36)

όπου, CDp ο συντελεστής οπισθέλκουσας μηδενικής άντωσης, e ο συντελεστής του Oswald
και AR = b2

S ο λόγος επί μήκους. Από τη σχέση (2.36) είναι προϕανές ότι η τετραγωνική
δομή της συνάρτησης CD(α) διορθώνει τη λανθασμένη διατύπωση.

Πλευρική Δύναμη: Αντίστοιχα, τα κύρια μεγέθη που συνθέτουν την πλευρική δύναμη, η
οποία εκϕράζεται ως CCC = −CeeeyW , είναι αυτά της συνολικής ταχύτητας του αέρα, της γωνίας
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πλευρικής ολίσθησης, του ρυθμού κλίσης, του ρυθμού εκτροπής καθώς και της εκτροπής του
πηδαλίου περιστροϕής. Με βάση αυτήν την παρατήρηση, η πλευρική δύναμη μπορεί να
μοντελοποιηθεί ως

C =
1

2
ρV

2
SCC(β, p, r, δα). (2.37)

Με αντίστοιχη ανάλυση, όπως αυτη της προηγούμενης παραγράϕου προκύπτει

C =
1

2
ρV

2
S
[
CC0 + CCβ

β + CCp

b

2V
p+ CCr

b

2V
r + CCδα

δα
]
, (2.38)

όπου, b το εκπέτασμα του αεροχήματος. Οι τρείς παραπάνω δυνάμεις, συνθέτουν το διάνυ-
σμα των αεροδυναμικών δυνάμεων στο σύστημα σχετικού ανέμου ως

FAFAFA
FW =

[
−D −C −L

]T
. (2.39)

Η διατύπωση των αεροδυναμικών δυνάμεων στο κεντροβαρικό σύστημα γίνεται μέσω του
μετασχηματισμού

FAFAFA
FB =

XY
Z

 = RFB
FW

FAFAFA
FW =

cosβ cosα − cosα sinβ − sinα
sinβ cosβ 0

cosβsinα − sinα sinβ cosα

−D−C
−L

 .
Για την απλοποίηση της παραπάνω έκϕρασης είναι σύνηθες να λαμβάνεται η παραδοχή
της μικρής γωνίας πλάγιας ολίσθησης. Η παραδοχή αυτή οδηγεί, στη γνωστή από την αε-
ροδυναμική αποσύμπλεξη μεταξύ του εγκάρσιου και διαμήκους άξονα του αεροχήματος
(lateral-directional & longitudinal decoupling). Συνεπώς για β ≈ 0 η παραπάνω σχέση γίνε-
ται

FAFAFA
FB =

XY
Z

 =

cosα 0 − sinα
0 1 0

sinα 0 cosα

−D−C
−L

 . (2.40)

Μοντελοποίηση Αεροδυναμικών Ροπών

Ροπή Πρόνευσης: Τα κύρια μεγέθη που συνθέτουν τη ροπή πρόνευσης, η οποία εκϕράζε-
ται ωςMmMmMm =MmeeeyB , είναι αυτά της συνολικής ταχύτητας του αέρα, της γωνίας προσβολής,
του ρυθμού πρόνευσης καθώς και της εκτροπής του πηδαλίου ανόδου-καθόδου. Με βάση
αυτήν τη παρατήρηση, η ροπή πρόνευσης μπορεί να μοντελοποιηθεί ως

Mm =
1

2
ρV

2
ScCMm(α, q, δe). (2.41)

Με αντίστοιχη ανάλυση, όπως αυτη της προηγούμενης παραγράϕου προκύπτει

Mm =
1

2
ρV

2
Sc

[
CMm0 + CMmαα+ CMmq

c

2V
q + CMmδe

δe
]
. (2.42)

Ροπή Κλίσης και Ροπή Εκτροπής: Τα κύρια μεγέθη που συνθέτουν τις ροπές κλίσης
και εκτροπής, οι οποίες εκϕράζονται ως LmLmLm = LmeeexW και NmNmNm = NmeeezW , είναι αυτά της
συνολικής ταχύτητας του αέρα, της γωνίας πλάγιας ολίσθησης, του ρυθμού κλίσης, του
ρυθμού εκτροπής καθώς και της εκτροπής του πηδαλίου περιστροϕής. Με βάση αυτήν την
παρατήρηση, οι ροπές κλίσης και εκτροπής μπορούν να μοντελοποιηθούν ως

Lm =
1

2
ρV

2
SbCLm(β, p, r, δα), (2.43)

Nm =
1

2
ρV

2
SbCNm(β, p, r, δα). (2.44)
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Με αντίστοιχη ανάλυση, όπως αυτη της προηγούμενης παραγράϕου προκύπτει

Lm =
1

2
ρV

2
Sb

[
CLm0 + CLmβ

β + CLmp

b

2V
p+ CLmr

b

2V
r + CLmδα

δα
]
, (2.45)

Nm =
1

2
ρV

2
Sb

[
CNm0 + CNmβ

β + CNmp

b

2V
p+ CNmr

b

2V
r + CNmδα

δα
]
. (2.46)

Οι τρείς παραπάνω ροπές, συνθέτουν το διάνυσμα των αεροδυναμικών ροπών στο κεντρο-
βαρικό σύστημα ως

MMMFB
A =

[
Lm Mm Nm

]T
. (2.47)

Σχήμα 2.15: Αεροδυναμικές δυνάμεις και ροπές.

2.4 Κινητική

Η κατάστρωση των εξισώσεων κίνησης του αεροχήματος μπορεί να πραγματοποιηθεί
με τη διατύπωση των εξισώσεων Newton-Euler τόσο για τις μεταϕορικές όσο και για τις
περιστροϕικές συνιστώσες του συστήματος. Η διατύπωση αυτή πραγματοποιείται ως προς
το αδρανειακό σύστημα αναϕοράς FE ενώ η έκϕραση τους θα δωθεί στο κεντροβαρικό
σύστημα αναϕοράς FB. Η έκϕραση των δυναμικών εξισώσεων επιλέγεται να γίνει στο
σύστημα αναϕοράς FB καθώς:

1. Το μητρώο αδράνειας παραμένει χρονικά αμετάβλητο ως προς το σύστημα αυτό.

2. Οι μετρήσεις των βασικών αισθητήρων, όπως γυροσκόπιο και επιταχυνσιόμετρο, ανα-
ϕέρονται στο σύστημα αυτό.

2.4.1 Μεταφορική Κίνηση

Οι εξισώσεις Newton-Euler για τις μεταϕορικές συνιστώσες του συστήματος δίνονται
από τη σχέση

FFF = m v̇vvC/FE
,
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όπου, m η συνολική μάζα του αεροχήματος, FFF το σύνολο των εξωτερικών εϕαρμοζόμενων
δυνάμεων και v̇vvC/FE

η αδρανειακή επιτάχυνση του κέντρου μάζας του σώματος. Η διατύ-
πωση της παραπάνω σχέσης στο αδρανειακό σύστημα είναι

FFFFE = m v̇vvFE

C/FE
.

Με πολλαπλασιασμό της παραπάνω σχέσης από αριστερά με τον πίνακα περιστροϕής
RFB

FE
πρκύπτει

FFFFB = mRFB
FE

v̇vvFE

C/FE
. (2.48)

Η παράγωγος της ταχύτητας του κέντρου μάζας του αεροχήματος ως προς το αδρανειακό
σύστημα αναϕοράς και εκϕρασμένη στο κεντροβαρικό σύστημα είναι

v̇vvFB

C/FE
=

d

dt
(RFB

FE
vvvFE

C/FE
) = ṘFB

FE
vvvFE

C/FE
+RFB

FE
v̇vvFE

C/FE
.

Με βάση τη σχέση του παραρτήματος Α.14 η παραπάνω έκϕραση μπορεί να γραϕεί ως

v̇vvFB

C/FE
= S(ωωωFB

FE/FB
) RFB

FE
vvvFE

C/FE
+RFB

FE
v̇vvFE

C/FE
,

RFB
FE

v̇vvFE

C/FE
= v̇vvFB

C/FE
− S(ωωωFB

FE/FB
) vvvFB

C/FE
.

όπου, S αντισυμμετρικός πίνακας με όρισμα διάνυσμα όπως ορίζεται στο παράρτημα Α.
Δεδομένου ότι ωωωFB

FE/FB
= −ωωωFB

FB/FE
και της γραμμικότητας του τελεστή S η παραπάνω

σχέση γράϕεται ως
RFB

FE
v̇vvFE

C/FE
= v̇vvFB

C/FE
+ S(ωωωFB

FB/FE
) vvvFB

C/FE
. (2.49)

Συνδυασμός των σχέσεων 2.48 και 2.49 δίνει,

FFFFB = m v̇vvFB

C/FE
+m S(ωωωFB

FB/FE
) vvvFB

C/FE
. (2.50)

Η σχέση 2.50 δίνει τη διατύπωση των εξισώσεων Newton-Euler στο κεντροβαρικό σύστημα
το οποίο και περιστρέϕεται σχετικα με το αδρανειακό. Επίλυση ως προς το ρυθμό μεταβο-
λής των ταχυτήτων δίνει

v̇vvFB

C/FE
=

1

m
FFFFB − S(ωωωFB

FB/FE
) vvvFB

C/FE
. (2.51)

Τα μεγέθη της εξίσωσης 2.51 έχουν προσδιοριστεί στις προηγούμενες παραγράϕους.
Συγκεκριμένα, vvvFB

C/FE
=

[
u v w

]T και ωωωFB

FB/FE
=

[
p q r

]T , ενώ για τις δυνάμεις βάσει
των σχέσεων 2.17, 2.22 και 2.40 ισχύει

FFFFB =WWWFB + TTTFB +FFFFB
A = FFFFB =

 −mg sin θ
mg cos θ sinϕ
mg cos θ cosϕ

+

T0
0

+

XY
Z

 .
Αντικατάσταση των γνωστών μεγεθών στη σχέση 2.51 οδηγούν στις τρείς εξισώσεις που
περιγράϕουν τη μεταϕορική κίνηση του οχήματος, δηλαδή

u̇ =
1

m
(X + T )− g sin θ + rv − qw, (2.52)

v̇ =
1

m
Y + g sinϕ cos θ + pw − ru, (2.53)

ẇ =
1

m
Z + g cosϕ cos θ + qu− pv. (2.54)



22 ΜΟΝΤΕΛΟΠΟΙΗΣΗ

2.4.2 Περιστροφική Κίνηση

Σύμϕωνα με τη διατύπωση του νόμου Newton-Euler για τις περιστροϕικές συνιστώσες
του συστήματος, το σύνολο των εϕαρμοζόμενων ροπών στο κέντρο μάζας του συστήματος
ισούται με τον χρονικό ρυθμό μεταβολής της στοϕορμής του γύρω από το κέντρο μάζας. Η
παραπάνω πρόταση μπορεί να διατυπωθεί ως

MMMC/FE
= ḢHHC/FE

.

Η διατύπωση της παραπάνω σχέσης στο αδρανειακό σύστημα είναι

MMMFE

C/FE
= ḢHH

FE

C/FE
.

Με πολλαπλασιασμό της παραπάνω σχέσης από αριστερά με τον πίνακα περιστροϕής RFB
FE

πρκύπτει
MMMFB

C/FE
= RFB

FE
ḢHH

FE

C/FE
. (2.55)

Η παράγωγος της στροϕορμής του κέντρου μάζας του αεροχήματος ως προς το αδρα-
νειακό σύστημα αναϕοράς και εκϕρασμένη στο κεντροβαρικό σύστημα είναι

ḢHH
FB

C/FE
=

d

dt
(RFB

FE
HHHFE

C/FE
) = ṘFB

FE
HHHFE

C/FE
+RFB

FE
ḢHH

FE

C/FE
.

Με βάση τη σχέση του παραρτήματος Α.14 η παραπάνω έκϕραση μπορεί να γραϕεί ως

ḢHH
FB

C/FE
= S(ωωωFB

FE/FB
) RFB

FE
HHHFE

C/FE
+RFB

FE
ḢHH

FE

C/FE
,

RFB
FE

ḢHH
FE

C/FE
= ḢHH

FB

C/FE
− S(ωωωFB

FE/FB
) HHHFB

C/FE
.

Δεδομένου ότι ωωωFB

FE/FB
= −ωωωFB

FB/FE
και της γραμμικότητας του τελεστή S η παραπάνω

σχέση γράϕεται ως
RFB

FE
ḢHH

FE

C/FE
= ḢHH

FB

C/FE
+ S(ωωωFB

FB/FE
) HHHFB

C/FE
. (2.56)

Συνδυασμός των σχέσεων 2.55 και 2.56 δίνει

MMMFB

C/FE
= ḢHH

FB

C/FE
+ S(ωωωFB

FB/FE
) HHHFB

C/FE
. (2.57)

Η στροϕορμή του σώματος μπορεί να εκϕραστεί ως

HHHFB

C/FE
= IB ωωωFB

FB/FE
, (2.58)

όπου, IB ο τανυστής αδράνειας του στερεού σώματος. Λόγω της επιλογής έκϕρασης των
εξισώσεων στο κεντροβαρικό σύστημα, η παράγωγος του τανυστή αδράνειας είναι μηδενική
και συνεπώς η παράγωγος της στροϕορμής δίνεται από τη σχέση

ḢHH
FB

C/FE
= IB ω̇ωωFB

FB/FE
. (2.59)

Συνδυασμός των εξισώσεων (2.57), (2.58) και (2.59) δίνει

MMMFB

C/FE
= IB ω̇ωωFB

FB/FE
+ S(ωωωFB

FB/FE
) IB ωωωFB

FB/FE
. (2.60)

Επίλυση ως προς το ρυθμό μεταβολής των περιστροϕικών ταχυτήτων δίνει

ω̇ωωFB

FB/FE
= I−1

B MMMFB

C/FE
− I−1

B S(ωωωFB

FB/FE
) IB ωωωFB

FB/FE
, (2.61)
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όπου, το διάνυσμα των εξωτερικά εϕαρμοζόμενων ροπών MMMFB

C/FE
δίνεται από τη σχέση

MMMFB

C/FE
=MMMFB

T +MMMFB
A .

Μέσω των σχέσεων (2.26) και (2.47) προκύπτει,

MMMFB

C/FE
=

LT

0
NT

+

Lm

Mm

Nm

 . (2.62)

Λόγω της συμμετρίας του αερoχήματος στο επίπεδο xz, ο τανυστής αδράνειας του σώ-
ματος δίνεται ως

IB =

 Ixx 0 −Ixz
0 Iyy 0

−Ixz 0 Izz

 . (2.63)

Αντικατάσταση των εξισώσεων (2.62) & (2.63) στη σχέση (2.61) οδηγούν στις τρείς εξισώ-
σεις που περιγράϕουν την περιστροϕική κίνηση του οχήματος, δηλαδή

ṗ =
Izz
ID

[Lm + LT + Ixzpq − (Izz − Iyy)qr] +
Ixz
ID

[Nm +NT − Ixzqr − (Iyy − Ixx)pq], (2.64)

q̇ =
1

Iyy
[Mm − (Ixx − Izz)pr − Ixz(p

2 − r2)], (2.65)

ṙ =
Ixz
ID

[Lm + LT + Ixzpq − (Izz − Iyy)qr] +
Ixx
ID

[Nm +NT − Ixzqr − (Iyy − Ixx)pq], (2.66)

όπου, ID = IxxIzz − I2xz .

2.5 Μοντέλο Μεταβλητών Κατάστασης

Οι εξισώσεις (2.52)-(2.54) και (2.64)-(2.66), καθώς και οι κινηματικές εξισώσεις (2.8) &
(2.4) συνθέτουν ένα σύστημα δώδεκα μη γραμμικών διαϕορικών εξισώσεων πρώτης τάξης
της μορϕής

ẋxxa = FFF a(xxxa,uuu), (2.67)

όπου,
xxxa =

[
vvvFB

C/FE
ωωωFB

FB/FE
eee xxxN

]T
και uuu =

[
V L V R δe δα

]T
με

vvvFB

C/FE
=

[
u v w

]T
, ωωωFB

FB/FE
=

[
p q r

]T
eee =

[
ϕ θ ψ

]T
, xxxN =

[
xE yE zE

]T
Δεδομένου ότι,

∂FFF a

∂xE
=
∂FFF a

∂yE
=
∂FFF a

∂zE
= 000,

το παραπάνω σύστημα μπορεί να αποσυμπλεχθεί και να διασπαστεί σε δύο επιμέρους,
το σύστημα πλοήγησης και το σύστημα εξισώσεων κίνησης.

1. Σύστημα Πλοήγησης: Το σύστημα πλοήγησης αποτελεί ένα σύστημα τριών μη γραμ-
μικών διαϕορικών εξισώσεων της μορϕής

ẋxxN = FFFN (uNuNuN ), (2.68)
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όπου,
uuuN =

[
vvvFB

C/FE
eee
]T
.

2. Σύστημα Εξισώσεων Κίνησης: Το σύστημα εξισώσεων κίνησης αποτελεί ένα σύστημα
εννέα μη γραμμικών διαϕορικών εξισώσεων της μορϕής

ẋxx = FFF (xxx,uuu), (2.69)

όπου,
xxx =

[
vvvFB

C/FE
ωωωFB

FB/FE
eee
]T

και uuu =
[
V L V R δe δα

]T
.

Κατάλληλη αλγεβρική διαχείρηση της διανυσματική συνάρτησης FFF (xxx,uuu) οδηγεί στη
δομη

FFF (xxx,uuu) = fff(xxx) +G(xxx)uuu, (2.70)

όπου, fff(xxx) ∈ R9 και G(xxx) ∈ R9×4. Η αναλυτική έκϕραση των συναρτήσεων fff(xxx) και
G(xxx) δίνεται στο παράρτημα. Συνδυασμός των σχέσεων 2.69 και 2.70 δίνει την τελική
μορϕή του συστήματος εξισώσεων κίνησης

ẋxx = fff(xxx) +G(xxx)uuu. (2.71)



Κεφάλαιο 3

Σχεδιασμός Ελεγκτή

3.1 Εισαγωγή

Στόχος του κεϕαλαίου είναι ο σχεδιασμός ενός συστήματος ελέγχου για την αυτόνομη κα-
θοδήγηση του αεροχήματος, δεδομένης μια τροχιάς. Στο σχήμα 3.1 παρουσιάζεται ποιοτικά
η δομή του συστήματος ελέγχου. Τα βήματα του προτεινόμενου συστήματος είναι:

1. Ο προγραμματισμός τροχίας παράγει ένα σήμα αναϕοράς xxxNd
(t) με τις συντεταγμένες

της επιθυμητής τροχιάς.

2. Με βάση το σήμα αναϕοράς τροχιάς, ο ελεγκτής πλοήγησης παράγει ένα επιθυμητό
σήμα αναϕοράς για τις μεταβλητές κατάστασης του συστήματος εξισώσεων κίνησης
xxxd(t).

3. Το σήμα των επιθυμητών μεταβλητών κατάστασης τροϕοδοτείται στον ελεγκτή πτήσης,
ο οποίος παράγει το κατάλληλο σήμα ελέγχου uuu για τις τάσεις των κινητήρων και τις
εκτροπές των επιϕανειών ελέγχου.

4. Εϕαρμόζοντας το σήμα uuu στο σύστημα, προκύπτουν (μέσω άμεσων μετρήσεων ή κά-
ποιου εκτιμητή καταστάσεων) οι νέες μεταβλητές κατάστασης του συστήματος, xxxα.

5. Το διάνυσμα μεταβλητών κατάστασης xxxα ανατροϕοδοτείται στους ελεγκτές πλοήγησης
και πτήσης.

Σχήμα 3.1: Αναπαράσταση Συστήματος Ελέγχου.

Από την παραπάνω περιγραϕή είναι προϕανές ότι το πρόβλημα παρακολούθησης τρο-
χιάς, ανάλογα με το σήμα εισόδου xxxNd

(t), δύναται να απαιτεί την κάλυψη μεγάλου εύρους
του χώρου μεταβλητών κατάστασης. Συνεπώς, δεδομένης της ισχυρής μη γραμμικότητας
του μοντέλου του αεροχήματος, η γραμμικοποίηση του συστήματος γύρω από ένα σημειο
ισορροπίας και ο σχεδιασμός ενός ελεγκτή για το γραμμικοποιημένο σύστημα κρίνονται
ανεπαρκή καθώς μπορούν να εγγυηθούν μόνο τοπική ευστάθεια και απόδοση. Για την κά-
λυψη όλου του εύρους του χώρου μεταβλητών κατάστασης του μη γραμμικού συστήματος
μελετούνται οι ακόλουθες τεχνικές:

25
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1. Gain scheduling
Έστω η μη γραμμική διαϕορική εξίσωση, της σχέσης (2.69)

ẋxx(t) = FFF (xxx(t),uuu(t)),

όπου, t ≥ 0, xxx(t) ∈ Rn και uuu(t) ∈ Rm. Έστω επίσης ότι χώρος των σημείων ισορροπίας
της παραπάνω εξίσωσης μπορεί να παραμετροποιηθεί από τη μεταβλητή ρύθμισης
ρρρ ∈ Rl. Συνεπώς, υπάρχουν συνεχείς συναρτήσεις xxx0 : Rl → Rn και uuu0 : Rl → Rm

τέτοιες ώστε
FFF (xxx0(t),uuu0(t)) = 000,

∀ρ ∈ Γ, όπου Γ κλειστό υποσύνολο του Rl.
Για κάθε μεταβλητή ρύθμισης ρρρ, η γραμμικοποίηση του μη γραμικού συστήματος

μπορεί να γραϕεί ως
ẋxxδ(t) = A(ρρρ)xxxδ(t) +B(ρρρ)uuuδ(t),

όπου
A(ρρρ) =

∂FFF

∂xxx
(xxx0(ρρρ),uuu0(ρρρ)), B(ρρρ) =

∂FFF

∂uuu
(xxx0(ρρρ),uuu0(ρρρ)),

xxxδ = xxx(t)− xxx0(ρρρ), uuuδ = uuu(t)− uuu0(ρρρ).

Πρακτικά, η μέθοδος του gain scheduling, προτείνει το διαχωρισμό του μη γραμ-
μικού συστήματος σε μια οικογένεια από γραμμικά συστήματα τα οποία προκύπτουν
από τη γραμμικοποίηση του πρώτου γύρω από κάποια σημεία ισορροπίας ενδιαϕέρο-
ντος. Στη συνέχεια σχεδιάζεται κάποιος νόμος ελέγχου για κάθε ένα από τα υποσυ-
στήματα αυτά καθώς και η συνάρτηση η οποία θα επιτρέπει τη μετάβαση, με συνέχή
τρόπο, από το ένα γραμμικό σύστημα στο άλλο. Με τον τρόπο αυτό, επιτυγχάνεται ο
σχεδιασμός ενός γενικού ελεγκτή για το μη γραμμικό σύστημα χρησιμοποιώντας ερ-
γαλεία γραμμικού ελέγχου. Ωστόσο κατά την υλοποιήση της τεχνικής παρουσιάζονται
σημαντικά προβλήματα όπως η εύρεση των κατάλληλων μεταβλητών ρύθμισης, η επι-
λογή των σημείων ισορροπίας, η εύρεση του τρόπου μετάβασης μεταξύ των γραμμικών
συστημάτων, ο χαρακτηρισμός των ορίων ευστάθειας και απόδοσης των υποσυστημά-
των καθώς και η εγγύηση της γενικής ευστάθειας του συνολικού συστήματος. Περισ-
σότερα για τα προβλήματα και τους πιθανούς τρόπους αντιμετώπισης της τεχνικής
αυτής, μπορούν να βρεθούν στην [14] .

2. Μη γραμμικός έλεγχος Σε αντίθεση με την τεχνική του Gain Scheduling, η σύνθεση
ενός μη γραμμικού συστήματος ελέγχου, μπορεί να εγγυηθεί την καθολική ευστάθεια
του συστήματος σε όλο το χώρο μεταβλητών κατάστασης. Ορισμένες, από τις τεχνι-
κές που ενδείκνυνται για τον έλεγχο μη γραμμικών μηχανολογικών συστημάτων είναι
αυτή της γραμμικοποίησης μέσω ανάδρασης (feedback linearization), του ελέγχου επιϕά-
νειας ολίσθησης (sliding mode control) καθώς και του μη γραμμικού προσαρμοστικού
ελέγχου (nonliear adaptive control). Στα πλαίσια της παρούσας διπλωματικής εξετάζεται
και εϕαρμόζεται η τεχνική του ελέγχου επιϕάνειας ολίσθησης καθώς εκμεταλλεύεται
την αϕϕινική, ως προς το σήμα ελέγχου, δομή του συστήματος (σχέση (2.71)) ενώ επι-
πλέον εγγυάται τη σθεναρότητα υπό την ύπαρξη διαταραχών. Στις επόμενες ενότητες,
αϕού παρουσιαστούν τα βασικά στοιχεία ευστάθειας των μη γραμμικών συστημά-
των τα οποία είναι απαραίτητα για τη σύνθεση του νόμου ελέγχου, αναλύεται και
εϕαρμόζεται η τεχνική της επιϕάνειας ολίσθησης για τη σύνθεση του ελεγκτή πτήσης.

3.2 Θεωρία Ευστάθειας Μη Γραμμικών Συστημάτων

Στην υποενότητα αυτή παρουσιάζονται στοιχεία της θεωρίας ευστάθειας μη γραμμικών
συστημάτων. Οι ορισμοί καθώς και τα αποτελέσματα που παρουσιάζονται βασίζονται στην
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αναϕορά [15].
Έστω το σύστημα κανονικών διαϕορικών εξισώσεων της μορϕής

ẋxx(t) = fff(xxx(t), t), (3.1)

όπου, xxx ∈ Rn και fff : Rn → Rn.

Ορισμός 1. Ένα μη γραμμικό σύστημα (3.1) λέγεται αυτόνομο εάν η συνάρτηση fff δεν
εξαρτάται άμεσα από τον χρόνο. Τότε το σύστημα μπορεί να γραϕεί ως

ẋxx(t) = fff(xxx(t)). (3.2)

Διαϕορέτικά, το σύστημα είναι μη αυτόνομο.

Αξίζει να σημειωθεί ότι το σύστημα του αεροχήματος είναι μη αυτόνομο. Αυτό οϕείλεται
στο γεγονός ότι η επιθυμητή τροχία που πρέπει να ακολουθηθεί, ειναι χρονικά εξαρτώμενη
και εισέρχεται άμεσα στο σύστημα ελέγχου (μέσω του αλγορίθμου προγραμματισμού τρο-
χιάς) με αποτέλεσμα το σύστημα να είναι της δομής (3.1). Για το λόγο αυτό, τα παρακάτω
αποτελέσματα επικεντρώνονται στα μη αυτόνομα συστήματα.

Ορισμός 2. Η μεταβλητή κατάστασης xxx∗ λέγεται σημείο ισορροπίας του συστήματος (3.1)
εάν ικανοποιεί τη σχέση

000 = fff(xxx∗, t), ∀t ≥ t0. (3.3)

όπου, t0 ο αρχικός χρόνος.

Το σύστημα (3.1) μπορεί να έχει πολλαπλά σημεία ισορροπίας ή και κανένα. Εάν η (3.1)
έχει σημείο ισορροπίας, χωρίς βλάβη της γενικότητας, χρησιμοποιώντας μια μετάθεση στον
Rn εάν είναι ανάγκη, μπορούμε να υποθέσουμε ότι το σημείο ισορροπίας είναι το 000, δηλαδή
fff(000, t) = 000.

Συμβολίζουμε με BBBR = {xxx | ∥xxx∥ < R} την ανοιχτή μπάλα του χώρου μεταβλητών κατά-
στασης με κέντρο το 000 και ακτίνα R καθώς και με SSSR = {xxx | ∥xxx∥ = R} την επιϕάνεια της
σϕαίρας.

Ορισμός 3. Το σημείο ισορροπίας xxx = 000 λέγεται ευσταθές κατά Lyapunov (ή απλά ευστα-
θές) στο t0 εάν

∀R > 0, ∃ r(R, t0) > 0, ∥xxx(t0)∥ < r ⇒ ∥xxx(t)∥ < R, ∀t ≥ t0.

Εάν αυτό ισχύει για κάθε t0 τότε το σημείο ισορροπίας xxx = 000 λέγεται ευσταθές. Διαϕο-
ρετικά, το σημείο ισορροπίας 000 είναι ασταθές.

Σχήμα 3.2: Ευσταθές κατά Lyapunov σημείο ισορροπίας.
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Συνεπώς για ένα ευσταθές σημείο ισορροπίας xxx = 000, εάν επιλέξω μια μπάλα ακτίνας
R θα υπάρχει πάντοτε μια μπάλα ακτίνας r (η οποία μπορεί εξαρτάται απο τον χρόνο t0),
τέτοια ώστε ξεκινώντας τη μπάλα BBBr η τροχία δεν βγαίνει ποτέ από τη μπάλα BBBR, σχήμα
3.2.

Ορισμός 4. Το σημείο ισορροπίας xxx = 000 λέγεται ασυμπτωτικά ευσταθές στο t0, εάν είναι
ευσταθές και μπορεί να επιλεχθεί κάποια ακτίνα r(t0) τέτοια ώστε εάν

∥xxx(t0)∥ < r(t0) ⇒ xxx(t) → 000 καθώς t→ ∞.

Σχήμα 3.3: Ασυμπτωτικά ευσταθές σημείο ισορροπίας.

Οι παραπάνω ορισμοί χαρακτηρίζουν την τοπική συμπεριϕορά του συστήματος (πως το
σύστημα συμπεριϕέρεται αν αρχικοποιηθεί κοντά σε ένα σημείο ισορροπίας).

Ορισμός 5. Το σημείο ισορροπίας xxx = 000 λέγεται γενικά ασυμπτωτικά ευσταθές εάν ∀ xxx(t0)

xxx(t) → 000 καθώς t→ ∞.

Ορισμός 6. Μια βαθμωτή συνεχής συνάρτηση V (xxx) λέγεται τοπικά θετικά ορισμένη εάν

1. V (000) = 0.

2. xxx ̸= 000 ⇒ V (xxx) > 0, σε μια μπάλα BR0 .

Εάν τα παραπάνω ισχύουν για κάθε R0, τότε η συνάρτηση V (xxx) λέγεται γενικά θετικά
ορισμένη.

Ορισμός 7. Μια βαθμωτή και χρονικά εξαρτώμενη συνάρτηση V (xxx, t) είναι τοπικά θετικά
ορισμένη εάν V (000, t) = 0 και υπάρχει μια θετικά ορισμένη συνάρτηση V0(xxx) τέτοια ώστε

∀ t ≥ t0, V (xxx, t) ≥ V0(xxx)

Ορισμός 8. Μια βαθμωτή συνεχής συνάρτηση V (xxx) λέγεται θετικά ημιορισμένη εάν

V (xxx) ≥ 0, ∀xxx.

Ορισμός 9. Μια βαθμωτή και χρονικά εξαρτώμενη συνάρτηση συνεχής συνάρτηση V (xxx, t)
λέγεται θετικά ημιορισμένη εάν υπάρχει μια θετικά ημιορισμένη συνάρτηση V0(xxx) τέτοια
ώστε

∀ t ≥ t0, V (xxx, t) ≥ V0(xxx)

Με αντίστοιχο τρόπο ορίζονται οι τοπικά αρνητικά ορισμένες και ημιορισμένες συναρ-
τήσεις.
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Θεώρημα 1 (Θεώρημα Lyapunov για μη αυτόνομα συστήματα). Εάν σε μια μπάλα BBBR0,
γύρω από το σημείο ισορροπίας 000, υπάρχει μια συνεχώς διαϕορίσιμη βαθμωτή συνάρτηση
V (xxx, t), τέτοια ώστε

1. η V (xxx, t) είναι θετικά ορισμένη,

2. η V̇ (xxx, t) είναι αρνητικά ημιορισμένη,

τότε το σημείο ισορροπίας 000 είναι ευσταθές.

Αξίζει εδώ να σημειωθεί ότι στη περίπτωση των μη αυτόνομων συστημάτων, η ανάλυση
ασυμπτωτικής ευστάθειας ενός σημείου ισορροπίας είναι ιδιαίτερα δύσκολη (σε σύγκριση
με τα αυτόνομα συστήματα). Η δυσκολία αυτή μπορεί να αντιμετωπιστεί με τη βοήθεια του
λήμματος Barbalat το οποίο αϕορά τις ασυμπτωτικές ιδιότητες συναρτήσεων και των πα-
ραγώγων τους. Κατάλληλη επέκταση του λήμματος στα δυναμικά μη αυτόνομα συστήματα
μπορεί να βοηθήσει στην απόδειξη της ασυμπτωτικής ευστάθειας ενός σημείου ισορροπίας
του μη αυτόνομου συστήματος.

Λήμμα 1 (Λήμμα Barbalat). Εάν μια διαϕορίσιμη συνάρτηση f(t) έχει ένα πεπερασμένο
όριο καθώς t→ ∞ και η ḟ(t) είναι ομοιόμορϕα συνεχής τότε,

ḟ(t) → 0 καθώς t→ ∞.

Λήμμα 2 (Λήμμα τύπου Lyapunov). Εάν μια βαθμωτή συνάρτηση V (xxx, t) ικανοποιεί τις
ακόλουθες συνθήκες

1. η V (xxx, t) είναι κάτω ϕραγμένη,

2. η V̇ (xxx, t) είναι αρνητικά ημιορισμένη,

3. η V̇ (xxx, t) είναι ομοιόμορϕα συνεχής,

τότε V̇ (xxx, t) → 0 καθώς t→ ∞.

3.3 Ελεγκτής Πτήσης

Στην υποενότητα αυτή αναλύεται ο σχεδιασμός του ελεγκτή πτήσης. Αρχικά παρουσιά-
ζεται η βασική θεωρία του ελέγχου ολίσθησης ενώ στη συνέχεια γίνεται εϕαρμογή αυτής
στο πρόβλημα σχεδιασμού του αυτομάτου πιλότου του αεροχήματος.

3.3.1 Έλεγχος Επιφάνειας Ολίσθησης (Sliding Mode Control)

Η τεχνική ελέγχου επιϕάνειας ολίσθησης χρησιμοποιείται για τη σύνθεση νόμων ελέγχου,
οι οποίοι είναι σθεναροί σε εξωτερικές διαταραχές και σϕάλματα μοντελοποίησης. Η τεχνική
αυτή χρησιμοποιεί την επαλληλία ενός συνεχή και ενός μη συνεχή νόμου ελέγχου, έτσι
ώστε να αναγκάσει τις μεταβλητές κατάστασης να προσεγγίσουν και να παραμείνουν πάνω
σε μια δεδομένη επιϕάνεια του χώρου μεταβλητών κατάστασης (επιϕάνεια ολίσθησης).
Συγκεκριμένα, θεωρούμε το μη γραμμικό σύστημα, με δομή αϕϕινική ως προς το σήμα
ελέγχου

ẋxx = fff(xxx) +G(xxx)uuu, (3.4)

όπου, xxx ∈ Rn το διάνυσμα μεταβλητών κατάστασης, uuu ∈ Rm το διάνυσμα εισόδου. Εξ
ορισμού ο μη συνεχής νόμος ελέγχου είναι της μορϕής [10]

ui =

{
u+i , εάν σi(xxx, t) > 0.

u−i , εάν σi(xxx, t) < 0.
, (3.5)
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οπου, σi(xxx, t) = 0 περιγράϕει την i-οστη επιϕάνεια ολίσθησης. Η συνολική επιϕάνεια ολί-
σθησης δημιουργείται από την τομή των m επιμέρους επιϕάνειων ως

Σ =
m∩
i=1

{xxx ∈ Rn|σi(xxx, t) = 0} = {xxx ∈ Rn | σσσ(xxx, t) = 000} , (3.6)

όπου, σσσ(xxx, t) =
[
σ1(xxx, t), σ2(xxx, t), . . . , σm(xxx, t)

]T . Με βάση τα παραπάνω, ο έλεγχος επιϕά-
νειας ολίσθησης αποτελείται από τα παρακάτω βήματα:

1. Την κατασκευή της κατάλληλης επιϕάνειας ολίσθησης έτσι ώστε τα δυναμικά του
συστήματος να είναι τα επιθυμητά.

2. Τον σχεδιασμό του κατάλληλου νόμου ελέγχου, o οποίος αναγκάζει το σύστημα να
εισέλθει στην επιϕάνεια ολίσθησης και να παραμείνει σε αυτήν.

Σύμϕωνα με την [15], για συστήματα πρώτης τάξης η επιϕάνεια ολίσθησης μπορεί να επι-
λεγεί έτσι ώστε

σi(xxx, t) = λix̃i, (3.7)

όπου, λi θετική σταθερά και x̃i = xi−xdi με xdi την επιθυμητή τροχιά αναϕοράς. Με βάση τα
παραπάνω είναι προϕανές πως δεδομένης μια αρχικής συνθήκης xxxd(0) = xxx(0), το πρόβλημα
παρακολούθησης της τροχιάς (xxx ≡ xxxd) είναι ισοδύναμο με την παραμονή του συστήματος
στην επιϕάνεια Σ για κάθε t > 0, δηλαδή σσσ(xxx, t) = 000 για κάθε t > 0. Για τη διατήρηση του
συστήματος στη επιϕάνεια Σ ο νόμος ελέγου του συστήματος θα πρέπει να επιλεγεί έτσι
ώστε έξω από την επιϕάνεια να ισχύει [15], [18]

1

2

d

dt
σ2i ≤ −ηi|σi|, (3.8)

όπου, ηi αυστηρά θετικός αριθμός. Η παραπάνω συνθήκη, η οποία ονομάζεται συνθήκη
ολίσθησης, πρακτικά επιβάλλει ότι η απόσταση από την επιϕάνεια ολίσθησης, η οποία εκ-
ϕράζεται μέσω του όρου σ2i , θα πρέπει συνεχώς μειώνεται. Με το τρόπο αυτό οι τροχιές των
μεταβλητών κατάστασης κινούνται προς την επιϕάνεια Σ και στη συνέχεια παραμένουν σε
αυτή (σχήμα 3.4). Επιπλέον, όπως αποδεικνύεται στην [15], ικανοποίηση της συνθήκης (3.8)

Σχήμα 3.4: Επιϕάνεια Ολίσθησης για xxx ∈ R3.

εγγυάται ότι ακόμη και στην περίπτωση που xxxd(0) ̸= xxx(0), η τροχιά θα ϕτάσει στην επιϕά-
νεια Σ σε πεπερασμένο χρόνο. Τέλος, αν η τροχιά του συστήματος ανήκει στην επιϕάνεια
ολίσθησης τότε λέμε ότι το σύστημα βρίσκεται σε κατάσταση ολίσθησης.

Ύπαρξη και Μοναδικότητα Λύσης

Από τους παραπάνω ορισμούς, είναι προϕανές ότι διαϕορικές εξισώσεις της μορϕής
(3.4) σε συνδυασμό με τον μη συνεχή νόμο ελέγχου (3.5), δεν ικανοποιούν απαραίτητα τις
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υποθέσεις των κλασσικών θεωρήματα ύπαρξης και μοναδικότητας των λύσεων (διότι το δεξί
μέρος των εξισώσεων δεν είναι απαραίτητα συνεχές). Ωστόσο, το πρόβλημα αυτό μπορεί
να αντιμετωπιστεί σύμϕωνα με τη μέθοδο Fillipov όπως αποδυκνύεται στις [4], [9], [16].
Συγκεκριμένα, θεωρούμε ένα σύστημα μίας εισόδου

ẋxx = fff(t,xxx, u), (3.9)

με νόμο ελέγχου της μορϕής,

u =

{
u+, εάν σi(xxx, t) > 0.

u−, εάν σi(xxx, t) < 0.
. (3.10)

Στην [4] αποδυκνύεται ότι οι τροχιές των μεταβλητών κατάστασης πάνω στην επιϕάνεια
σ(xxx, t) = 000, δεδομένου του ασυνεχόυς νόμου ελέγχου (3.10), είναι λύσεις της διαϕορικής
εξίσωσης

ẋxx(t) = αfff+ + (1− α)fff− = fff0, 0 ≤ α ≤ 1 (3.11)

όπου, fff+ = fff(t,xxx, u+), fff− = fff(t,xxx, u−) και fff0 το συνολικό διάνυσμα ταχύτητας της τροχίας
των μεταβλητών κατάστασης (εϕαπτόμενο στην τροχιά), όπως ϕαίνεται στο σχήμα 3.5. Από
την παραπάνω σχέση είναι προϕανές ότι το συνεχές διάνυσμα fff0 προέρχεται από τον κυρτό
συνδυασμό των τιμών της fff εκατέρωθεν της επιϕάνειας Σ και συνεπώς οι λύσεις της (3.11)
μπορούν να χαρακτηριστούν ως προς την ύπαρξη και τη μοναδικότητα.

Σχήμα 3.5: Γεωμετρική ερμηνεία (3.11).

Ισοδύναμος Έλεγχος

Όπως αναϕέρθηκε στην παραπάνω παράγραϕο, με την εϕαρμογή της μέθόδου Fillipov
είναι δυνατή η εύρεση της τροχιάς των μεταβλητών κατάστασης πάνω στην επιϕάνεια ολί-
σθησης μέσω της λύση της διαϕορικής εξίσωσης (3.11). Μια πιο εύκολη στην εϕαρμογή
μέθοδος είναι αυτή του ισοδύναμου ελέγχου η οποία αποδυκνύεται στο βιβλίο του Vadim
I. Utkin [18]. Αξίζει να σημειωθεί πως για την περίπτωση αϕϕινικών ως προς το σήμα
ελέγχου συστημάτων οι δύο μέθοδοι είναι ισοδύναμες. Θεωρούμε το αϕϕινικό ως προς το
σήμα εισόδου σύστημα της σχέσης (3.4)

ẋxx = fff(xxx) +G(xxx)uuu. (3.12)

Έστω επίσης ότι τη χρονική στιγμή t = t0, η τροχιά των μεταβλητών κατάστασης τέμνει
την επιϕάνεια ολίσθησης και για t ≥ t0 το σύστημα βρίσκεται σε κατάσταση ολίσθησης. Η
μέθοδος του ισοδύναμου ελέγχου απαιτεί την εύρεση της εισόδου uuueq , τέτοια ώστε η τροχιά
των μεταβλητών κατάστασης να παραμένει στην επιϕάνεια σσσ(xxx, t) = 000, δεδομένου ότι οι
fff(xxx) και G(xxx) είναι πλήρως γνωστές. Το γεγονός ότι το σύστημα βρίσκεται σε κατάσταση
ολίσθησης σημαίνει επιπλέον ότι σ̇σσ(xxx, t) = 000, ∀t ≥ t0 ([15]). Εϕαρμόζοντας την παραπάνω
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συνθήκη και σε συνδυασμό με τη σχέση (3.7) έχουμε

000 = σ̇σσ(xxx, t) =
d

dt
{Λ(xxx− xxxd)} = Λẋxx− Λẋxxd = Λfff(xxx) + ΛG(xxx)uuueq − Λẋxxd, (3.13)

όπου, Λ = diag[λ1, λ2, . . . , λm]. Αξίζει να σημειωθεί ότι μέσω του ισοδύναμου ελέγχου uuueq
οποιαδήποτε τροχία ξεκινάει πάνω στην επιϕάνεια σσσ(xxx, t) = 000, παραμένει σε αυτήν καθώς
σ̇σσ(xxx, t) = 000. Επομένως η επιϕάνεια Σ ορίζει ένα αναλλοίωτο σύνολο. Εάν υποθέσουμε ότι
det{ΛG(xxx)} ̸= 0),∀t,xxx, τότε επίλυση της (3.13) ως προς τον ισοδύναμο ελέγχο δίνει

uuueq = {ΛG(xxx)}−1(Λẋxxd − Λfff(xxx)) = {G(xxx)}−1(ẋxxd − fff(xxx)). (3.14)

Εϕαρμογή της σχέσης (3.14) στην (3.12) μας δίνει

ẋxx = (In×n −G(xxx){ΛG(xxx)}−1Λ)fff(xxx) +G(xxx){ΛG(xxx)}−1Λẋxxd = ẋxxd. (3.15)

Από τη σχέση (3.15) είναι προϕανές ότι ο ισοδύναμος νόμος ελέγχου επιβάλλει την τροχιά
των μεταβλητών κατάστασης πάνω στην επιϕάνεια ολίσθησης έτσι ώστε αυτή να ταυτίζεται
με την επιθυμητή. Επομένως το πρόβλημα του σχεδιασμού ελέγχου ανάγεται σε πρόβλημα
σχεδιασμού των επιθυμητών δυναμικών. Συγκεκριμένα, τα δυναμικά των αποκλίσεων των
μεταβλητών κατάστασης από τις επιθυμητές, μπορούν να σχεδιαστούν ως σύστημα πρώτης
τάξης, δηλαδή,

(ẋxx− ẋxxd) +K(xxx− xxxd) = 000 ⇒ ˙̃xxx = −Kx̃xx, (3.16)

όπου, K = diag[1/τ1, 1/τ2, . . . , 1τn], με τ1, τ2, . . . , τn οι θετικές σταθερές χρόνου για τον σχε-
διασμό των δυναμικών του σϕάλματος. Η λύση της (3.16) είναι

x̃xx(t) = x̃xx0e
−Kt, (3.17)

συνεπώς x̃xx→ 000 καθώς t→ ∞, δηλαδή xxx→ xxxd και ẋxx→ ẋxxd, ικανοποιώντας την (3.15).

Για την ανάλυση της ευστάθειας του κλειστού βρόχου με επιβολή του ισοδύναμου νόμου
ελέγχου, θεωρείται υποψήϕια συνάρτηση Lyapunov (για το μη αυτόνομο σύστημα (3.12))

V (xxx, t) =
1

2
σσσT (xxx, t)σσσ(xxx, t). (3.18)

Παραγωγίζοντας την παραπάνω σχέση έχουμε

V̇ = σσσT (xxx, t)σ̇σσ(xxx, t) = (Λx̃xx)T (Λ ˙̃xxx) = x̃xxTΛTΛ(ẋxx− ẋxxd).

Συνδυασμός της παραπάνω σχέσης με την (3.16) δίνει

V̇ = −x̃xxT (ΛTΛK)x̃xx, (3.19)

όπου, ο πίνακας ΛTΛK είναι θετικά ορισμένος και συνεπώς η συνάρτηση V̇ είναι αρνη-
τικά ημιορισμένη. Από τα παραπάνω είναι προϕανές ότι η υποψήϕια συνάρτηση Lyapunov
πληροί τις συνθήκες του θεωρήματος 1 και συνεπώς το σύστημα είναι ευσταθές. Eπιπλέον,
απο το λήμμα 2 προκύπτει ότι V̇ → 0 καθώς t → ∞ και συνεπώς x̃xx → 000 καθώς t → 0.
Παρότι, ο ισοδύναμος νόμος ελέγχου μπορεί να οδηγήσει το συστημα στην επιϕάνεια ολί-
σθησης, απαιτεί την πλήρη γνώση του μοντέλου οπως ϕαίνεται από τη (3.14). Ωστόσο,
στην πραγματικότητα οι εξωτερικές διαταραχές, τα σφάλματα μοντελοποίησης καθώς
και σφάλματα σχεδιασμού και κατασκευής είναι πιθανό να κάνουν το μοντέλο ιδιαίτερα
ανακριβές. Έστω το σύστημα (3.12) υπό την επίδραση ϕραγμένων διαταραχών μοντελοποί-
ησης ∆fff(xxx(t)),∆G(xxx(t)) και ϕραγμένων εξωτερικών διαταραχών ddd(t)

ẋxx = [fff(xxx) + ∆fff(xxx)] + [G(xxx) + ∆G(xxx)]uuu+ ddd(t).
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Θέτουμε ξξξ(xxx,uuu, t) = ∆fff(xxx) + ∆G(xxx)uuu+ ddd(t). Η παραπάνω σχέση μπορεί να γραϕεί ως

ẋxx = fff(xxx) +G(xxx)uuu+ ξξξ(xxx,uuu, t). (3.20)

Εϕαρμόζοντας τον ίδιο νόμο ελέγχου για το παραπάνω σύστημα με τις επιπρόσθετες δια-
ταραχές και με υποψήϕια συνάρτηση Lyapunov ίδια με αυτήν της σχέσης (3.18) εύκολα
προκύπτει

V̇ = x̃xxΛTΛξξξ(xxx,uuu, t). (3.21)

Δεδομένου ότι το διάνυσμα των διαταραχών είναι αγνώστου προσήμου, η συνάρτηση V δεν
μπορεί χαρακτηριστεί ως συνάρτηση Lyapunov και το σύστημα δεν μπορεί να χαρακτηριστεί
ως προς την ευστάθεια. Επομένως, όπως παρουσιαζεται και στην [15] ο νόμος ελέγχου θα
πρέπει να σχεδιαστεί έτσι ώστε να περιλαμβάνει ένα ασυνεχές σήμα εισόδου της μορϕής
(3.5) το οποίο θα είναι υπεύθυνο για την αντιμετώπίση των διαταραχών.

Σχεδιασμός Σθεναρού Νόμου Ελέγχου

Όπως αναϕέρθηκε παραπάνω, για την πρόσδοση σθεναρότητας στο σύστημα μπορεί να
σχεδιαστεί επαυξημένος νόμος ελέγχου της μορϕής

uuu = uuueq + {G(xxx)}−1uuur, (3.22)

όπου, uuur =
[
ur1 , ur2 , . . . , urm

]T ο ασυνεχής νόμος ελέγχου όπως παρουσιάζεται στη σχέση
(3.5), δηλαδή

uri =

{
u+ri , εάν σi(xxx, t) > 0.

u−ri , εάν σi(xxx, t) < 0.
. (3.23)

Μια πιθανή επιλογή για τον νόμο ελέγχου που να ικανοποιεί τη σχέση (3.23) είναι

uri = −ζ sgn(σi), για i = 1, 2, . . . ,m (3.24)

με ζ θετική σταθερά και sgn η συνάρτηση προσημάνσεως η οποία ορίζεται ως

sgn(σi) =


1, εάν σi > 0.

−1, εάν σi < 0.

0, εάν σi = 0.

. (3.25)

Με βάση τα παραπάνω και την αντικατάσταση της σχέσης (3.14) ο νόμος ελέγχου μπορεί
να αναδιατυπωθεί ως

uuu = {G(xxx)}−1(ẋxxd − fff(xxx)− ζ sgn(σσσ)). (3.26)

Εϕαρμόζοντας τον παραπάνω νόμο ελέγχου στο διαταραγμένο σύστημα (3.20), έχουμε

ẋxx = fff(xxx) +G(xxx)uuu+ ξξξ(xxx,uuu, t) = ẋxxd − ζ sgn(σσσ) + ξξξ(xxx,uuu, t). (3.27)

Για την ανάλυση της ευστάθειας του διαταραγμένου συστήματος (3.20) θεωρείται και πάλι
υπoψήϕια συνάρτηση Lyapunov

V (xxx, t) =
1

2
σσσT (xxx, t)σσσ(xxx, t). (3.28)

Η παράγωγος της παραπάνω συνάρτησης με εϕαρμογή του επαυξημένου νόμου ελέγχου
(3.26) είναι

V̇ = σσσT (xxx, t) ˙σσσ, t(xxx) = σσσTΛ(ẋxx− ẋxxd) = −ζσσσTΛ sgn(σσσ) + σσσTΛξξξ(xxx,uuu, t),
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Εάν θέσουμε ρρρ(t) = ξξξ(xxx(t),uuu(t), t), η παραπάνω σχέση γίνεται

V̇ = −ζ
n∑

i=1

λi|σi|+
n∑

i=1

σiλiρi(t). (3.29)

Όπως αναϕέρθηκε και παραπάνω θεωρούμε ότι οι διαταραχές είναι ϕραγμένες, δηλαδή

ρ̄ , max {ρ1, . . . , ρn} όπου ρi = sup(|ρi(t)|) (3.30)

Με βάση τη σχέση (3.30) και το γεγονός ότι το αθροισμα των απολύτων τιμών είναι παντοτε
μαγαλύτερο ή ίσο του αθροίσματος των τιμών, ισχύει η ανισότητα

n∑
i=1

σiλiρi(t) ≤
n∑

i=1

|σiλi|ρ̄,

ή

−ζ
n∑

i=1

λi|σi|+
n∑

i=1

σiλiρi(t) ≤ −ζ
n∑

i=1

λi|σi|+
n∑

i=1

|σiλi|ρ̄.

Δηλαδή με βάση τη σχέση (3.29)

V̇ ≤ −ζ
n∑

i=1

λi|σi|+ ρ̄

n∑
i=1

|σiλi|, (3.31)

όπου, δεδομένου ότι οι σταθερές λi έχουν επιλεγεί θετικές, μπορούμε να γράψουμε

V̇ ≤ −(ζ − ρ̄)
n∑

i=1

λi|σi|. (3.32)

Από την παραπάνω σχέση είναι προϕανές πως αν επιλέξουμε ζ > ρ̄, τότε η συνάρτηση V̇
είναι αρνητικά ημιορισμένη. Συνεπώς, η υποψήϕια συνάρτηση Lyapunov πληροί τις συνθήκες
του θεωρήματος 1 και συνεπώς το σύστημα είναι ευσταθές υπό την ύπαρξη ϕραγμένων
διαταραχών. Επιπλέον, σύμμϕωνα με το λήμμα 2 προκύπτει ότι, V̇ → 0 καθώς t → ∞
δηλαδή σσσ → 000 ⇒ xxx→ xxxd καθώς t→ ∞.

Παρατηρήσεις

1. Ταλάντωση σήματος ελέγχου: Από τα παραπάνω έπεται ότι νόμος ελέγχου (3.26)
ικανοποιεί τη σύνθηκη ολίσθησης, όπως διατυπώνεται από τη σχέση (3.8) με ηi =
−(ζ − ρ̄)λi. Επομένως, ο ασυνεχής νόμος ελέγχου επιτυγχάνει τη διατήρηση του συ-
στήματος στην επιϕάνεια ολίσθησης υπό την ύπαρξη διαταρχών, μέσω της υψίσυχνης
(θεωρητικά άπειρης συχνότητας) εναλλαγής του ασυνεχούς σήματος ελέγχου. Δεδο-
μένου ότι στην πράξη η ταχύτητα απόκρισης των ενεργοποιητών είναι πεπερασμένη
και επιπλέον η τιμή της σi είναι γνωστή με πεπερασμένη ακρίβεια, η τροχιά εκτελεί
ταλαντώσεις μικρού εύρους γύρω από την επιϕάνεια Σ. Ωστόσο, λόγω της ασυνέ-
χειας του νόμου ελέγχου, οι μικρές ταλαντώσεις γύρω από την επιϕάνεια Σ οδηγούν
σε ιδιαίτερα μεγάλη δραστηριότητα του ενεργοποιητή, όπως ϕαίνεται στο σχήμα 3.6.
Αυτή η απότομη εναλλαγή είναι ιδιαίτερα ανεπιθυμητη καθώς οδηγεί στη ϕθορά των
ενεργοποιητών ενώ επιπλέον είναι πιθανό να διεγείρει υψίσυχνα δυναμικά τα οποίο
έχουν θεωρηθεί αμελητέα κατά τη μοντελοποίηση. Μια απλή λύση για την αντιμετώ-
πιση του παραπάνω προβλήματος, είναι η προσέγγιση της συνάρτησης προσημάνσεως



ΕΛΕΓΚΤΗΣ ΠΤΗΣΗΣ 35

Σχήμα 3.6: Υψίσυχνη ταλαντωση σήματος ελέγχου.

μέσω της συνεχούς συνάρτησης κορεσμού

sat(σi
ϕ
) =


−1, εάν σi < −ϕ.
σi/ϕ, εάν |σi| ≤ ϕ.

1, εάν σi > ϕ.

. (3.33)

Εϕαρμόζοντας τα παραπάνω, ο νόμος ελέγχου είναι δίνεται από τη συνεχή έκϕραση

uuu = {G(xxx)}−1
{
ẋxxd − fff(xxx)− ζ sat(σ

σσ

ϕ
)
}
. (3.34)

Με την προσέγγιση αυτή ο νόμος ελέγχου εγγυάται τη σύγκλιση της τροχιάς στο
οριακό στρώμα B =

m∩
i=1

{xxx ∈ Rn | σi(xxx, t) ≤ ϕ} = {xxx ∈ Rn | ∥σσσ(xxx, t)∥ ≤ ϕ}, όπως ϕαίνε-

ται στο σχήμα 3.7, καθώς και την ικανοποίηση της συνθήκης ολίσθησης (3.8) γύρω από
αυτό. Αξίζει να σημειωθεί ότι η επιλογή του πλάτους του οριακού στρώματος ϕ είναι
ιδιαίτερα σημαντική. Συγκεκριμένά, η επιλογή ενός μεγάλου ϕ έχει ως αποτέλεσμα
έναν ομαλό νόμο ελέγχου με μειονέκτημα τη μείωση της σθεναρότητας και το σϕάλμα
σε μόνιμη κατάσταση ενώ αντίθετα η επιλογή ενός μικρού ϕ οδηγεί και πάλι σε ένα
σχεδόν ασυνεχή νόμο ελέγχου.

2. Αντιστρεψιμότητα μητρώου G(xxx): Παρατηρώντας τον νόμο ελέγχου (3.34), βλέπουμε
πως απαιτείται την αντιστροϕή του μητρώου G(xxx). Η απαίτηση αυτή προϋποθέτει
τετραγωνικότητα του συστήματος (3.4) (δηλαδή ο αριθμός των μεταβλητών κατάστα-
σης του συστήματος θα πρέπει να είναι ίσος με τον αριθμό των μεταβλητών ελέγχου
ή n = m). Δεδομένου, ότι εν γένει τα συστήμα που μελετάται δεν είναι τετραγωνικό,
μπορεί να εισαχθεί ο γενικευμένος αντίστροϕος (ή ψευδοαντίστροϕος) [11],

G−1(xxx) ≈
(
GT (xxx)G(xxx)

)−1
GT (xxx). (3.35)

3.3.2 Σχεδιασμός Ελεγκτή Πτήσης

Στην υποενότητα αυτή, εϕαρμόζεται η τεχνική ελέγχου ολίσθησης, όπως περιγράϕηκε
παραπάνω, για τον σχεδιασμό ελεγκτή πτήσης. Συγκεκριμένα, έστω το σύστημα όπως δί-
νεται από τη σχέση (2.71)

ẋxx = fff(xxx) +G(xxx)uuu, (3.36)
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Σχήμα 3.7: Συναρτήσεις sgn(σ) και sat(σ/ϕ).

όπου,
xxx =

[
vvvFB

C/FE
ωωωFB

FB/FE
eee
]T

και uuu =
[
V L V R δe δα

]T
.

Για την απλοποίηση του συστήματος, χρησιμοποιείται η τεχνική διαχωρισμού χρονικών κλι-
μάκων, η οποία προτείνει τον σχεδιασμό ενός νόμου ελέγχου διαδοχικών βρόχων (Successive
Loop Closure). Συγκεκριμένα, ο διαχωρισμός αυτός βασίζεται στο γεγονός ότι οι σταθε-
ρές χρόνου του εσωτερικού βρόχου είναι πολύ μικρότερες από αυτές του εξωτερικού και
συνεπώς ο σχεδιασμός των νόμων ελέγχου για τον εσωτερικό και εξωτερικό βρόχο μπο-
ρεί να πραγματοποιθεί ανεξάρτητα. Για τη συγκεκριμένη εϕαρμογή σύστημα διαχωρίζε-
ται έτσι ώστε το διάνυσμα μεταβλητών κατάστασης του εξωτερικού βρόχου να είναι το
xxx1 = eee =

[
ϕ θ ψ

]T ενώ το διάνυσμα μεταβλητών κατάστασης του εσωτερικού βρόχου

είναι το xxx2 =
[
vvvFB

C/FE
ωωωFB

FB/FE

]T
. Η επιλογή των δύο υποσυστημάτων είναι ιδιαίτερα συ-

νηθισμένη στα συστήματα αυτομάτου πιλότου των αεροχημάτων, καθώς τα δυναμικά των
γωνίων Euler είναι πολύ πιο αργά από τα δυναμικά των μεταϕορικών και περιστροϕικών
ταχυτήτων. Σύμϕωνα με το σχήμα 3.8, η υλοποίηση του ελεγκτή πτήσης αποτελείται από
τα παρακάτω βήματα:

1. Τροϕοδότηση του εξωτερικού βρόχου με το σήμα αναϕοράς του ελεγκτή πλοήγησης,
xxx1d =

[
ϕd θd ψd

]T
.

2. Παραγωγή του σήματος ελέγχου εξωτερικού βρόχου, uuu1 =
[
pd qd rd

]T , μέσω ελέγχου
επιϕάνειας ολίσθησης.

3. Τροϕοδότηση του εσωτερικού βρόχου με το σήμα αναϕοράς,
xxx2d =

[
ud vd wd pd qd rd

]T
.
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4. Παραγωγή του σήματος ελέγχου εσωτερικού βρόχου, uuu2 = uuu =
[
V L V R δe δα

]T ,
μέσω ελέγχου επιϕάνειας ολίσθησης.

5. Τροϕοδότηση του σήματος ελέγχου uuu2 στο αερόχημα.

6. Ανάδραση καταστάσεων.

Σχήμα 3.8: Δομή Ελεγκτή Πτήσης.

Στις παρακάτω υποενότητες αναλύεται ο σχεδιασμός του εσωτερικού και εξωτερικού βρό-
χου αντίστοιχα.

Σχεδιασμός Εξωτερικου Βρόχου

Το σύστημα του εξωτερικού βρόχου δίνεται από τις σχέσεις

ẋxx1 = fff1(xxx) +G1(xxx)uuu1, (3.37)

όπου, xxx1 = eee =
[
ϕ θ ψ

]T και
fff1(xxx1) = 0003×1, G1(xxx) =

1 sinϕ tan θ cosϕ tan θ
0 cosϕ − sinϕ
0 sinϕ sec θ cosϕ sec θ

 και uuu1 =

pq
r

 .
Σύμϕωνα με τη σχέση (3.34) ο νόμος ελέγχου γράϕεται ως

uuu1 = {G1(xxx)}−1
{
ẋxx1d − ζ1Λ1 sat(

xxx1 − xxx1d
ϕ1

)
}
. (3.38)

Το σήμα αναϕοράς παράγεται xxx1d έρχεται από τον ελεγκτή πλοήγησης ενώ η θετική στα-
θερά ζ1 επιλέγεται για τη διατήρηση της σθεναρότητας, όπως περιγράϕηκε σε παραπάνω
παράγραϕο.

Σχεδιασμός Εσωτερικού Βρόχου

Το σύστημα του εσωτερικού βρόχου δίνεται από τις σχέσεις

ẋxx2 = fff2(xxx) +G2(xxx)uuu2, (3.39)

όπου xxx2 =
[
vvvFB

C/FE
ωωωFB

FB/FE

]T
και

fff2(xxx) =
[
f1(xxx) f2(xxx) . . . f6(xxx)

]T , G2(xxx) =
[
ggg1(xxx) ggg2(xxx) . . . ggg6(xxx)

]T
.
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όπου η αναλυτική έκϕραση των fff i και gggi δίνεται στο παράρτημα. Ο νόμος ελέγχου για το
σύστημα εσωτερικού βρόχου διατυπώνεται ως

uuu2 = {G2(xxx)}−1
{
ẋxx2d − fff2(xxx)− ζ2Λ2 sat(

xxx2 − xxx2d
ϕ2

)
}
. (3.40)

Το σήμα αναϕοράς παράγεται xxx2d έρχεται από τον ελεγκτή πλοήγησης και τον εξωτερικό
βρόχο του ελεγκτή πτήσης ενώ η θετική σταθερά ζ2 επιλέγεται για τη διατήρηση της σθε-
ναρότητας, όπως περιγράϕηκε σε παραπάνω παράγραϕο.

3.4 Ελεγκτής Πλοήγησης

Στην ενότητα αυτή αναλύεται ο σχεδιασμός ενός νόμου ελέγχου για την πλοήγηση του
αεροχήματος στον R3. Για τη σύνθεση ενός τέτοιου νόμου ελέγχου έχουν προταθεί αρκετές
μεθοδολογίες οι οποίες μπορούν να διαχωριστούν σε δύο βασικές κατηγορίες:

1. Παρακολούθηση μονοπατιού (path tracking) : Στόχος αυτής της κατηγορίας μεθό-
δων, είναι η σύγκλιση του οχήματος σε ένα χωρικά προδιαγεγραμένο μονοπάτι. Η
σύγκλιση της θέσης και του προσανατολισμού του οχήματος στο επιθυμητό μονοπάτι
πραγματοποιείται με την εϕαρμογή κατάλληλων κινηματικών και γεωμετρικών σχέ-
σεων. Αν και οι τεχνικές αυτές έχουν αναπτυχθεί κυρίως για τροχιές στο επίπεδο, ο
ενδιαϕερόμενος αναγνώστης μπορεί να βρεί την επέκταση τους στον R3 στις αναϕορές
[12],[6].

2. Παρακολούθηση τροχιάς (trajectory tracking): Στόχος αυτής της κατηγορίας μεθό-
δων, είναι η σύγκλιση του οχήματος σε ένα χωρικά και χρονικά προδιαγεγραμένο
μονοπάτι. Από την πληθώρα μεθόδων που έχουν προταθεί, στα πλαίσια της παρού-
σας διπλωματικής επιλέγεται η μεθοδολογία που περιγράϕεται στην αναϕορα [3] .
Η συγκεκριμένη επιλογή βασίζεται στο γεγονός ότι ο προτεινόμενος νόμος ελέγχου
στηρίζεται στα εργαλεία ευστάθειας Lyapunov και έτσι μπορεί να συνδυαστεί με τον
ελεγκτή πτήσης για την απόδειξη της συνολικής ευστάθειας του συστήματος.

Όπως έχει αποδειχθεί, το σύστημα πλοήγησης αποτελείται από τρείς μη γραμμικές διαϕο-
ρικές εξισώσεις της μορϕής

ẋxxN = FFFN (uNuNuN ), (3.41)

όπου,
uN =

[
vvvFB

C/FE
eee
]T
.

Όπως αποδεικνύεται στην υποενότητα 2.2.4 (σχέση (2.9)), οι παραπάνω εξισώσεις μπο-
ρούν να διατυπωθούν στο σύστημα σχετικού ανέμου ως

ẋE = V cos γ cosχ, (3.42)

ẏE = V cos γ sinχ, (3.43)

żE = −V sin γ. (3.44)

Επιπλέον, ο προτεινόμενος νόμος ελέγχου υποθέτει δυναμικά πρώτης τάξης για τα την
είσοδο του συστήματος, δηλαδή

V̇ = c1(Vcmd − V ), (3.45)

γ̇ = c2(γcmd − γ), (3.46)

χ̇ = c3(χcmd − χ). (3.47)

Οι σχέσεις (3.45)-(3.47) βασίζονται στις παρακάτω παραδοχές:
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1. Τα δυναμικά των μεταβλητών του συστήματος πλοήγησης είναι πολύ πιο αργά από
αυτά του συστήματος των εξισώσεων κίνησης (τεχνική του διαχωρισμού πολλαπλών
κλιμάκων).

2. Ο ελεγκτής πτήσης λειτουργεί ικανοποιητικά έτσι ώστε επιτυγχάνει την παρακολού-
θηση της επιθυμητής τροχίας των μεταβλητών κατάστασης του συστήματος εξισώσεων
κίνησης.

Με βάση τα παραπάνω το συνολικό σύστημα πλοήγησης περιγράϕεται από τις εξισώσεις
(3.42)-(3.44) και (3.45)-(3.47). Επιπλέον, η επιθυμητή τροχιά θεωρείται ότι δημιουργείται
από τα δυναμικά ενός εικονικού οχήματος τέτοια ώστε

ẋEr = Vr cos γr cosχr, (3.48)

ẏEr = Vr cos γr sinχr, (3.49)

żEr = −Vr sin γr, (3.50)

όπου προϕανώς (xEr , yEr , zEr), Vr, γr και χr η θέση, η ταχύτητα, η γωνία ανάβασης και η
γωνίας πορείας αναϕοράς αντίστοιχα. Ορίζω τ1 = V cos γ και τ2 = V sin γ. Επομένως οι
εξισώσεις 3.42-3.44 γίνονται

ẋE = τ1 cosχ,
ẏE = τ1 sinχ,

żE = −τ2.
(3.51)

Εάν οριστούν τα σήματα ελέγχου τd1 , τd2 και χd έτσι ώστε να επιτυγχάνεται η παρακολούθηση
τροχίας, οι εξισώσεις (3.51) γίνονται

ẋE = τd1 cosχd,

ẏE = τd1 sinχd,

żE = −τd2 .
(3.52)

Θεωρούμε τα σϕάλματα απόκλισης από την επιθυμητή τροχιά exE = xE−xEr ,eyE = yE−yEr

και ezE = zE−zEr . Τα σϕάλματα απόκλισης μπορουν να σχεδιαστούν ως συστήματα πρώτης
τάξης δηλαδή

ėxE + α1exE = 0, (3.53)

ėyE + α2eyE = 0, (3.54)

ėzE + α3ezE = 0. (3.55)

Συνεπώς από τις εξισώσεις (3.53)-(3.55) εύκολα προκύπτει

ẋE = ẋEr − α1exE ,

ẏE = ẏEr − α2eyE ,

żE = żEr − α3ezE ,

(3.56)

όπου, α1, α2 και α3 θετικές σταθερές. Από τις σχέσεις (3.52) και (3.56) έχουμε

τd1 cosχd = ẋEr − α1exE ,

τd1 sinχd = ẏEr − α2eyE ,

τd2 = żEr − α3ezE .

(3.57)
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Με αλγεβρική διαχείριση των παραπάνω εξισώσεων εύκολα προκύπτει

τd1 =
√
(ẋ2Er

− α1exE )
2 + (ẏ2Er

− α2eyE )
2, (3.58)

τd2 = α3ezE − żEr , (3.59)

χd = tan−1(
ẏEr − α2eyE
ẋEr − α1exE

). (3.60)

Στη συνέχεια ορίζουμε της μεταβλητές απόκλισης από τα επιθυμητά σήματα ελέγχου, δη-
λαδή

τ̃1 = τ1 − τd1 ,

τ̃2 = τ2 − τd2 ,

χ̃ = χ− χd.

(3.61)

Δεδομένου ότι τ̇1 = V̇ cos γ − τ2γ̇ και με τη χρήση των εξισώσεων (3.45) και (3.46), εύκολα
προκύπτει

˙̃τ1 = V̇ cos γ − τ2γ̇ − τ̇1
d = c1τ1

δV

V
− c2τ2δγ − τ̇d1 , (3.62)

όπου,
δV = Vcmd − V και δγ = γcmd − γ.

Όμοια, δεδομένου ότι τ̇2 = V̇ sin γ+V γ̇ cos γ και με τη χρήση των σχέσεων (3.45) και (3.46)
έχουμε

˙̃τ2 = c1τ2
δV

V
+ c2τ1δγ − τ̇d2 . (3.63)

Οι σχέσεις (3.62) και (3.63) μπορούν να γραϕούν σε μητρωική μορϕή ως[
˙̃τ1
˙̃τ2

]
=

[
−c2τ2 c1τ1
c2τ1 c1τ2

] [
δγ
δV
V

]
−
[
τ̇d1
τ̇d2 .

]
(3.64)

Τα δυναμικά των αποκλίσεων των σημάτων ελέγχου επιλέγονται έτσι ώστε

˙̃τ1 + λ1τ̃1 = 0, (3.65)

˙̃τ2 + λ2τ̃2 = 0, (3.66)
˙̃χ+ λ3χ̃ = 0, (3.67)

όπου, λ1, λ2 και λ3 θετικές σταθερές.
Με συνδυασμό των σχέσεων (3.64) και (3.65)-(3.66) προκύπτει[

−c2τ2 c1τ1
c2τ1 c1τ2

] [
δγ
δV
V

]
=

[
τ̇d1 − λ1τ̃1
τ̇d2 − λ2τ̃2

]
. (3.68)

Από την επίλυση των εξισώσεων (3.68) προκύπτει ο νόμος ελέγχου για την ταχύτητα και
τη γωνία ανόδου

Vcmd = V +
1

c1

{
cos γ (τ̇d1 + λ1τ̃1)− sin γ (τ̇d2 − λ2τ̃2)

}
, (3.69)

γcmd = γ − 1

c2V

{
sin γ (τ̇d1 − λ1τ̃1)− cos γ (τ̇d2 − λ2τ̃2)

}
. (3.70)
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Αντίστοιχα, με βάση την εξίσωση (3.67) o νόμος ελέγχου για τη γωνία πορείεας είναι

χcmd = χ+
χ̇d − λ3χ̃

c3
. (3.71)

Όπως έχει αναϕερθεί παραπάνω, η ευστάθεια του συστήματος με την εϕαρμογή του παρα-
πάνω νόμου ελέγχου μπορεί να αναλυθεί με τη χρήση της θεωρίας ευστάθειας Lyapunov.
Για το σκοπό αυτό, επιλέγεται υποψήϕια συνάρτηση Lyapunov τέτοια ώστε,

V =
1

2
(τ̃21 + τ̃22 + χ̃2 + e2xE

+ e2yE + e2zE ). (3.72)

Είναι προϕανές ότι η παραπάνω συνάρτηση είναι θετικά ορισμένη ∀ xxx, t και συνεπώς είναι
κάτω ϕραγμένη στο 0. Επιπλέον η παράγωγος της παραπάνω συνάρτησης είναι

V̇ = τ̃1 ˙̃τ1 + τ̃2 ˙̃τ2 + χ̃ ˙̃χ+ exE ėxE + eyE ėyE + ezE ėzE . (3.73)

Με τη χρήση των σχέσεων (3.53)-(3.55) και (3.65)-(3.67) η παραπάνω σχέση γίνεται

V̇ = −λ1τ̃21 − λ2τ̃
2
2 − λ3χ̃

2 − α1e
2
xE

− α2e
2
yE

− α3e
2
zE
. (3.74)

Για θετικές σταθερές λ1, λ2, λ3 και α1, α2, α3 είναι προϕανές ότι η V̇ είναι αρνητικά ημιορι-
σμένη και ομοιόμορϕα συνεχής. Επομένως, σύμϕωνα με το θεώρημα 1, η συνάρτηση V είναι
συνάρτηση Lyapunov και το σύστημα είναι ευσταθές. Επιπλέον, από το λήμμα 2 έχουμε
V̇ → 0 καθώς t → ∞. Συνεπώς με βάση την (3.74) έχουμε τ̃1 → 0, τ̃2 → 0, χ̃ → 0, exE →
0, eyE → 0, ezE → 0 καθώς t → ∞. Για την ολοκλήρωση του νόμου ελέγχου απαιτείται η
εύρεση της επιθυμητής γωνίας κλίσης µ. Για τον σκοπό αυτό θεωρείται ότι η στροϕές του
αεροχήματος γίνοται έτσι ώστε οι πλευρικές δυνάμεις να είναι μηδενικές (σχήμα 3.9). Ο
στροϕές αυτές αναϕέρονται στη βιβλιογραϕία ως συντονισμένες και μέσω του περιορισμού
των μηδενικών πλευρικών δυνάμεων οδηγούν στην έκϕραση της επιθυμητής γωνίας κλίσης,
όπως αναλύεται στην παρακάτω υποενότητα.

Συντονισμένη Στροφή

Δεδομένου του περιορισμού μηδενικής πλευρικής δύναμης, οι εξωτερικές δυνάμεις που
δρουν στο αερόχημα μπορούν να γραϕούν ως

FFFFW =WWWFW + TTTFW +FFFFW
A =

 −mg sin γ
mg sinµ cos γ
mg cosµ cos γ

+

 T cosβ cosα−T sinβcosα
−T sinα

−

D0
L

 ,
όπου, για β ≃ 0 προκύπτει

FFFFW =

 −mg sin γ + T cosα−D
mg sinµ cos γ

mg cosµ cos γ − sinα− L

 . (3.75)

Στην παράγραϕο 2.4.1 έχει αποδειχθεί ότι οι εξισώσεις Newton-Euler στο περιστρεϕόμενο
σύστημα σχετικού ανέμου μπορούν να διατυπωθούν ως,

FFFFE
= mv̇vvFW

C/FE
+mS(ωωωFW

FW /FE
)vvvFW

C/FE
, (3.76)

όπου,

vvvFW

C/FE
=

V0
0

 και ωωωFW

FW /FE
=

pwqw
rw

 .
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Σχήμα 3.9: Συντονισμένη Στροϕή.

Με εϕαρμογή των παραπάνω σχέσεων έχουμε,

FFFFW = m

V̇0
0

+m

 0 −rw qw
rw 0 −pw
−qw pw 0

V0
0

 ⇒

 −mg sin γ + T cosα−D
mg sinµ cos γ

mg cosµ cos γ − sinα− L

 = m

 V̇
rwV
−qwV

 , (3.77)

όπου η y συνιστώσα της παραπάνω σχέσης δίνει

g sinµ cos γ = rwV. (3.78)

Επιπλέον από τη σχέση (2.5) έχουμε

rw = −γ̇ sinµ+ χ̇ cosµ cos γ. (3.79)

Από τις σχέσεις (3.78) και (3.79) προκύπτει ο νόμος ελέγχου για τη γωνία κλίσης

µcmd = tan−1
( V χ̇ cos γ
V γ̇ + g cos γ

)
cmd

. (3.80)

Παρατηρήσεις

Με βάση τα παραπάνω είναι προϕανές ότι το συνολικό διάνυσμα αναϕοράς που τρο-
ϕοδοτείται από τον ελεγκτή πλοήγησης στον ελεγκτή πτήσης είναι το

uuuNd
=


Vcmd

µcmd

γcmd

χcmd

 =


V + 1

c1

{
cos γ (τ̇d1 + λ1τ̃1)− sin γ (τ̇d2 − λ2τ̃2)

}
tan−1

(
V χ̇ cos γ

V γ̇+g cos γ

)
cmd

γ − 1
c2V

{
sin γ (τ̇d1 − λ1τ̃1)− cos γ (τ̇d2 − λ2τ̃2)

}
χcmd = χ+ χ̇d−λ3χ̃

c3
.

 . (3.81)
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Ωστόσο, κατά την υλοποίηση του νόμου ελέγχου παρουσιάζονται δύο τεχνικότητες οι οποίες
αναλύονται και επιλύονται παρακάτω:

1. Μετάβαση από το σύστημα σχετικού ανέμου στο κεντροβαρικό σύστημα: Δεδο-
μένου ότι τα μεγέθη της σχέσης (3.81) αναϕέρονται στο σύστημα σχετικού ανέμου,
απαιτείται η έκϕραση τους στο κεντροβαρικό σύστημα προκειμένου να μπορούν να
χρησιμοποιηθούν από τον ελεγκτή πτήσης. Αυτό επιτυγχάνεται μέσω των σχέσεων

ucmd = Vcmd cosβ cosα, vcmd = Vcmd sinβ, wcmd = Vcmd cosβ sinα, (3.82)

ϕcmd = tan−1
(R32

R33

)
, θcmd = sin−1 (−R31), ψcmd = tan−1

(R21

R11

)
, (3.83)

όπου,

RFE
FB

= RFE
FW
RFW

FB
=

R11 R12 R13

R21 R22 R23

R31 R32 R33

 .
Αξίζει να αναϕερθεί ότι η ίδια τεχνική εϕαρμόζεται και για τη μεταϕορά από το

κεντροβαρικό σύστημα στο σύστημα σχετικού ανέμου.

2. Επέκταση πεδίου ορισμού αντίστροφης εφαπτομένης: Από τις σχέσεις (3.83) πα-
ρατηρούμε ότι οι επιθυμητές γωνίες ϕ, θ και ψ προκύπτουν από τον υπολογισμό των
αντίστροϕων τριγωνομέτρικών συναρτήσεων arctan(y) και arcsin(x). Για τις παραπάνω
τριγωνομετρικές συναρτήσεις γνωρίζουμε ότι:

arctan(y) ∈
(
− π

2
,
π

2

)
και arcsin(x) ∈

[
− π

2
,
π

2

]
, ∀ y ∈ R, x ∈ [−1, 1] (3.84)

Για τη συγκεκριμένη εϕαρμογή που μελετάται, οι γωνίες ϕ και θ παίρνουν τιμες στο
διάστημα (−π

2 ,
π
2 ) και συνεπώς οι αντίστροϕες τριγωνομετρικές συναρτήσεις της σχέ-

σης (3.84) μπορούν να χρησιμοποιηθούν αυτούσιες. Ωστόσο, το πεδίο ορισμού της
γωνίας πορείας ψ είναι στην πραγματικότητα το (−∞,+∞) καθώς εξαρτάται απο-
κλειστικά από τον προγραμματισμό πορείας, ο οποίος μπορεί να δώσει εντολή για
παρακολούθηση οποιασδήποτε τιμής της γωνίας ψ στο R. Συνεπώς είναι προϕανές
πως απαιτείται επέκταση του πεδίου ορισμού της αντίστροϕης εϕαπτομένης. Για το
σκοπό αυτό αρχικά ορίζεται η αντίστροϕη εϕαπτομένη τεσσάρων τετραδονίων:

atan2(y, x) =



arctan(y/x), εάν x > 0.

arctan(y/x) + π, εάν x < 0 και y ≥ 0.

arctan(y/x)− π, εάν x < 0 και y < 0.

π/2, εάν x = 0 και y > 0.

−π/2, εάν x = 0 και y < 0.

Δεν ορίζεται, εάν x = 0 και y = 0.

, (3.85)

Η παραπάνω συνάρτηση λαμβάνει υπόψιν τα πρόσημα των ορισμάτων της και επι-
τρέπει τον ορισμό της αντίστροϕης εϕαπτομένης σε έναν ολόκληρο τριγωνομετρικό
κύκλο, δηλαδή atan2(y, x) ∈ [−π, π]. Παρατηρώντας τη σχέση (3.85) βλέπουμε

lim
y→0+

atan2(y, x) ̸= lim
y→0−

atan2(y, x), ∀ x < 0. (3.86)

Η παραπάνω ασυνέχεια αναϕέρεται στη βιβλιογραϕία ως το πρόβλημα της γωνίας
στρέβλωσης (wrapping angle). Μέσω ανάπτυξης αλγορίθμου καταμέτρησης περιστρο-
ϕών και κατάλληλης διορθώσης των αποτελεσμάτων επιτυγχάνεται η επέκταση του
πεδίου ορισμού της αντιστροϕης εϕαπτομένης στο (−∞,+∞), όπως ϕαίνεται στο
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σχήμα 3.10.

Σχήμα 3.10: Πρόβλημα γωνίας στρέβλωσης.



Κεφάλαιο 4

Προσομοιώσεις & Αποτελέσματα

Το παρόν κεϕάλαιο έχει ως στόχο την επαλήθευση των θεωρητικών αποτελεσμάτων που
εξήχθησαν στο κεϕάλαιο 3 μέσα από την εκπόνηση μιας σειρά προσομοιώσεων. Για το
σκοπό μελετώνται τρείς βασικές τροχιές αναϕοράς (ευθεία ανάβαση, ελικοειδής ανάβαση
και τροχιά σάραρωσης), τις οποίες το αερόχημα καλείται να ακολουθήσει με αυτόνομο
τρόπο. Οι τροχιές αυτές επιλέγονται καθώς καλύπτουν μεγάλο μέρος του χώρου μεταβλητών
κατάστασης ενώ ταυτόχρονα αποτελούνται από γεωμετρικά σχήματα (ευθείες και τόξα
κύκλων) όπως αυτά ορίζονται από τη θεωρία βέλτιστων καμπυλών Markov-Dubins [7].

Σχήμα 4.1: Μελετούμενες τροχιές αναϕοράς.

Έχοντας ως δεδομένο σήμα αναϕοράς τις παραπάνω τροχιές, το κεϕάλαιο δομείται γύρω
από τους εξής άξονες:

• Επιλογή παραμέτρων του ελεγκτή για την επίτευξη σύγκλισης στην επιθυμητή τροχιά
αναϕοράς υπό την απουσία διαταραχών.

• Παρουσίαση της απόκρισης του συστήματος για την περίπτωση μηδενικών διαταχών.

• Εξέτασης της ϕύσης των πιθανών διαταραχών και ανάπτυξη κατάλληλων μοντέλων
για την περιγραϕή αυτών.

• Απόκριση του συστήματος υπό την παρουσία διαταραχών στους αεροδυναμικούς συ-
ντελεστές και στην ταχύτητα του ανέμου.

4.1 Επιλογή Παραμέτρων Ελεγκτή

Στην ενότητα αυτή γίνεται επιλογή των παραμέτρων του ελεγκτή με κριτήριο το σϕάλμα
από την επιθμητή τροχιά. Για την επιλογή αυτή θεωρείται ότι το μοντέλο του αεροχήματος
είναι πλήρως γνωστό ενώ οι εξωτερικές διαταραχές είναι μηδενικές. Όπως αναϕέρθηκε
στην ενότητα 3.4, ο σχεδιασμός του ελεγκτή πλοήγησης βασίζεται στην παραδοχή ότι ο
ελεγκτής πτήσης, έχει τη δυνατότητα άμεσης σύγκλισης στο επιθυμητό σήμα αναϕοράς.
Με βάση την παραπάνω παραδοχή, η επιλογή των παραμέτρων του ελεγκτή πλοήγησης
μπορεί να αποσυμπλεχθεί από αυτή του ελεγκτή πτήσης. Η επιλογή αυτή επιτυγχάνεται

45
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με την πραγματοποίηση μιας σειράς προσομοιώσεων και την αξιολόγηση τους με βάση το
παραγώμενο σϕάλμα από την τροχιά αναϕοράς, το οποίο ορίζεται ως

∥eee∥ =
√
(xE − xEr)

2 + (yE − yEr)
2 + (zE − zEr)

2 =
√
e2xE

+ e2yE + e2zE . (4.1)

Για την ανάδειξη της επίδρασης των παραμέτρων στην αποτελεσματικότητα του ελεγκτή
πλοήγησης, θεωρούμε δύο ομάδες εξεταζόμενων παραμέτρων όπως ϕαίνεται στον πίνακα
4.1.

Παράμετρος Ομάδα Παραμέτρων I Ομάδα Παραμέτρων ΙΙ
α1 0.5 3
α2 0.5 3
α3 0.5 3
c1 5 10
c2 5 10
c3 3 6
λ1 1 1
λ2 1 1
λ3 1 5

Πίνακας 4.1: Εξεταζόμενες τιμές παραμέτρων ελεγκτή πλοήγησης.

Στη συνέχεια θεωρείται επιθυμητή τροχιά αναϕοράς (εικονικό όχημα)ẋEr

ẏEr

żEr

 =

Vr cos γr cosχr

Vr cos γr sinχr

−Vr sin γr

 όπου Vr = 20m/s, γr = 25◦ και χr = 90◦,

με αρχικές συνθήκες ppp(0) =
[
100 100 −100

]T
(m). Αντίστοιχα, το πραγματικό όχημα αρ-

χικοποιείται ωςxE(0)yE(0)
zE(0)

 =

 80
120
−100

 με V (0) = 15m/s, γ(0) = 0◦ και χ(0) = 90◦.

Εϕαρμόζοντας το νόμο ελέγχου των σχέσεων (3.69)-(3.71) στο σύστημα (3.48)-(3.50),
για τις δύο ομάδες παραμέτρων, προκύπτουν τα αποτελέσματα του σχήματος 4.2. Είναι
προϕανές ότι η ομάδα παραμέτρων II οδηγεί σε σημαντικά γρηγορότερη σύγκλιση στην
τροχιά αναϕοράς ενώ το σϕάλμα στη μόνιμη κατάσταση πλησιάζει το μηδέν. Δεδομένου ότι
το τελικό σϕάλμα βρίσκεται εντός των αποδεκτών ορίων και ο χρόνος αποκατάστασης είναι
ικανοποιητικός, η ομάδα παραμέτρων II κρίνεται κατάλλληλη για τη σύνθεση του νόμου
ελέγχου πλοήγησης.

Αντίστοιχα, δεδομένων των παραμέτρων του ελεγκτή πλοήγησης, απαιτείται η επιλογή
των παραμέτρων του ελεγκτή πτήσης, όπως αυτός ορίζεται από τις σχέσεις (3.38) και (3.40).
Κριτήριο για την αξιολόγηση των παραμέτρων αποτελεί το σϕάλμα από το σήμα αναϕοράς,
το οποίο ορίζεται ως

∥eeef∥ = ∥xxx− xxxd∥. (4.2)

Επιπλέον, αξίζει να σημειωθεί ότι κατά την επιλογή των παραμέτρων του ελεγκτή πτήσης,
λαμβάνονται υπόψιν τα ϕυσικά όρια των ενεργοποιητών, τόσο ως προς τα δυνατά εύρη
λειτουργίας όσο και ως προς τους δυνατούς χρόνους απόκρισης. Με βάση τα παραπάνω, ο
σχεδιασμός των δυναμικών του σϕάλματος όπως παρουσιάστηκαν στη σχέση (3.16), επιτυγ-
χάνεται λαμβάνοντας υπόψιν τα όσα αναϕέρθηκαν στο κεϕάλαιο 3 σχετικά με την τεχνική
των διαδοχικών βρόχων. Λαμβάνοντας υπόψιν την απαίτηση για τα πολύ γρηγορότερα
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Σχήμα 4.2: Επίδραση παραμέτρων ελεγκτή πλοήγησης.

δυναμικά του εσωτερικού σε σχέση με τον εξωτερικό βρόχου, επιλέγουμε

K1 =
1

τ1
I3×3 και K2 =

1

τ2
I6×6 όπου, τ1 = 0.1 και τ2 = 0.01. (4.3)

Για την ολοκλήρωση του νόμου ελέγχου επιλέγονται

Λ1 = I3×3, Λ2 = I6×6, ζ1 = 3, ϕ1 = 3, ζ2 = 20, ϕ2 = 20. (4.4)

Αξίζει να σημειωθεί ότι η επιλογή των παραμέτρων ζi, ϕi γίνεται με σκοπό τη στάθμιση των
εισερχόμενων στο σύστημα διαταραχών όπως έχει αναλυθεί και σε προηγούμενη ενότητα.

4.2 Προσομοίωση Πτήσης Απουσία Διαταραχών

Στην ενότητα αυτή πραγματοποιούνται οι προσομοιώσεις πτήσης του αεροχήματος θε-
ωρώντας πλήρη γνώση του μοντέλου και μηδενικές εξωτερικές διαταραχές. Για το σκοπό
αυτό, το σετ των διαϕορικών εξισώσεων της σχέσης (2.67) επιλύεται με αριθμητική ολοκλή-
ρωση, εϕαρμόζοντας τους νόμους ελέγχου των σχέσεων (3.38),(3.40) και χρησιμοποιώντας
ως αναϕορά τις τροχιές του σχήματος σχήματος 4.1. Συγκεκριμένα έχουμε:

Ευθεία ανάβαση: Για την πραγματοποίηση της προσομοίωσης το αερόχημα αρχικοποιεί-
ται ως

xxx(0) =
[
12 0 0 0 0 0 0 0 0

]T και xxxn(0) =
[
50 50 −100

]T
.

Αντίστοιχα, η τροχιά αναϕοράς αρχικοποιείται ως

ppp(0) =
[
50 50 −100

]T με παραμέτρους, Vr = 16 m/s, γr = 20◦ και χr = 0◦.

Τα αποτελέσματα της προσομοίωσης καθώς και τα παραγώμενα σήματα ελέγχου παρου-
σιασιάζονται στα σχήματα 4.3 και 4.4. Παρατηρώντας τα σχήματα αυτά είναι προϕανές
ότι παρα τις μηδενικές αρχικές συνθήκες το αερόχημα σύντομα συγκλίνει στην επιθυμητή
τροχιά. Επίσης από το σχήμα 4.4 βλέπουμε ότι ο ελεγκτής πτήσης καταϕέρνει να παρα-
κουλουθήσει με επιτυχιά το σήμα αναϕοράς που παράγεται από τον ελεγκτή πλοήγησης.
Τέλος, αξίζει να σημειωθεί ότι οι παραγώμενες εκτροπές των επιϕανειών ελέγχου έχουν
το αναμενόμενο πρόσημο για την επίτευξη θετικής γωνίας πρόνευσης, σύμϕωνα και με τη
σύμβαση του σχήματος 2.13.
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Σχήμα 4.3: Τροχιά ευθείας ανάβασης.

Σχήμα 4.4: Σϕάλμα, μεταβλητές κατάστασης και σήματα ελέγχου τροχιάς ευθείας ανάβασης.
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Ελικοειδής ανάβαση: Αντίστοιχα, για την πραγματοποίηση της προσομοίωσης με τροχία
αναϕοράς αυτή της ελικοειδούς ανάβασης, το αερόχημα αρχικοποιείται με αρχικές συνθήκες
ίδιες με αυτές τις ευθείας ανάβασης. Επιπλέον, η τροχιά αναϕοράς ξεκινάει από το σημείο
ppp(0) =

[
50 50 −100

]T με παραμέτρους Vr = 16 m/s, γr = 20◦ και χr = 0◦. Τα αποτελέ-
σματα της προσομοίωσης καθώς και τα παραγώμενα σήματα ελέγχου παρουσιασιάζονται
στα σχήματα 4.5-4.7.

Σχήμα 4.5: Τροχιά ελικοειδούς ανάβασης.

Σχήμα 4.6: Σϕάλμα και μεταβλητές κατάστασης τροχιάς ελικοειδούς ανάβασης.
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Σχήμα 4.7: Σήματα ελέγχου τροχιάς ελικοειδούς ανάβασης.

Τροχιά σάρωσης: Για την πραγματοποίηση της προσομοίωσης το αερόχημα αρχικοποιεί-
ται ως

xxx(0) =
[
15 0 0 0 0 0 0 0 π

2

]T και xxxn(0) =
[
50 50 −100

]T
.

Επιπλέον, η τροχιά αναϕοράς ξεκινάει από το σημείο ppp(0) =
[
50 50 −100

]T με επιθυμητή
ταχύτητα Vr = 20 m/s. Τα αποτελέσματα της προσομοίωσης καθώς και τα παραγώμενα
σήματα ελέγχου παρουσιασιάζονται στα σχήματα 4.8-4.10.

Σχήμα 4.8: Τροχιά σάρωσης.
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Σχήμα 4.9: Σϕάλμα και μεταβλητές κατάστασης τροχιάς σάρωσης.

Σχήμα 4.10: Σήματα ελέγχου τροχιάς σάρωσης.

Για μεγαλύτερη σαϕήνεια, στο σχήμα 4.11 παρουσιάζονται και πάλι τα σήματα ελέγχου
για χρονικό ορίζοντα t = 15 sec.

Παρατηρώντας τα παραπάνω σχήματα βλέπουμε ότι ο προτεινόμενος νόμος ελέγχου
επιτυγχάνει ικανοποιητική παρακολούθηση της τροχιάς αναϕοράς απουσία διαταραχών. Σε
όλες τις εξεταζόμενες περιπτώσεις το σϕάλμα σε μόνιμη κατάσταση βρίσκεται εντός των
επιθυμητών ορίων (μικρότερο του μέτρου) με τις δράσεις των ενεργοποιητών να βρίσκο-
νται επίσης εντός των ϕυσικών τους ορίων. Αξίζει να σημειωθεί ότι στην περίπτωση που
απαιτείται μικρότερο σϕάλμα στη μόνιμη κατάσταση, αυτό μπορεί να επιτευχθεί με την
καλύτερη επιλογή των παραμέτων του πίνακα 4.1. Έχοντας εξασϕαλίσει μια πολύ καλή
συμπεριϕορά του συστήματος στην περίπτωση όπου οι εξωτερικές διαταραχές θεωρούνται
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μηδενικές, στην επόμενη ενότητα εξετάζουμε την επίδραση αυτών στο σύστημα.

Σχήμα 4.11: Σήματα ελέγχου τροχιάς σάρωσης εναλλακτικής χρονικής κλίμακας.

4.3 Διαταραχές Συστήματος και Προσομοιώσεις

Στο πραγματικό σύστημα του αεροχήματος είναι πιθανό να δρούν διάϕορες διαταραχές
οι οποίες προέρχονται από μια πληθώρα παραγόντων. Για το λόγο αυτό, όπως αναλύεται και
στο κεϕάλαιο 3, ο προτεινόμενος νόμος ελέγχου έχει δομηθεί έτσι ώστε να εμϕανίζει στοι-
χεία σθενάρότητας ικανά να αντιμετωπίσουν τις πιθανές διαταραχές. Όπως είναι ϕυσικό,
η ύπαρξη ενός μοντέλου για την πρόβλεψη των πιθανών διαταραχών κρίνεται καθοριστική
για την αποτελεσματική σχεδίαση ενός σθεναρού νόμου ελέγχου. Με βάση τα παραπάνω,
στόχος της παρούσας ενότητας είναι η καταγραϕή των σημαντικότερων διαταραχών που
δρούν στο σύστημα καθώς και η εύρεση του κατάλληλου μοντέλου για την πρόβλεψή τους.
Οι πιθανές διαταχές μπορούν ομαδοποιηθούν στις παρακάτω τρείς κατηγορίες:

• Σφαλματα σχεδιασμού και κατασκευής: Αϕορά τα σϕάλματα που προέρχονται από
την εσϕαλμένη εκτίμηση των παραμέτρων του συστήματος. Για το συγκεκριμένο σύ-
στημα χαρακτηριστικά παραδείγματα αποτελούν η λανθασμένη εκτίμηση της μάζας,
του τανυστή αδράνειας, των αεροδυναμικών συντελεστών καθώς και χαρακτηριστικών
μεγεθών της γεωμετρίας του οχήματος.

• Σφάλματα μοντελοποίησης: Αϕορά τα σϕάλματα που προκύπτουν κατά την απλο-
ποίηση μοντέλου του αεροχήματος. Για τη συγκεκριμένη εϕαρμογή χαρακτηριστικά
παραδείγματα αποτελούν, η θεώρηση του αεροχήματος ως στερεό σώμα, οι παραδοχές
για την επιλογή του αδρανειακού συστήματος καθώς και η δομή των χρησιμοποιού-
μενων μοντέλων για τις αεροδυναμικές δυνάμεις και ροπές.

• Εξωτερικές Διαταραχές: Περιλαμβάνει όλους τους εξωγενείς παράγοντες που είναι
πιθανό να μεταβάλλουν τις εξισώσεις του συστήματος. Για την συγκεκριμένη εϕαρμογή
κύρια πηγή εξωτερικών διαταραχών θεωρείται η ύπαρξη σχετικού ανέμου.

Στα πλαίσια της παρούσας διπλωματικής εργασίας μελετούνται οι διαταραχές που προ-
έρχονται τόσο από την εσϕαλμένη εκτίμηση των αεροδυναμικών συντελεστών όσο και αυτές
που προέρχονται από την ύπαρξη σχετικού ανέμου καθώς έχουν τη μεγαλύτερη επίδραση
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το σύστημα. Συγκεκριμένα, για τη μοντελοποίηση του σϕάλματος των αεροδυναμικών συ-
ντελεστών θεωρούμε

Ci = C̄i + C̃i, (4.5)

όπου, Ci η πραγματική τιμή, C̄i η εκτιμώμενη τιμή και C̃i το πιθανό σϕάλμα του αεροδυνα-
μικού συντελεστή i. Αντίστοιχα, όπως έχει αναϕερθεί στο κεϕάλαιο 2, η ύπαρξη σχετικού
ανέμου λαμβάνεται υπόψιν μέσω της σχέσης

V̄ = V − VW , (4.6)

όπου, V η ταχύτητα του κέντρου μάζας του αεροχήματος όπως την αντιλαμβάνεται παρα-
τηρητής που ανήκει στο αδρανειακό σύστημα αναϕοράς και VW η σχετική ταχύτητα του
ανέμου οπώς την αντιλαμβάνεται παρατηρητής που ανήκει στο σύστημα σχετικού ανέμου.
Αντικαθιστώντας τις παραπάνω εκϕράσεις στις συναρτήσεις μοντελοποίησης των αεροδυ-
ναμικών δυνάμεων και ροπών, το σύστημα μεταβλητών κατάστασης (2.71) παίρνει τη μορϕή

ẋxx = fff(xxx) +G(xxx)uuu+ ξξξ(xxx,uuu, t), (4.7)

με

ξξξ(xxx,uuu, t) =



1
m

(
− D̂ cosα+ L̂ sinα− ρSpropCprop

(
V 2
w(t)− 2V Vw(t)

))
1
m Ŷ

1
m

(
− D̂ sinα− L̂ cosα

)(
Izz/ID

)
L̂m +

(
Ixz/ID

)
N̂m(

1/Iyy
)
M̂m(

Ixz/ID

)
L̂m +

(
Ixx/ID

)
N̂m

0003×1


(4.8)

καιD̂(xxx,uuu, t)

Ŷ (xxx,uuu, t)

L̂(xxx,uuu, t)

 = (Ã1V
2 + Ã2V ) + (Ā1 + Ã1)V

2
w(t)− 2(Ā1 + Ã1)V Vw(t)− (Ā2 + Ã2)Vw(t),

 L̂m(xxx,uuu, t)

M̂m(xxx,uuu, t)

N̂m(xxx,uuu, t)

 = (Ã3V
2 + Ã4V ) + (Ā3 + Ã3)V

2
w(t)− 2(Ā3 + Ã3)V Vw(t)− (Ā4 + Ã4)Vw(t).

Η αναλυτική έκϕραση των Āi(xxx,uuu)(i = 1, 3), Ãi(xxx,uuu)(i = 1, 3), Āi(xxx)(i = 2, 4) και Ãi(xxx)(i =
2, 4) δίνεται στο παράρτημα Β. Με βάση το μοντέλο των διαταραχών της σχέσης (4.8) μπο-
ρόυμε να προχωρήσουμε στη μελέτη της επίδρασης αυτών στο σύστημα του αεροχήματος.
Για το σκοπό αυτό ορίζουμε την τυχαία μεταβλητή X ∼ U(−0.4, 0.4), τέτοια ωστε το πιθανό
σϕάλμα του αεροδυναμικού συντελεστή i να γραϕεί ως

C̃i = XC̄i. (4.9)

Πρακτικά, η εξίσωση (4.9) ορίζει ότι το πιθανό σϕάλμα κάθε αεροδυναμικού συντελεστή
ισούται με κάποιο ποσοστό της εκτιμώμενης τιμής του, το οποίο ποσοστό είναι τυχαία
μεταβλητή που κατανέμεται ομοιόμορϕα μεταξύ των τιμών −40% και 40%. Αντίστοιχα, για
τη μελέτη της επίδρασης του σχετικού ανέμου στο μελετούμενο σύστημα θεωρούμε ότι η
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ταχύτητα του σχετικού ανέμου μεταβάλλεται σύμϕωνα με τη σχέση

VW (t) = VW0 + a1 sinωt+ a2 sin 2ωt+ a3 sin 3ωt. (4.10)

Επιλέγοντας, VW0 = 3 m/s, a1 = 0.1, a2 = 0.6, a3 = 1.5 (m/s) και ω = 2π/15 (rad/sec)
προκύπτει η ιστορία του σχήματος 4.12.

Σχήμα 4.12: Ταχύτητα σχετικού ανέμου.

Η σχέση (4.10) στηρίζεται στη λογική ότι η ταχύτητα του ανέμου δομείται γύρω από
μια ονομαστική τιμή με περιοδικές ριπές ανέμου. Αξίζει να σημειωθεί ότι οι επιλογή του
τρόπου μοντελοποίησης τόσο του σϕάλματος των αεροδυναμικών συντελεστών όσο και της
ταχύτητας του ανέμου (σχέσεις (4.9) και (4.10)) δεν είναι σε καμία περίπτωση δεσμευτική.
Ωστόσο, στα πλαίσια της παρούσας διπλωματικής επιλέγεται με τον συγκεκριμένο τρόπο
καθώς κρίνεται επαρκής για την ανάδειξη της επίδρασης των διαταραχών στο μελετούμενο
σύστημα.

Για την πραγματοποίηση των προσομοιώσεων, θεωρούμε σε αρχικό στάδιο μόνο την
ύπαρξη σϕάλματος στις τιμές των αεροδυναμικών συντελεστών, όπως αυτό ορίζεται από
τη σχέση (4.9). Ως τροχιά αναϕοράς, εξετάζεται αυτή της ελικοειδούς ανάβασης, ενώ για
λόγους σύγκρισης το όχημα αρχικοποιείται ακριβώς όπως και στην προηγούμενη περίπωση
δηλαδή ως

xxx(0) =
[
12 0 0 0 0 0 0 0 0

]T και xxxn(0) =
[
50 50 −100

]T
.

Αντίστοιχα, η τροχιά αναϕοράς αρχικοποιείται στο σημείο ppp(0) =
[
50 50 −100

]T με πα-
ραμέτρους Vr = 16 m/s, γr = 20◦ και χr = 0◦. Τα αποτελέσματα της προσομοίωσης κα-
θώς και τα παραγώμενα σήματα ελέγχου παρουσιασιάζονται στα σχήματα 4.13-4.14. Στα
σχήματα αυτά παρατηρούμε, ότι παρά τα σϕάλματα των αεροδυναμικών συντελεστών, ο
σθεναρός νόμος ελέγχου επιτυγχάνει να οδηγήσει το όχημα στην επιθυμητή τροχιά, με απο-
δεκτό σϕάλμα στη μόνιμη κατάσταση. Συγκρίνοντας τα σχήματα 4.7 και 4.14, βλέπουμε
ότι στην περίπτωση των εσϕαλμένων αεροδυναμικών συντελεστών, οι δράσεις του ελεγκτή
εμϕανίζουν εντονότερη ταλαντωτική συμπεριϕορά καθώς γίνεται προσπάθεια προσαρμο-
γής του συστήματος στις πραγματικές παραμέτρους. Η ταλαντωτική αυτή συμπεριϕορά
είναι αποτέλεσμα των σθεναρών όρων του χρησιμοποιούμενου νόμου ελέγχου, μέσω των
οποίων επιτυγχάνεται η σύγκλιση του οχήματος στην επιθυμητή τροχιά παρά την ύπαρξη
των διαταραχών.
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Σχήμα 4.13: Τροχιά ελικοειδούς ανάβασης υπό την παρουσία σϕάλματος στην εκτίμηση των αεροδυναμικών
συντελεστών.

Σχήμα 4.14: Σϕάλμα, μεταβλητές κατάστασης και σήματα ελέγχου τροχιάς ελικοειδούς ανάβασης υπό την
παρουσία σϕάλματος στην εκτίμηση των αεροδυναμικών συντελεστών.
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Στη συνέχεια εξετάζουμε τη περίπτωση οπου ύπαρξης τόσο σχετικού ανέμου όσο και
σϕάλματος στην εκτίμηση των αεροδυναμικών συντελεστών. Η ταχύτητα του σχετικού ανέ-
μου θεωρούμε ότι μεταβάλλεται όπως ορίζεται από τη σχέση (4.10). Ως τροχιά αναφοράς,
μελετάται η τροχιά σάρωσης, ενώ για λόγους σύγκρισης το όχημα αρχικοποιείται ακριβώς
όπως και στην προηγούμενη περίπωση δηλαδή ως

xxx(0) =
[
15 0 0 0 0 0 0 0 π

2

]T και xxxn(0) =
[
50 50 −100

]T
.

Επιπλέον, η τροχιά αναϕοράς ξεκινάει από το σημείο

ppp(0) =
[
50 50 −100

]T με επιθυμητή ταχύτητα Vr = 20 m/s.

Τα αποτελέσματα της προσομοίωσης καθώς και τα παραγώμενα σήματα ελέγχου παρουσια-
σιάζονται στα σχήματα 4.15-4.17. Παρατηρώντας τα παραπάνω σχήματα, γίνεται προϕανές
το εύρος της επίδρασης του σχετικού ανέμου στο αερόχημα. Συγκεκριμένα, από το σχήμα
4.15 βλέπουμε ότι, η πρόσθετη ταχύτητα του σχετικού ανέμου, ιδιαίτερα κατά τις χρονικές
στιγμές των ριπών, οδηγεί σε σημαντική άυξηση της δύναμης της άντωσης με αποτέλεσμα
το αερόχημα να κερδίζει ύψος. Τις συγκεκριμένες χρονικές στιγμές τα σθεναρά στοιχεία
του προτεινόμενου νόμου ελέγχου, αυξάνουν τη δράση των ενεργοποιητών με σκοπό την
επιστροϕή του αεροχήματος στο επιθυμητό ύψος. Η αλληλουχία των δράσεων που περι-
γράϕηκε παραπάνω επαναλαμβάνεται, λόγω της περιοδικότητας της σχέσης (4.10). Αξίζει
να σημειωθεί ότι παρά το σϕάλμα στους αεροδυναμικούς συντελεστές αλλά και την ύπαρξη
σχετικού ανέμου, ο προτεινόμενος νόμος ελέγχου επιτυγχάνει να διατηρήσει το όχημα στην
επιθυμητή τροχιά αναϕοράς, με το παραγώμενο σϕάλμα να βρίσκεται σε ανεκτά επίπεδα.

Σχήμα 4.15: Τροχιά σάρωσης υπό την παρουσία σχετικού ανέμου και σϕάλματος στην εκτίμηση των αεροδυ-
ναμικών συντελεστών.

Για μεγαλύτερη σαϕήνεια, στα σχήματα 4.18 και 4.19 παρουσιάζονται και πάλι χαρα-
κτηριστικές μεταβλητές κατάστασης καθώς και τα σήματα ελέγχου για χρονικό ορίζοντα
t = 15 sec.
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Σχήμα 4.16: Σϕάλμα και μεταβλητές κατάστασης τροχιάς σάρωσης υπό την παρουσία σχετικού ανέμου και
σϕάλματος στην εκτίμηση των αεροδυναμικών συντελεστών.

Σχήμα 4.17: Σήματα ελέγχου τροχιάς σάρωσης υπό την παρουσία σχετικού ανέμου και σϕάλματος στην εκτίμηση
των αεροδυναμικών συντελεστών.

4.4 Παρατηρήσεις και Συμπεράσματα

Από την πληθώρα των προσομοιώσεων που πραγματοποιήθηκαν, είναι ασϕαλές να πούμε
ότι ο νόμος ελέγχου που σχεδιάστηκε στα πλαίσια της παρούσας διπλωματικής, ικανοποιεί
τους στόχους που αρχικά είχαν τεθεί. Συγκεκριμένα σε όλες τις εξεταζόμενες περιπτώσεις,
ακόμη και σε αυτές όπου εισέρχονταν στο σύστημα σημαντικές διαταραχές, ο προτεινόμε-
νος νόμος ελέγχου επιτυγχάνει να οδηγήσει το αερόχημα στην επιθυμητή τροχιά αναϕοράς,
ικανοποιώντας τις προδιαγραϕές ευστάθειας και επίδοσης. Ωστόσο πρέπει να τονισθεί ότι,
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Σχήμα 4.18: Χαρακτηριστικές μεταβλητές κατάστασης τροχιάς σάρωσης εναλλακτικής χρονικής κλίμακας.

Σχήμα 4.19: Σήματα ελέγχου τροχιάς σάρωσης εναλλακτικής χρονικής κλίμακας.

κατά τη μεταϕορά των παραπάνω θεωρητικών αποτελεσμάτων σε ένα πραγματικό πρό-
βλημα, είναι αναγκαίο να ερευνηθούν και να αξιολογηθούν τα παρακάτω:

1. Τα φυσικά όρια των ενεργοποιητών: Συγκεκριμένα, είναι απαραίτητο να εξετασθεί
το κατά πόσο οι χρόνοι αντίδρασης των χρησιμοποιούμενων ενεργοποιητών καθώς και
τα ϕυσικά τους όρια, είναι επαρκή για την παρακολούθηση των θεωρητικά παραγώ-
μενων σημάτων ελέγχου.

2. Η επίδραση της ταλάντωσης των ενεργοποιητών στο πλαίσιο του αεροχήματος: Εί-
ναι προϕανές, ότι η ύπαρξη ταλαντώσεων στα σήματα ελέγχου, έχει ως άμεσο επακό-
λουθο την ανάπτυξη δυνάμεων, μεταβαλλόμενου προσήμου και μέτρου, στις στηρίξεις
των ενεργοποιητών. Η μελέτη και η αξιολόγηση της επίδρασης των δυνάμεων αυτών
στο πλαίσιο του αεροχήματος κρίνεται απαραίτητη, καθώς θα αποτελέσει μέτρο για
τη βελτίωση των δράσεων του νόμου ελέγχου.

3. Επιτρεπόμενες αδρανειακές δυνάμεις: Αξίζει να τονισθεί ότι, οι μεγάλοι ρυθμοί
μεταβολής των μεταϕορικών και περιστορϕικών ταχυτήτων του αεροχήματος έχουν ως
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άμεση συνέπεια την ανάπτυξη σημαντικών αδρανειακών δυνάμεων στο πλαίσιο αυτού.
Συνεπώς είναι προϕανές ότι, η ύπαρξη περιορισμών ως προς τις μέγιστες αδρανειακές
δυνάμεις που επιτρέπεται να καταπονούν το αερόχημα, αποτελεί σημαντικό κριτήριο
για το σχεδίασμο του νόμου ελέγχου. Περισσότερα για τους περιορισμούς αποδεκτής
πτητικής συμπεριϕοράς μπορούν να βρεθούν στην [13].

Οι παραπάνω παρατηρήσεις, αποτελούν ουσιαστικά μέτρα για την επιλογή των παραμέτρων
του εϕαρμοζόμενου νόμου ελέγχου έτσι ωστε ικανοποιούνται οι υπάρχοντες περιορισμοί
του ϕυσικού συστήματος. Συνεπώς, κατά υλοποίηση του προτεινόμενου νόμου ελέγχου, η
εξέταση των παραπάνω παρατηρήσεων κρίνεται αναγκαία.





Κεφάλαιο 5

Συμπεράσματα & Μελλοντικές Προεκτάσεις

Στην παρούσα διπλωματική εργασία σχεδιάστηκε ένας συνολικός νόμος ελέγχου για τη
σύγκλιση ενός μη επανδρωμένου αεροχήματος σε μια προδιαγεγραμμένη τροχιά αναϕοράς.
Συγκεκριμένα, ο ελεγκτής πτήσης του αεροχήματος σχεδιάστηκε με εϕαρμογή της τεχνι-
κής επιϕάνειας ολίσθησης, η οποία μέσω της θεωρίας ευστάθειας Lyapunov επιτυγχάνει να
προσδώσει στον χρησιμοποιούμενο νόμο στοιχεία σθεναρότητας. Επιπλέον, χρησιμοποιώ-
ντας και πάλι τη θεωρία ευστάθειας Lyapunov σχεδιάστηκε κατάλληλος νόμος ελέγχου πλο-
ήγησης για την καθοδήγηση του οχήματος στην επιθυμητή τροχία. Στη συνέχεια, επιλέχθηκαν
οι κατάλληλοι παράμετροι των παραπάνω νόμων, με γνώμονα επίτευξη της επιθυμητής ευ-
στάθειας και επίδοσης του μελετούμενου σύστηματος, ενώ αναπτύχθηκαν και τα μοντέλα
των πιθανών διαταραχών. Τέλος, για την αξιολόγηση των ελεγκτών πραγματοποιήθηκε μια
σειρά προσομoιώσεων σε συνθήκες απουσίας αλλα και ύπαρξης διαταραχών.

Τα αποτελέσματα των προσομοιώσεων, που παρουσιάστηκαν στο κεϕάλαιο 4, δείχνουν
ότι το σύστημα ακολούθησε τις προδιαγραϕές που τέθηκαν. Συγκεκριμένα ο ελεγκτής πλοή-
γησης, σε όλες τις εξεταζόμενες περιπτώσεις, παράγει τα κατάλληλα σήματα αναϕοράς που
θα οδηγήσουν το όχημα στην επιθυμητή τροχιά. Επιπλέον, ο ελεγκτής πτήσης επιτυγχάνει
την άμεση σύγκλιση στα σήματα αναϕοράς με μηδενικό σϕάλμα στη μόνιμη κατάσταση,
ικανοποιώντας έτσι τις προδιαγραφές ευστάθειας και επίδοσης. Αξίζει να σημειωθεί, ότι
ακόμη και στις περιπτώσεις ύπαρξης διαταραχών που εξετάσθηκαν, το όχημα επιτυγχάνει
να ακολουθήσει την τροχιά αναϕοράς, χάρη στα στοιχεία σθεναρού σχεδιασμού.

Τέλος, μερικές πρακτικές ιδέες και προτάσεις για τα ανοικτά σημεία και τη βελτίωση
της παρούσας διπλωματικής εργασίας στο μέλλον, συνοψίζονται στη λίστα που ακολουθεί:

• Εκπόνηση πειραμάτων για την επαλήθευση των χρησιμοποιούμενων μοντέλων για τις
αεροδυναμικές δυνάμεις και ροπές καθώς και για τις δυνάμεις και ροπές προώθησης.

• Εξέταση και αξιολόγηση των εναλλακτικών μεθόδων για την υλοποίηση του ελεγκτή
πτήσης (μη γραμμικός προσαρμοστικός έλεγχος, μη γραμμικός προβλεπτικός έλεγχος).

• Εξέταση των εναλλακτικων αλγορίθμων για την υλοποίηση του νόμου πλοήγησης (Pure
Pursuit, Line-of-Sight,Vector Field).

• Ενσωμάτωση περιορισμών αποδεκτής πτητικής συμπεριϕοράς κατά τον σχεδιασμό
του νόμου ελέγχου.

• Υλοποίηση του συστήματος ελέγχου με τη χρήση των κατάλληλων αισθητήρων και
μονάδας επεξεργασίας (μικροελεγκτής).
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Παράρτημα Α

Αντισυμμετρικοί Πίνακες

Στην ενότητα αυτή παρουσιάζονται οι βασικές ιδιότητες των αντισυμμετρικών πινάκων,
οι οποίοι χρησιμοποιούνται για την ευκολότερη διαχείρηση των εξωτερικών γινομένων και
των παραγώγων των πινάκων περιστροϕών.

Ορισμός 10. Ένας n× n πίνακας S λέγεται αντισυμμετρικός αν και μόνο αν

ST + S = 0. (Α.1)

Για το σύνολο ολων των 3×3 αντισυμμετρικών πινάκων επιλέγεται ο συμβολισμός so(3).
Εάν ο πίνακας S ∈ so(3) έχει συνιστώσες sij , i, j = 1, 2, 3 τότε η εξίσωση (Α.1) ισοδυναμεί
με εννέα εξισώσεις της μορϕής

sij + sji = 0, i, j = 1, 2, 3. (Α.2)

Από την εξίσωση (Α.2) βλέπoυμε εύκολα ότι sii = 0, δηλαδή τα στοιχεία της διαγωνίου του
πίνακα S είναι μηδενικά, ενώ για τα μη διαγώνια στοιχεία ισχύει η σχέση

sij = −sji, i ̸= j.

Με βάση τα παραπάνω ο πίνακας S προσδιορίζεται από τρείς ανεξάρτητες μεταβλητές και
παίρνει τη μορϕή

S =

 0 −s3 s2
s3 0 −s1
−s2 s1 0

 . (Α.3)

Εάν aaa =
[
ax ay az

]T ένα διάνυσμα 3 × 1 , τότε ο πίνακας S(aaa) ορίζεται έτσι ώστε να
ισχύει η σχέση

S(aaa) = S =

 0 −az ay
az 0 −ax
−ay ax 0

 .
Α.1 Ιδιότητες Αντισυμμετρικών Πινάκων

Ορισμένες από τις ιδιότητες των αντισυμμετρικών πινάκων είναι:

1. Ο τελεστής S είναι γραμμικός, δηλαδή

S(c aaa+ d bbb) = cS(aaa) + dS(bbb). (Α.4)

2. Για κάθε aaa,ppp ∈ R3

S(aaa) ppp = aaa× ppp, (Α.5)

όπου, aaa× ppp δηλώνει το εξωτερικό γινόμενο των διανυσμάτων aaa,ppp
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3. Εάν R ∈ SO(3) και aaa,bbb ∈ R3 μπορεί να δειχθεί ότι

R(aaa× bbb) = Raaa×Rbbb. (Α.6)

Η σχέση (Α.6) αληθεύει αν και μόνο αν ο πίνακας R είναι ορθογώνιος.

4. Για R ∈ SO(3) (δηλαδή για κάθε πίνακα περιστροϕής) και aaa ∈ R3

RS(aaa)RT = S(Raaa). (Α.7)

Η εξίσωση Α.7 προκύπτει εύκολα από συνδυασμό των σχέσεων (Α.5) και (Α.6). Έστω
bbb ∈ R3 ένα τυχαίο διάνυσμα. Τότε έχουμε

RS(aaa)RT b = R(aaa×RTbbb) = (Raaa)× (RRTbbb) = (Raaa)× bbb = S(Raaa)bbb.

Α.2 Παράγωγος Πίνακα Περιστροφής

Έστω πίνακας περιστροϕής R, ο οποίος είναι συνάρτηση της μεταβλητής θ, έτσι ώστε

R = R(θ) ∈ SO(3), ∀θ.

Δεδομένου ότι ο πίνακας είναι ορθογώνιος για κάθε θ προκύπτει

R(θ)R(θ)T = I3×3. (Α.8)

Παραγώγιση της σχέση (Α.8) ως προς τη μεταβλητή θ οδηγεί στη σχέση

dR

dθ
R(θ)T +R(θ)

dRT

dθ
= 0. (Α.9)

Εάν οριστεί ο πίνακας S ως
S :=

dR

dθ
R(θ)T , (Α.10)

τότε ο ανάστροϕος του S δίνεται από τη σχέση

ST = (
dR

dθ
R(θ)T )T = R(θ)

dRT

dθ
. (Α.11)

Συνεπώς, η σχέση Α.9 είναι ισοδύναμη με την

S + ST = 0.

Με βάση τα παραπάνω, ο πίνακας S όπως ορίστηκε από τη σχέση (Α.10) είναι αντισυμμε-
τρικός. Πολλαπλασιάζοντας από αριστερά την εξίσωση (Α.10) με τον πίνακα περιστροϕής
R προκύπτει η σχέση

dR

dθ
= SR(θ). (Α.12)

Η εξίσωση (Α.12) είναι ιδιαίτερα σημαντική καθώς σημαίνει ότι ο η παράγωγος του πίνακα
περιστροϕής είναι ισοδύναμη με το πολλαπλασιασμό του πίνακα περιστροϕής με ένα έναν
αντισυμμετρικό πίνακα.

Α.2.1 Χρονική Παράγωγος Πίνακα Περιστροφής

Έστω ένα σύστημα αναϕοράς f : OX1Y1Z1 το οποίο περιστρέϕεται γύρω από ένα τυχαίo
και πιθανώς μεταϕερόμενo άξονα ûuu και F0 : OX0Y0Z0 το αδρανειακό σύστημα αναϕοράς.
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Επίσης, θεωρούμε χρονικά μεταβαλλόμενο πίνακα περιστροϕής R, τέτοιο ώστε

R = R(t) ∈ SO(3), ∀t ∈ R.

Εάν ο πίνακας R(t) είναι μια συνεχής και διαϕορίσιμη συνάρτηση ως προς τον χρόνο, τότε
η σχέση Α.12 μπορεί να επαναδιατυπωθεί ως

Ṙ(t) = S(t)R(t). (Α.13)

Δεδομένου ότι ο πίνακας S(t) είναι αντισυμμετρικός μπορεί να ορισθεί και ως S(ωωω(t)) για
ένα μοναδικό διανυσμα ωωω(t). Το διάνυσμα αυτό αποδεικνύεται ότι εκράζει τη γωνιακή
ταχύτητα του περιστρεϕόμενου συστήματος ως προς το αδρανειακό τη χρονική στιγμή t,
δηλαδή,

ωωω(t) = ωωωF0

f/F0
(t).

Συνεπώς η χρονική παράγωγος του πίνακα περιστροϕής μπορεί να γραϕεί ως

ṘF0
f (t) = S(ωωωF0

f/F0
(t)) RF0

f (t). (Α.14)





Παράρτημα Β

Αναλυτική Έκφραση Εξισώσεων

Στην ενότητα αυτή παρουσιάζονται οι αναλυτικές εκϕράσεις των εξισώσεων του αερο-
χήματος στην αϕϕινική δομή ως προς το σήμα ελέγχου

ẋxx = fff(xxx) +G(xxx)uuu. (Β.1)

όπου,

xxx =
[
vvvFB

C/FE
ωωωFB

FB/FE
eee
]T

=
[
u v w p q r ϕ θ ψ

]T
, uuu =

[
V L V R δe δα

]T
.

Το διανυσματικό πεδίο f(xxx) δίνεται από τις σχέσεις

fff(xxx) =
[
f1(xxx), f2(xxx), . . . , f9(xxx)

]T
,

όπου, f1(xxx)f2(xxx)
f3(xxx)

 =
1

m

X1(xxx) + T1(xxx)
Y1(xxx)
Z1(xxx)

+

 −g sin θ + rv − qw
g sinϕ cos θ + pw − ru
g cosϕ cos θ + qu− pv

 ,

f4(xxx) =
Izz
ID

Lm1(xxx) +
Ixz
ID

Nm1(xxx) +
Izz
ID

{
Ixzpq− (Izz − Iyy)qr

}
+
Ixz
ID

{
− Ixzqr− (Iyy − Ixx)pq

}
,

f5(xxx) =
1

Iyy

{
Mm1(xxx)− (Ixx − Izz)pr

}
− Ixz(p

2 − r2),

f6(xxx) =
Ixz
ID

Lm1(xxx) +
Ixx
ID

Nm1(xxx) +
Ixz
ID

{
Ixzpq− (Izz − Iyy)qr

}
+
Ixx
ID

{
− Ixzqr− (Iyy − Ixx)pq

}
και f7(xxx)f8(xxx)

f9(xxx)

 =

p+ q sinϕ tan θ + r cosϕ tan θ
q cosϕ− r sinϕ

q sinϕ sec θ + r cosϕ sec θ

 .
Οι δυνάμεις που εμϕανίζονται στις παραπάνω εξισώσεις υπολογίζονται ωςX1(xxx)
Y1(xxx)
Z1(xxx)

 =
1

2
ρV 2S

− cosαCD(α) + sinαCL(α)
CY0 + CYβ

β
− sinαCD(α)− cosαCL(α)

+
1

4
ρV S

c(− cosαCDq + sinαCLq)q
b(CYpp+ CYrr)

c(− sinαCDq − cosαCLq)q


και

T1(xxx) = −ρSpropCpropV
2.

Αντίστοιχα ροπές υπολογίζονται ως
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Lm1(xxx)
Mm1(xxx)
Nm1(xxx)

 =
1

2
ρV 2S

b(CLm0 + CLmβ
β)

c CMm(α)
b(CNm0 + CNmβ

β)

+
1

4
ρV S

b2(CLmpp+ CLmrr)
c2 CMmq

q

b2(CNmpp+ CNmrr)

 .

Η έκϕραση για το μητρώο G(xxx) είναι

G(xxx) =
[
ggg1(xxx), ggg2(xxx), . . . , ggg9(xxx)

]T
,

όπου,

1.
ggg1(xxx) =

1

m

[
T2l(xxx) T2r(xxx) X2(xxx) 0

]
,

2.
ggg2(xxx) =

1

m

[
0 0 0 Y2(xxx)

]
,

3.
ggg3(xxx) =

1

m

[
0 0 Z2(xxx) 0

]
,

4.

ggg4(xxx) =
[
Izz
ID
LT2l

(xxx) + Ixz
ID
NT2l

(xxx) Izz
ID
LT2T

(xxx) + Ixz
ID
NT2T

(xxx) 0 Izz
ID
Lm2(xxx) +

Ixz
ID
Nm2(xxx)

]
,

5.
ggg5(xxx) =

1

Iyy

[
0 0 Mm2 0

]
,

6.

ggg6(xxx) =
[
Ixz
ID
LT2l

(xxx) + Ixx
ID
NT2l

(xxx) Ixz
ID
LT2T

(xxx) + Ixx
ID
NT2T

(xxx) 0 Ixz
ID
Lm2(xxx) +

Ixx
ID
Nm2(xxx)

]
,

7.
ggg7 = ggg8 = ggg9 = 0001×4.

Αντίστοιχα οι δυνάμεις που εμϕανίζονται στις παραπάνω εξισώσεις υπολογίζονται ωςX2(xxx)
Y2(xxx)
Z2(xxx)

 =
1

2
ρV 2S

 sinαCLδe
− cosαCDδe

CYδα

− sinαCDδe
− cosαCLδe


και

T2l(xxx) = T2r(xxx) =
1

2
ρSpropCpropk

2
t k

2
v .

Ενώ οι ροπές από τις σχέσειςLm2(xxx)
Mm2(xxx)
Nm2(xxx)

 =
1

2
ρV 2S

b CLmδα

c CMmδe

b CNmδα

 και
[
LT2l

(xxx)

NT2l
(xxx)

]
= −

[
LT2r

(xxx)
NT2r

(xxx)

]
=

1

2

[
2CTD

k2v
ρSpropCpropk

2
t k

2
v b̃

]
.

Τέλος παρουσιάζονται οι αναλυτικές εκϕράσεις των πινάκων Āi(xxx,uuu)(i = 1, 3), Ãi(xxx,uuu)(i =

1, 3), Āi(xxx)(i = 2, 4) και Ãi(xxx)(i = 2, 4), οι οποίοι δομούν το διάνυσμα των διαταραχών.
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Συγκεκριμένα έχουμε

Ā1(xxx,uuu) =
1

2
ρS

 C̄D(α) + C̄Dδe
δe

C̄Y0 + C̄Yβ
β + C̄Yδα

δα
C̄L0 + C̄Lαα+ C̄Lδe

δe

 , Ã1(xxx,uuu) =
1

2
ρS

 C̃D(α) + C̃Dδe
δe

C̃Y0 + C̃Yβ
β + C̃Yδα

δα

C̃L0 + C̃Lαα+ C̃Lδe
δe

 ,

Ā2(xxx) =
1

4
ρS

 c(C̄Dqq)
b(C̄Ypp+ C̄Yrr)

c(C̄Lqq)

 , Ã2(xxx) =
1

4
ρS

 c(C̃Dqq)

b(C̃Ypp+ C̃Yrr)

c(C̃Lqq)

 ,

Ā3(xxx,uuu) =
1

2
ρS

 (C̄Lm0
+ C̄Lmβ

β + C̄Lmδα
δα)b

(C̄Mm0
+ C̄Mmα

α+ C̄Mmδe
δe)c

(C̄Nm0
+ C̄Nmβ

β + C̄Nmδα
δα)b

 ,

Ã3(xxx,uuu) =
1

2
ρS

 (C̃Lm0
+ C̃Lmβ

β + C̃Lmδα
δα)b

(C̃Mm0
+ C̃Mmα

α+ C̃Mmδe
δe)c

(C̃Nm0
+ C̃Nmβ

β + C̃Nmδα
δα)b

 ,

Ā4(xxx) =
1

4
ρS

b2(C̄Lmp
p+ C̄Lmr

r)

c2(C̄Mmq
q)

b2(C̄Nmp
p+ C̄Nmr

r)

 και Ã4(xxx) =
1

4
ρS

b2(C̃Lmp
p+ C̃Lmr

r)

c2(C̃Mmq
q)

b2(C̃Nmp
p+ C̃Nmr

r)

 .





Παράρτημα Γ

Αριθμητικά Δεδομένα Αεροχήματος

Στην ενότητα αυτή παρουσιάζονται τα αριθμητικά δεδομένα του αεροχήματος, σύμϕωνα
με το οποίο πραγματοποιήθηκαν οι προσομοιώσεις του κεϕαλαίου 4. Η βασική γεωμετρία
του αεροχήματος που μελετάται συμπίπτει με αυτήν που παρουσιάζεται στο παράρτημα
Ε της αναϕορας [5]. Ωστόσο, το μοντέλο της παρούσας διπλωματικής διαϕοροποιείται από
αυτό της [5], καθώς έχουν τοποθετηθεί δύο κινητήρες για την επίτευξη διαϕορικής προώ-
θησης. Τα αναλυτικά δεδομένα του μοντέλου παρουσιάζονται στον παρακάτω πίνακα:

Παράμετροι & Συντελεστές
Παράμετρος Τιμή Συντελεστής Τιμή Συντελεστής Τιμή
m 1.56 kg CL0 0.09167 CY0 0
Ixx 0.1147 kg m2 CD0 0.01631 CLm0 0
Iyy 0.0576 kg m2 CMm0 −0.02338 CNm0 0
Izz 0.1712 kg m2 CLα 3.5016 CYβ

−0.07359
Ixz 0.0015kg m2 CDα 0.2108 CLmβ

−0.02854
S 0.2589 m2 CMmα −0.5675 CNmβ

−0.0004
b 1.4224 m CLq 2.8932 CYp 0
c 0.3302 m CDq 0 CLmp −0.3209
Sprop 0.0127 m2 CMmq −1.3990 CNmp −0.01297
ρ 1.2682 kg/m3 CLmδe

0.2724 CYr 0
kV 3100 rpm/V CDδe

0.3045 CLmr 0.03066
kt 0.0094 m/rad CMmδe

−0.3254 CNmr −0.00434

CDL
0 (kg m2)/rad2 e 0.9 CYδα

0

CDR
0 (kg m2)/rad2 Cprop 1 CLmδα

0.1682

b̃ 0.3556 m CDp 0.0254 CNmδα
−0.00328
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