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Περίληψη 
 Η παρούσα διπλωµατική εργασία ασχολείται µε τον Εύρωστο Προβλεπτικό Έλεγχο, ο 
οποίος εφαρµόζεται σε συστήµατα στα οποία εµφανίζονται αβεβαιότητες ή/και διαταραχές. 
 Αρχικά, µελετήθηκε ο εύρωστος έλεγχος καθώς και η έννοια της ευρωστίας. Επίσης, 
αναπτύχθηκε η έννοια της αβεβαιότητας και ερευνήθηκαν τα είδη αβεβαιοτήτων που 
εµφανίζονται στα διάφορα συστήµατα ελέγχου. 
 Στη συνέχεια, γίνεται αναφορά στη βασική ιδέα του Προβλεπτικού Ελέγχου. Έπειτα, 
µελετήθηκε ο λόγος για τον οποίο στα αβέβαια συστήµατα πρέπει να συνδυάζεται ο 
εύρωστος µε τον προβλεπτικό έλεγχο. Αναπτύχθηκαν εκτενώς οι µέθοδοι που 
χρησιµοποιούνται στην εφαρµογή του εύρωστου προβλεπτικού ελέγχου, προκειµένου να 
αντιµετωπιστούν οι αβεβαιότητες και να υπάρχει εύρωστη ευστάθεια στο σύστηµα . 
 Μέσω µιας εφαρµογής του εύρωστου προβλεπτικού ελέγχου στο αβέβαιο σύστηµα 
που περιγράφει τον ιό του HIV, γίνεται περισσότερο αντιληπτό πόσο σηµαντική είναι η 
συνύπαρξη αυτών των δύο ελέγχων στα αβέβαια συστήµατα. Εφαρµόζοντας µόνο τον 
Προβλεπτικό Έλεγχο οι αστάθειες που υπάρχουν εξαιτίας των αβεβαιοτήτων δεν 
αντιµετωπίζονται και η ευστάθεια του συστήµατος δεν αποκαθίσταται. Για το λόγο αυτό 
είναι σηµαντικό στα αβέβαια συστήµατα να εφαρµόζεται ο Εύρωστος Προβλεπτικός 
Έλεγχος. 
 Τέλος, στο σύστηµα του HIV εφαρµόστηκε και µια τεχνική του εύρωστου ελέγχου, 
προκειµένου να γίνει µια σύγκριση ανάµεσα στον εύρωστο έλεγχο και τον εύρωστο 
προβλεπτικό έλεγχο . 
Τα αποτελέσµατα των εφαρµογών αναπαραστάθηκαν µε τη βοήθεια του Matlab, όπου κι 
εφαρµόστηκε ο αλγόριθµος του εύρωστου προβλεπτικού ελέγχου για το σύστηµα του HIV µε 
τη βοήθεια του Model Predictive Control Toolbox που είναι διαθέσιµο στο περιβάλλον του 
Matlab. 
 

 
Abstract 
 

The subject of this diploma thesis is Robust Predictive Control which is implemented 
to systems with uncertainties or/ and disturbances. 
 Initially, robust control as well as the concept of robustness were studied. Also, the 
concept of uncertainty was developed and the types of uncertainties that appear in the various 
control systems were investigated. 
 In addition, reference is made to the basic idea of Predictive Control. Then, the 
reason why uncertain systems must be combined with robust and predictive control has been 
studied. The methods used to implement robust predictive control have been extensively 
developed in order to overcome the uncertainties and the system to have a robust stability. 
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 Through an application of Robust Predictive Control to the uncertain system 
describing the HIV virus, it becomes more perceptible how important is to coexist these two 
controls on the uncertain systems. Applying only the Predictive Control, the instabilities that 
exist due to uncertainties are not faced and stability of the system is not restored. For this 
reason, it is important Robust Predictive Control to be implemented to uncertain systems. 
 Finally, a robust control technique was implemented in the HIV system in order to 
make a comparison between robust control and robust predictive control. 
The results of the applications were represented with the help of Matlab, where the robust 
predictive control algorithm for HIV was implemented with the help of Model Predictive 
Control Toolbox available in the Matlab environment. 
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1ο				ΚΕΦΑΛΑΙΟ		
 
 

ΕΙΣΑΓΩΓΗ 
 
 
1.1 Διατύπωση προβλήµατος 

 
Μία από τις ευρέως χρησιµοποιούµενες προσεγγίσεις για την αντιµετώπιση των 

αβεβαιοτήτων και διαταραχών ενός συστήµατος είναι ο εύρωστος έλεγχος. Στην παρούσα 
διπλωµατική εργασία, η µέθοδος που χρησιµοποιείται είναι ο Εύρωστος Προβλεπτικός 
Έλεγχος (Robust Model Predictive Control (RMPC) ). Στις µέρες µας, ο Εύρωστος 
Προβλεπτικός Έλεγχος ανήκει στις συχνότερες µεθόδους ελέγχου που χρησιµοποιούνται 
τόσο στη βιοµηχανία όσο και στην ακαδηµαϊκή κοινότητα, για τον έλεγχο αβέβαιων 
συστηµάτων και διεργασιών που υπόκεινται σε προδιαγραφές ευρωστίας (robustness). 
Η βασική ιδέα του Εύρωστου Προβλεπτικού Ελέγχου είναι η επίλυση ενός προβλήµατος 
βέλτιστου ελέγχου που ελαχιστοποιεί µια αντικειµενική συνάρτηση σε κάθε χρονική 
στιγµή πάνω από έναν ορίζοντα πρόβλεψης, λαµβάνοντας υπόψιν τις αβεβαιότητες του 
συστήµατος. Χρησιµοποιεί το µοντέλο της διαδικασίας που περιέχει αβεβαιότητες ή/ και 
διαταραχές καθώς και τους περιορισµούς που υπάρχουν στις εισόδους και εξόδους του 
συστήµατος, ώστε να προβλεφθεί η συµπεριφορά των χειραγωγούµενων µεταβλητών. 
 Στόχος του  Εύρωστου Προβλεπτικού Ελέγχου είναι ο σχεδιασµός ενός ελεγκτή, ο 
οποίος θα λαµβάνει υπόψιν τις αβεβαιότητες για την πρόβλεψη του µέλλοντος του 
συστήµατος και µε αυτό τον τρόπο θα διατηρείται η ευστάθεια και η απόδοση παρά τις 
ανακρίβειες του µοντέλου ή των αβεβαιοτήτων. 
  Σε κάθε χρονικό βήµα, ξεκινώντας από την τρέχουσα κατάσταση, λύνεται ένα 
πρόβληµα βελτιστοποίησης κλειστού βρόχου, λαµβάνοντας υπόψιν τις αβεβαιότητες για 
ένα πεπερασµένο ορίζοντα πρόβλεψης ελαχιστοποιώντας την αντικειµενική συνάρτηση. Ο 
τρόπος µε τον οποίο λαµβάνονται υπόψιν οι αβεβαιότητες εξαρτάται από το είδος των 
αβεβαιοτήτων που υπάρχουν στο σύστηµα καθώς κι από την τεχνική που επιλέχτηκε για 
την εφαρµογή του Εύρωστου Προβλεπτικού Ελέγχου. Η εύρωστη ακολουθία των 
µελλοντικών δράσεων των χειραγωγούµενων µεταβλητών προσδιορίζεται από το 
πρόβληµα βελτιστοποίησης. Στο επόµενο χρονικό βήµα, µόνο η πρώτη δράση ελέγχου 
εφαρµόζεται στο σύστηµα  και η διαδικασία επίλυσης του προβλήµατος βελτιστοποίησης 
επαναλαµβάνεται ξεκινώντας από τη νέα κατάσταση. Κάθε χρονική στιγµή, η διαδικασία 
επαναλαµβάνεται, χρησιµοποιώντας τις νέες µετρήσεις από το σύστηµα, όµως µόνο το 
πρώτο στοιχείο ελέγχου επαναλαµβάνεται. 
 Ο ορίζοντας  πρόβλεψης, κάθε χρονικό βήµα, πηγαίνει προς τα εµπρός µια χρονική 
στιγµή προς το µέλλον µε αποτέλεσµα να χρησιµοποιούµε την αρχή του κυλιόµενου 
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ορίζοντα (Receding Horizon (RC)). Σε αυτή τη φιλοσοφία βασίζεται ο Προβλεπτικός 
Έλεγχος και κατά συνέπεια κι ο Εύρωστος Προβλεπτικός Έλεγχος. 
 Οι τεχνικές που χρησιµοποιούνται για την επίλυση του προβλήµατος του 
Εύρωστου Προβλεπτικού Ελέγχου είναι πολλές και η επιλογή τους γίνεται µε βάση το 
είδος των αβεβαιοτήτων που υπάρχουν στο σύστηµα. Σε όλες, όµως, ο Προβλεπτικός 
Έλεγχος που εφαρµόζεται, χρησιµοποιεί το σύνολο των αβεβαιοτήτων  σε κάθε χρονική 
στιγµή, προκειµένου να βρεθεί η βέλτιστη ακολουθία δράσεων των ελεγχόµενων 
µεταβλητών του συστήµατος. 
Σκοπός είναι να ελαχιστοποιηθεί η χειρότερη περίπτωση της αντικειµενικής συνάρτησης, 
δηλαδή η αντικειµενική συνάρτηση να ανταποκρίνεται στη χειρότερη δυνατή 
πραγµατοποίηση της αβεβαιότητας. 
 Στη συγκεκριµένη διπλωµατική εργασία, γίνεται µελέτη των µεθόδων που 
χρησιµοποιούνται στον Εύρωστο Προβλεπτικό Έλεγχο και κυρίως δίνεται βάση στην 
τεχνική του min-max εύρωστου προβλεπτικού ελέγχου. Σε αυτή τη µέθοδο η εύρωστη 
ευστάθεια είναι εγγυηµένη καθώς οι βελτιστοποιήσεις γίνονται, λαµβάνοντας υπόψιν, όλες 
τις πιθανές εξελίξεις των αβεβαιοτήτων. Χρησιµοποιώντας τον αλγόριθµο του 
Προβλεπτικού Ελέγχου και λαµβάνοντας υπόψιν τις αβεβαιότητες, ο min-max MPC  
βασίζεται στην ιδέα της εύρωστης ακολουθίας ελέγχων u, η οποία ελαχιστοποιεί την 
αντικειµενική συνάρτηση J, για την χειρότερη δυνατή περίπτωση του προβλεπόµενου 
µέλλοντος της διαδικασίας των καταστάσεων ή του σήµατος εξόδου. 
 Η εφαρµογή του εύρωστου προβλεπτικού ελέγχου χρησιµοποιώντας την min-max 
τεχνική σε ένα αβέβαιο σύστηµα που περιγράφει τον ιό του HIV κάνει πιο ξεκάθαρο το 
πόσο χρήσιµος είναι ο Εύρωστος Προβλεπτικός Έλεγχος για τον έλεγχο συστηµάτων µε 
αβεβαιότητες και διαταραχές. Χορηγώντας θεραπευτική αγωγή στον ιό και λαµβάνοντας 
υπόψιν τις αβεβαιότητες που υπάρχουν στο σύστηµα µε τη βοήθεια του εύρωστου 
προβλεπτικού ελέγχου θέλουµε να δούµε πως θα εξελιχθεί η συµπεριφορά των 
καταστάσεων του συστήµατος καθώς και η ακολουθία των χειραγωγούµενων µεταβλητών.  
 
 
1.2  Πλαίσια µελέτης και Στόχοι 
 

Η περιγραφή, η ανάλυση, και η εφαρµογή των τεχνικών του Εύρωστου 
Προβλεπτικού Ελέγχου προκειµένου να υπάρχει στο σύστηµα εύρωστη ευστάθεια και 
καλή απόδοση και να υπολογιστεί η εύρωστη ακολουθία δράσεων των χειραγωγούµενων 
µεταβλητών  παρά την ύπαρξη αβεβαιοτήτων, αποτελεί στόχο της συγκεκριµένης 
διπλωµατικής εργασίας.  

Στον Εύρωστο Προβλεπτικό Έλεγχο, στη βελτιστοποίηση της εύρωστης απόδοσης 
επιβάλλονται οι περιορισµοί των εισόδων και των καταστάσεων για όλες τις πιθανές 
διαταραχές (αβεβαιότητες). Με βάση την τεχνική που επιλέγεται πραγµατοποιείται η 
βελτιστοποίηση της αντικειµενικής συνάρτησης. 
Για τη βελτιστοποίηση της αντικειµενικής συνάρτησης οι διαταραχές και οι είσοδοι 
κινούνται κάθε φορά µαζί κι όχι ξεχωριστά πράγµα που κάνει την επίδραση της 



	

8	

αβεβαιότητας πιο έντονη. Επίσης, η βελτιστοποίηση πραγµατοποιείται µε βάση την 
τρέχουσα κατάσταση της διαδικασίας x(t) κι έτσι λαµβάνουµε την δράση ελέγχου u(t), της 
οποίας το πρώτο στοιχείο εισάγεται στη διαδικασία ως είσοδος. Η διαδικασία 
βελτιστοποίησης επαναλαµβάνεται για όλο τον ορίζοντα πρόβλεψης και σε κάθε χρονική 
στιγµή, οι αβεβαιότητες και οι είσοδοι κινούνται ταυτόχρονα. 

Συγκεκριµένα, εφαρµόζοντας την τεχνική του min-max εύρωστου προβλεπτικού 
ελέγχου, ελαχιστοποιείται, η αντικειµενική συνάρτηση για τη χειρότερη δυνατή περίπτωση 
της αβεβαιότητας, επιβεβαιώνοντας ότι στο σύστηµα θα υπάρχει εύρωστη ευστάθεια για 
οποιαδήποτε αβεβαιότητα. 

Η ερώτηση που τίθεται στα πλαίσια αυτής της διπλωµατικής εργασίας είναι η 
αποτελεσµατικότητα του Εύρωστου Προβλεπτικού Ελέγχου στα αβέβαια συστήµατα, 
δηλαδή αν µε αυτόν τον έλεγχο εξασφαλίζεται η εύρωστη ευστάθεια και πραγµατοποιείται 
η βελτιστοποίηση της εύρωστης δράσης των χειραγωγούµενων µεταβλητών καθώς και η 
πρόβλεψη των καταστάσεων του συστήµατος παρά την ύπαρξη αβεβαιοτήτων. 
Προκειµένου να µπορούµε να απαντήσουµε σε αυτήν την ερώτηση, απαιτείται η µελέτη 
των τεχνικών του Εύρωστου Προβλεπτικού Ελέγχου, η επιλογή µιας τεχνικής µε τη χρήση 
της οποίας θα σχεδιαστεί ο ελεγκτής του αβέβαιου συστήµατος και η εφαρµογή της σε ένα 
σύστηµα το οποίο περιέχει αβεβαιότητες έτσι ώστε να επιβεβαιωθούν στην πράξη όσα 
συµπεράσµατα ειπώθηκαν σε θεωρητικό επίπεδο.  
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	2o		ΚΕΦΑΛΑΙΟ	
 
 
ΕΥΡΩΣΤΟΣ ΕΛΕΓXΟΣ   
 
 
2.1  Εισαγωγή 
 

Ο εύρωστος έλεγχος αποτελεί κλάδο της θεωρίας ελέγχου κι ασχολείται 
αποκλειστικά µε την αντιµετώπιση αβεβαιοτήτων όταν επρόκειτο να σχεδιαστεί ένας 
ελεγκτής. Το πεδίο του εύρωστου ελέγχου γνώρισε σηµαντική ανάπτυξη κατά τα 
τελευταία χρόνια. Επίσης, αναφέρεται και στον έλεγχο συστηµάτων άγνωστων µοντέλων 
µε άγνωστη δυναµική τα οποία υπόκειται σε άγνωστες διαταραχές.   
 Είναι γνωστό ότι ένα µόνο µαθηµατικό µοντέλο δεν είναι ικανό να περιγράψει τη 
συµπεριφορά του συστήµατος, όποια και να είναι η φύση του. Οπότε, ένας νόµος ελέγχου 
που υπολογίζεται µε βάση ένα οποιοδήποτε µοντέλο, πιθανών, δε θα επιφέρει τα 
επιθυµητά αποτελέσµατα, όταν εφαρµοστεί στο πραγµατικό σύστηµα. Αυτό για 
παράδειγµα θα συµβεί, όταν το µαθηµατικό µοντέλο του συστήµατος δε λάβει υπόψη, 
ορισµένα φαινόµενα όπως διαταραχές, µη γραµµικότητες κλπ.. Για να αποφύγουµε	 αυτή 
την απόκλιση συµπεριφοράς πραγµατοποιείται ένας υπολογισµός του ελέγχου για µια 
οικογένεια µοντέλων, στην οποία ανήκει το σύστηµα. 
Η οικογένεια αυτή αποτελείται συνήθως από ένα ονοµαστικό µοντέλο (nominal model) 
και από µεταβολές γύρω από αυτό, που ονοµάζονται αβεβαιότητες. Αυτό το µοντέλο 
θεωρείται πως είναι αβέβαιο. Γι’ αυτό το λόγο ο ελεγκτής σχεδιάζεται µε τέτοιο τρόπο 
ώστε να ικανοποιούνται οι προδιαγραφές ελέγχου για όλα τα µοντέλα που ανήκουν στην 
οικογένεια µοντέλων ή  για όλες τις αβεβαιότητες µοντέλου. Ο ελεγκτής αυτός θα 
ονοµάζεται εύρωστος. [25]. 
 
2.2  Ιστορία του εύρωστου ελέγχου 
 

Δεν είχε γίνει ποτέ λόγος για το θέµα της ευρωστίας πριν το 1970. Ο πρώτος που 
έκανε λόγο για ευρωστία, χωρίς να χρησιµοποιήσει αυτό τον όρο, ήταν ο Horowitz (1963), 
ο οποίος ανέπτυξε την πρώτη µαθηµατική διατύπωση του προβλήµατος ανάδρασης στον 
εύρωστο έλεγχο, αναγνώρισε τη σηµασία της αβεβαιότητας του µοντέλου κι έδειξε τον 
σχεδιασµό των ελεγκτών για την αντιµετώπιση της αβεβαιότητας, χρησιµοποιώντας 
γεωµετρικό τόπο και την απόκριση της συχνότητας για µοντέλα µε αρκετές παραµέτρους 
µε αβεβαιότητα. 



	

10	

 Δυστυχώς, όµως, η συνεισφορά του Horowitz δεν αναγνωρίστηκε από τους 
ερευνητές. Οι ερευνητές έθεταν το σχεδιασµό ανάδρασης ως µαθηµατική βελτιστοποίηση, 
συνεχίζοντας να µη λαµβάνουν υπόψιν την ευρωστία. Οι αποτυχίες στην προσπάθειά τους 
να εφαρµόσουν τη µαθηµατική βελτιστοποίηση στο σχεδιασµό περίπλοκων 
πολυµεταβλητών ελεγκτών ανάδρασης για στρατιωτικά αεροσκάφη τους οδήγησαν στο 
συµπέρασµα ότι η  έλλειψη προσοχής για την ευρωστία ήταν η αιτία αυτών των 
αποτυχιών. Έτσι, στις αρχές του 1970, ένα κενό ανάµεσα στο µαθηµατικό κοµµάτι της 
θεωρίας ελέγχου και στην εφαρµογή του στη µηχανική εµφανίστηκε για πρώτη φορά. 
Εξαιτίας αυτών των γεγονότων οι ερευνητές ανακάλυψαν κι έλαβαν υπόψιν τους το θέµα 
της ευρωστίας. Έτσι, τα επόµενα χρόνια η ανάπτυξη του εύρωστου ελέγχου ήταν ραγδαία. 
Το 1977, ο Safonov, φοιτητής του ΜΙΤ, ανέπτυξε στη πτυχιακή εργασία του βασικές ιδέες 
και µεθόδους ευρωστίας όπως τις διαγώνιες αβεβαιότητες. Το 1980 ύστερα από αρκετή 
µελέτη για µοναδικές τιµές ευρωστίας ήρθε στην επιφάνεια η ιδέα της µ-σύνθεσης. 
Επίσης, την ίδια χρονιά ο Rohrs έδειξε συγκεκριµένους αλγορίθµους  προσαρµοστικού 
ελέγχου που εξαφανίζουν µικρές ευρωστίες. Στη συνέχεια, ανακαλύφθηκε ο Η∞-έλεγχος ο 
οποίος αποτελεί µία από τις βασικότερες µεθόδους για συστήµατα µε ευρωστία. 
Το 1988 εκδόθηκε το MATLAB Robust Control Toolbox το οποίο έκανε τις τεχνικές 
σχεδιασµού εύρωστου ελέγχου πιο προσιτές σε µαθητές και µηχανικούς. Από τότε µέχρι 
και σήµερα, ο εύρωστος έλεγχος έχει εξελιχθεί δραµατικά. Είναι ευρέως 
χρησιµοποιούµενος, καθώς αβεβαιότητες υπάρχουν στη πλειοψηφία των συστηµάτων. 
 Είναι φανερό, ότι η επανάσταση του εύρωστου ελέγχου ήρθε από την κρίση της 
εµπιστοσύνης στην παραδοσιακή βέλτιστη εκτίµηση και θεωρία ελέγχου που προέκυψε 
όταν ο βέλτιστος έλεγχος LQG απέτυχε στις προσπάθειες εφαρµογής του σε έλεγχο 
αεροσκαφών και υποβρυχίων. Δεκαετίες αργότερα βρίσκουµε τον εύρωστο έλεγχο να 
είναι τόσο ολοκληρωµένος και ενσωµατωµένος σε θεωρία κι εφαρµογή που ήταν πολύ 
δύσκολο να το φανταστεί κανείς πριν το 1976.  
 
 
2.3  Η έννοια της ευρωστίας 
 

Η ευρωστία είναι πολύ σηµαντική για όλα τα συστήµατα ελέγχου, καθώς σε όλα  
συνήθως υπάρχει κάποιο είδος διαταραχής. Γενικά, στην καθηµερινή ζωή ευρωστία 
σηµαίνει να είσαι υγιής και δυνατός. Όταν, όµως , η έννοια αυτή µεταφέρεται στα 
συστήµατα, αναφέρεται στην ικανότητα ανοχής των διαταραχών που πιθανόν θα 
επηρεάσουν την λειτουργία του συστήµατος. Με λίγα λόγια, ευρωστία είναι η ικανότητα 
του συστήµατος να αντιστέκεται σε αλλαγές  χωρίς να προσαρµόζει την αρχική του 
σταθερή διαµόρφωση. 
 Η έννοια της ευρωστίας χαρακτηρίζεται από την ευαισθησία του ελεγχόµενου 
συστήµατος σε σχέση µε τα εσωτερικά ή τα εξωτερικά φαινόµενα διαταραχής. 
Ευρωστία είναι η ικανότητα του ελεγκτή να παραµένει αποτελεσµατικός παρά τις 
απρόσµενες αλλαγές είτε στο ελεγχόµενο σύστηµα είτε στο περιβάλλον. Δηλαδή, 
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ευρωστία είναι µια ιδιότητα η οποία επιτρέπει στο σύστηµα να διατηρήσει τη 
λειτουργικότητα του παρά τις εσωτερικές ή εξωτερικές διαταράξεις. 
 Επιπροσθέτως, ευρωστία είναι η δυνατότητα ενός κλειστού βρόγχου συστήµατος 
να µην είναι ευαίσθητο σε παραλλαγές των στοιχείων. Η ευρωστία είναι αυτό που κάνει 
πιθανό το σχεδιασµό συστήµατος ανάδρασης που βασίζεται σε απλοποιηµένα µοντέλα. 
 Ένα σύστηµα ελέγχου είναι εύρωστο αν δεν είναι ευαίσθητο στις διαφορές 
ανάµεσα στο πραγµατικό σύστηµα και στο µοντέλο του συστήµατος που χρησιµοποιείται 
για το σχεδιασµό του ελεγκτή. Αυτές οι διαφορές αναφέρονται ως  plant/model  mismatch 
ή αλλιώς αβεβαιότητα του µοντέλου. Είναι φανερό ότι η ευρωστία του συστήµατος 
ελέγχου σχετίζεται µε την αβεβαιότητα του µοντέλου. Το κλειδί τέτοιων συστηµάτων είναι 
η περιγραφή  των παραλλαγών στη δυναµική του συστήµατος. Αυτό σε συνδυασµό µε τη 
χρήση του  χώρου καταστάσεων µπορεί να γίνει µεταβάλλοντας τις παραµέτρους του 
συστήµατος. 
 Με λίγα λόγια, ένας ελεγκτής είναι εύρωστος όταν διατηρεί την απόδοσή του 
ανεξάρτητα από τα σφάλµατα του µοντέλου.. Οι ελεγκτές σχεδιάζονται χρησιµοποιώντας 
µεθόδους από τον εύρωστο έλεγχο έτσι ώστε να είναι ικανοί να αντιµετωπίσουν µικρές 
διαφορές ανάµεσα στο πραγµατικό σύστηµα και στο ονοµαστικό µοντέλο που 
χρησιµοποιείται στο σχεδιασµό. Η θεωρία του εύρωστου ελέγχου είναι µία µέθοδος που 
λαµβάνει υπόψιν τις αλλαγές της απόδοσης του ελεγχόµενου συστήµατος όταν 
µεταβάλλονται οι παράµετροι του συστήµατος. Οι µέθοδοι ευρωστίας αποσκοπούν στο να 
πραγµατοποιήσουν εύρωστη απόδοση ή/και σταθερότητα στη παρουσία µικρών 
σφαλµάτων του µοντέλου. Επίσης, επιθυµούν να φράξουν την αβεβαιότητα από το να την 
εκφράσουν µε κάποια άλλη µορφή. 
 Οι µέθοδοι εύρωστου ελέγχου σχεδιάζονται κυρίως για δύο λόγους: 

1. Για τη σωστή λειτουργία, δεδοµένου ότι οι παράµετροι ή οι διαταραχές του 
συστήµατος βρίσκονται  σε (συνήθως συµπαγές) σύνολο. 

2. Για την επίτευξη εύρωστης απόδοσης ή/και σταθερότητας στην παρουσία 
αβεβαιοτήτων. 

 Υπάρχουν ποικίλες τεχνικές που χρησιµοποιούνται για τα εύρωστα συστήµατα. 
Αυτές οι τεχνικές πολλές φορές είναι δύσκολο να κατανοηθούν και γι’ αυτό το λόγο τις 
περισσότερες φορές στις περιγραφές τους δίνεται έµφαση στη µαθηµατική τους φύση. 
Παρακάτω παρατίθενται οι κυριότερες µέθοδοι και περιγράφεται εν συντοµία η βασική 
τους  ιδέα [31]: 

  -  H2 και H∞ έλεγχος: Σε αυτή τη µέθοδο χρησιµοποιούνται Hankel νόρµες για τη 
µέτρηση  των ιδιοτήτων του συστήµατος ελέγχου. Και οι δύο είναι τεχνικές πάνω από ένα 
πεδίο συχνοτήτων. Ο Η2 έλεγχος επιδρά στη δέσµευση του κέρδους ισχύος του 
συστήµατος, ενώ ο Η∞ δεσµεύει το ενεργειακό κέρδος του συστήµατος. Πιο συγκεκριµένα, 
η µέθοδος του Η∞-ελεγκτή, που αναπτύχθηκε από τους Duncan McFarlane  και Keith 
Glover of Cambridge University, ελαχιστοποιεί την ευαισθησία του συστήµατος πάνω από 
το πεδίο συχνότητάς του, κι αυτό εγγυάται ότι το σύστηµα δε θα διαφοροποιηθεί αρκετά 
από τις προσδοκώµενες τροχιές όταν οι διαταραχές εισβάλουν στο σύστηµα. 



	

12	

 Τα κέρδη σε ισχύ ή σε ενέργεια στο σύστηµα υποδεικνύουν τη λειτουργία του 
συστήµατος κοντά σε ένα πόλο στη συνάρτηση µεταφοράς κι έτσι οι καταστάσεις αυτές 
χαρακτηρίζονται ως ασταθείς . 

- Έλεγχος που βασίζεται στις συναρτήσεις Lyapunov : Η µόνη καθολική τεχνική για την 
αξιολόγηση µη γραµµικών συστηµάτων. Η τεχνική επικεντρώνεται στη σταθερότητα. Οι 
συναρτήσεις Lyapunov κατασκευάστηκαν προκειµένου να µοντελοποιηθεί η συµπεριφορά 
του πραγµατικού συστήµατος. Αυτές οι συναρτήσεις αξιολογούνται κατά µήκος της 
τροχιάς του συστήµατος. 

 -  Quantitative Feedback Theory (QFT) : Τεχνική στο πεδίο συχνοτήτων ώστε να 
επιτευχθεί ο επιθυµητός εύρωστος σχεδιασµός πάνω από συγκεκριµένη περιοχή της 
αβεβαιότητας του συστήµατος [30]. Οι επιθυµητές αποκρίσεις στο πεδίο χρόνου 
µεταφέρονται στο πεδίο των συχνοτήτων θέτοντας περιορισµούς στο σύστηµα. Η 
διαδικασία σχεδιασµού είναι αξιόπιστη καθώς επιτρέπει σε ένα σχεδιαστή να εντοπίσει 
τους συµβιβασµούς που είναι απαραίτητη για ν επιτευχθεί το επιθυµητό επίπεδο 
απόδοσης. 

- µ-σύνθεση : Η µέθοδος αυτή εφαρµόζεται όταν είναι κατάλληλη η επιλογή της 
συνάρτησης µε βάρη έτσι ώστε να σχεδιαστεί ένας ελεγκτής που εγγυάται και εύρωστη 
σταθερότητα και απόδοση στο κλειστό σύστηµα βρόγχου.   

 Στην εικόνα 2.1  [26] απεικονίζεται ένα σύστηµα ελέγχου όπου καλό θα ήταν να 
εφαρµοστεί ο εύρωστος έλεγχος καθώς εµφανίζονται αβεβαιότητες. Παρατηρούµε ότι 
υπάρχει αβεβαιότητα στο µοντέλο του συστήµατος καθώς και διαταραχές οι οποίες 
επιδρούν στο σύστηµα. Eπίσης, υπάρχει και θόρυβος ο οποίος επιδρά στους αισθητήρες 
εισόδου. Κάθε µία από τις αβεβαιότητες µπορεί να έχει πρόσθετο ή πολλαπλασιαστικό 
στοιχείο. Είναι φανερό ότι επιβεβαιώνεται το γεγονός ότι το σηµαντικό στα εύρωστα 
συστήµατα ελέγχου είναι η αβεβαιότητα και ο τρόπος µε τον οποίο το σύστηµα ελέγχου 
µπορεί να την αντιµετωπίσει. 

 

 

 
                               Εικόνα 2.1- Σύστηµα ελέγχου µε αβεβαιότητα.   
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 Τέλος, κάποιες διαφορετικές σηµασίες της ευρωστίας είναι οι εξής: 

1. Ευρωστία είναι ο βαθµός στον οποίο ένα σύστηµα µπορεί να λειτουργήσει σωστά 
παρά την παρουσία άκυρων εισόδων ή αγχωτικών περιβαλλοντικών συνθηκών. 

2. Η ικανότητα του συστήµατος να διατηρεί την λειτουργία του ακόµα κι µε αλλαγές  
στην εσωτερική του δοµή ή στο εξωτερικό του περιβάλλον. 

3. Η ικανότητα του συστήµατος µε διορθωµένη δοµή να παριστάνει πολλαπλά 
λειτουργικά έργα που απαιτούνται για το µεταβαλλόµενο περιβάλλον. 

 
 

2.3.1  Μέθοδοι Η-infinity  
 
 Οι µέθοδοι H-infinity αποτελούν ένα από τα πιο ισχυρά σχεδιαστικά εργαλεία 
εύρωστου ελέγχου. Αυτές οι µέθοδοι πρωτοεµφανίστηκαν στις αρχές του 1980 από τους 
George Zames, J. William Helton και Allen Tannenbaum. Χρησιµοποιούνται στη θεωρία 
ελέγχου προκειµένου να συνθέτουν ελεγκτές για να πετύχουν την σταθεροποίηση των 
συστηµάτων µε εγγυηµένη απόδοση. Ένας σχεδιασµός ελέγχου, εφαρµόζοντας τις Η∞ 
µεθόδους, εκφράζει το πρόβληµα ελέγχου ως µαθηµατική βελτιστοποίηση και µετά 
βρίσκει τον έλεγχο που λύνει αυτή τη βελτιστοποίηση. Όσο αφορά το µαθηµατικό 
συµβολισµό της θεωρίας αυτής το Η προκύπτει από το χώρο Hardy, ενώ το <<infinity>>, 
αντιστοιχεί στο γεγονός ότι ο ελεγκτής σχεδιάζεται µε τέτοιο τρόπο  ώστε  να ικανοποιεί 
τους  minimax  περιορισµούς στο πεδίο συχνοτήτων. 
 Το πλεονέκτηµα αυτών των µεθόδων έναντι των κλασσικών τεχνικών ελέγχου 
είναι η εφαρµογή τους σε προβλήµατα που περιέχουν πολυµεταβλητά συστήµατα. Από 
την άλλη µεριά, το µειονέκτηµά τους περιλαµβάνει το επίπεδο της µαθηµατικής 
κατανόησης που είναι απαραίτητη στην επιτυχηµένη εφαρµογή τους και η ύπαρξη της 
ανάγκης να ελεγχθεί ένα µοντέλο του συστήµατος. 
 Η εφαρµογή τους λαµβάνει χώρα κυρίως σε συστήµατα που περιέχουν µη 
παραµετρικές και µη δοµηµένες αβεβαιότητες οι οποίες περιγράφονται στο πεδίο 
συχνοτήτων. Αυτό συµβαίνει καθώς τέτοιου είδους αβεβαιότητες εκµεταλλεύονται τις 
ιδιότητες της Η∞ νόρµας της οποίας πρωταρχική ιδιότητα είναι να παριστά τη µέγιστη 
ενέργεια ενός σήµατος εξόδου ως απόκριση σε ένα οποιοδήποτε σήµα εισόδου µοναδιαίας 
ενέργειας. Στην περίπτωση που έχουµε πολλαπλές εισόδους και πολλαπλές εξόδους 
(ΜΙΜΟ), είναι ισοδύναµη µε τη µέγιστη ιδιόρρυθµη τιµή (singular value) της συνάρτησης 
µεταφοράς του συστήµατος, ενώ στην περίπτωση µιας εισόδου και µιας εξόδου (SISO), 
αντιστοιχεί στη µέγιστη τιµή του πλάτους της συνάρτησης µεταφοράς (δηλαδή το µέγιστο 
κέρδος µεταξύ εισόδου και εξόδου του κλειστού συστήµατος). Η προσέγγιση Η∞ 
βασίζεται κατά κόρον στο θεώρηµα µικρού κέρδους (γνωστό ως small gain theorem). 
 Πιο συγκεκριµένα, οι Η∞ τεχνικές χρησιµοποιούνται για το σχεδιασµό ενός 
ελεγκτή, που είναι ικανός να ανταποκρίνεται µε τον καλύτερο τρόπο ακόµα και στη 
χειρότερη κατάσταση στην οποία θα µπορούσε να βρεθεί ένα γραµµικό σύστηµα. 
Πιθανότατα, στο σύστηµα αυτό επιδρούν εξωτερικές πρόσθετες διαταραχές καθώς µπορεί 
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να υπάρχουν κι αβεβαιότητες. Ο ελεγκτής οφείλει να αντιµετωπίζει εύρωστα τις 
διαταραχές κι αβεβαιότητες του συστήµατος και παράλληλα να αντιµετωπίζει το 
πρόβληµα εξασθένισης των διαταραχών. Με λίγα λόγια, η Η∞ µέθοδος αποτελεί µία 
µέθοδο βελτιστοποίησης µε την οποία οι περιορισµοί και η ευστάθεια ενός κλειστού 
συστήµατος µετατρέπονται σε µαθηµατικές εκφράσεις. 
 Πολλές φορές , όµως, οι Η∞ ελεγκτές δεν είναι βέλτιστοι. Τον όρο <<βέλτιστο>> 
οφείλουµε να τον χρησιµοποιούµε µε την αυστηρή µαθηµατική του έννοια, διότι ο 
ελεγκτής που προκύπτει από τη µέθοδο αυτή ελαχιστοποιεί την επίδραση των εισόδων στις 
εξόδους κι αυτό µπορεί να µη θεωρείται πάντα βέλτιστο από τους χειριστές των 
συστηµάτων.  
 Παρακάτω αναπαριστάται το σχήµα, σύµφωνα µε το οποίο παρουσιάζεται η 
διαδικασία της Η∞ τεχνικής [32]:  
 

 
 
 
 
  

            Εικόνα 2.2-Μοντέλο συστήµατος για παρουσίαση της µεθόδου Η∞ 
 
 Όπως είναι φανερό από το παραπάνω σχήµα, το σύστηµα P έχει δύο εισόδους, 
την είσοδο ελέγχου u (δηλαδή τις χειραγωγούµενες µεταβλητές) της οποίας οι µεταβλητές 
µπορούν να καθοριστούν από τον σχεδιαστή, και την εξωγενή είσοδο w, η οποία 
περιλαµβάνει το σήµα αναφοράς και τις διαταραχές. Επιπλέον, υπάρχουν και δύο έξοδοι, 
το σήµα z το οποίο παριστάνει σφάλµα και πρέπει να ελαχιστοποιηθεί και η έξοδος  y η 
οποία είναι  η µετρήσιµη µεταβλητή που χρησιµοποιείται για τον έλεγχο του συστήµατος. 
Οι είσοδοι και οι έξοδοι είναι διανύσµατα, ενώ οι P και K πίνακες. 
 Κύριος σκοπός είναι η εύρεση ενός ελεγκτή Κ που σταθεροποιεί το σύστηµα P 
και ικανοποιεί τη συνθήκη µικρού κέρδους, που εκφράζεται ως η τιµή της νόρµας  Η∞ , της 
συνάρτησης µεταφοράς µεταξύ της εξόδου z και της εξωγενούς εισόδου w. Στην 
πραγµατικότητα, δεν έχουµε να αντιµετωπίσουµε ένα πρόβληµα βελτιστοποίησης, αλλά 
ένα πρόβληµα υποβελτιστοποίησης, αφού το ζητούµενο δεν είναι να ελαχιστοποιηθεί η 
νόρµα Η∞ , της συνάρτησης µεταφοράς µεταξύ της εξόδου z και της εξωγενούς εισόδου w 
αλλά να γίνει µικρότερη από µία δεδοµένη τιµή γ. 
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 Το σύστηµα περιγράφεται από τις εξής εξισώσεις: 
 
z
y  = P(s) wu = 

P&&(s) P&*(s)
P*&(s) P**(s)

w
u                     (2.1) 

 
                         u=K(s)y                                         (2.2)   
  
Επίσης, η εξάρτηση του z από το w µπορεί να εκφραστεί ως εξής: 
  z= Fl(P,K),  όπου   Fl(P,K)=P11+P12K(I-P22K)-1P21. 
 Όπως έχει αναφερθεί σκοπός του Η∞ ελέγχου είναι να βρεθεί ελεγκτής Κ, ώστε 
να ελαχιστοποιείται η Η∞ νόρµα του πίνακα µεταφοράς Fl(P,K) η οποία ορίζεται ως εξής: 
|| Fl(P,K)||∞= 	sup

-
	σ	(Fl(P, K)	(jω)) , όπου Fl(P,K) ευσταθής πίνακας και σ (Μ) είναι η 

µέγιστη ιδιόρρυθµη τιµή ενός πίνακα Μ. 
 Άρα, θα πρέπει να ελέγξουµε αν υπάρχει ευσταθής ελεγκτής Κ ώστε να 
ικανοποιείται ότι : ||Fl(P,K)||∞ < γ. Όπως αναφέρθηκε παραπάνω αυτό είναι το γνωστό 
υποβέλτιστο Η∞ πρόβληµα ελέγχου κι η µεταβλητή γ ονοµάζεται ορισµένη Η∞ -απόδοση. 
 
 

2.4 Αβεβαιότητες 
 
 Η ευρωστία συνδέεται άµεσα µε τις αβεβαιότητες του συστήµατος, οι οποίες 
είναι αναπόφευκτες σε ένα πραγµατικό σύστηµα ελέγχου. Με τον όρο αβεβαιότητα 
εννοούµε τη διαφορά ή τα σφάλµατα ανάµεσα στα µοντέλα και στο πραγµατικό σύστηµα 
κι οποιοσδήποτε µηχανισµός χρησιµοποιείται για να εκφραστούν αυτά τα σφάλµατα 
ονοµάζεται αναπαράσταση της αβεβαιότητας. Οι αναπαραστάσεις της αβεβαιότητας 
ποικίλουν ανάλογα µε τη δοµή που εµφανίζονται. Αυτό αντανακλά και στη γνώση µας για 
τους  φυσικούς µηχανισµούς που προκαλούν τις διαφορές ανάµεσα στο µοντέλο και στο 
σύστηµα  και στην ικανότητά µας να αναπαρασταθούν αυτοί οι µηχανισµοί µε τέτοιο 
τρόπο ώστε να διευκολύνεται η εφαρµογή τους. 
 Ανάλογα µε την προέλευσή και τη φύση των αβεβαιοτήτων, την περιγραφή και 
την µοντελοποίηση τους, υπάρχουν και οι κατάλληλες τεχνικές ανάλυσης κι ελέγχου. 
Κατά το σχεδιασµό των νόµων ελέγχου, για να ισχύουν στο πραγµατικό σύστηµα θα 
πρέπει να ληφθούν υπόψη και να περιγράφουν ανάλογα οι αβεβαιότητες. 
Οι λόγοι για τους οποίους εµφανίζονται αβεβαιότητες είναι κυρίως οι εξής:  

• επιρροή από το περιβάλλον του συστήµατος, η οποία εµφανίζεται ως διαταραχή 
• άγνωστες τιµές των παραµέτρων του µοντέλου ή/και µεταβολή των τιµών κατά τη 
λειτουργία του συστήµατος 

• µη γραµµικότητες οι οποίες παραλείπονται κατά τη µοντελοποίηση 
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2.4.1  Είδη αβεβαιοτήτων 
 
 Οι αβεβαιότητες κατηγοριοποιούνται ανάλογα µε το σε ποιο σηµείο 
εµφανίζονται. Έτσι, διακρίνονται δύο κατηγορίες: 
 

• Αβεβαιότητες στα διάφορα σήµατα που εµπλέκονται στο συνολικό σύστηµα. 
Περιλαµβάνονται κυρίως σήµατα διαταραχής στην είσοδο και στην έξοδο του 
συστήµατος καθώς και το θόρυβο στις µετρήσεις και δευτερευόντως σήµατα 
αναφοράς κι ελέγχου. 

• Αβεβαιότητες στα διάφορα υποσυστήµατα που συνθέτουν το συνολικό σύστηµα. 
Περιλαµβάνει κυρίως το µαθηµατικό υπόδειγµα του συστήµατος και ύστερα τον 
ελεγκτή. 

 Στην πρώτη κατηγορία, αβεβαιότητα σηµαίνει ότι τα σήµατα  είναι: τυχαία, 
απρόβλεπτα ή γενικώς η πληροφορία γι’ αυτά είναι ελλιπής. Εδώ η µόνη πληροφορία που 
µπορεί να υπάρχει είναι ότι το σήµα ανήκει σε κάποιο ευρύτερο σύνολο, δηλαδή w ϵ Dw , 
το οποίο ορίζεται µε διάφορους τρόπους ανάλογα µε το βαθµό δοµής που απαιτείται. 
Το παρακάτω σχήµα απεικονίζεται µια αβεβαιότητα που ανήκει σε αυτή την κατηγορία 
[27] : 
 

  
 
                                                Εικόνα 2.3-Αβεβαιότητα διαταραχής 
 
 
 
 Πιθανότατα ο πιο απλός και χρήσιµος τρόπος είναι µέσω ενός φράγµατος στο 
<<µέγεθος>> του σήµατος, δηλαδή: Dw={ w(t) / || w(t) ||s  ≤ 1 }. Τέτοια σύνολα 
αντιστοιχούν στη µοναδιαία µπάλλα του αντίστοιχου χώρου. Αν τα παραπάνω σύνολα 
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είναι πολύ ευρύ για τις ανάγκες συγκεκριµένου προβλήµατος τροποποιείται µε τη χρήση 
συνάρτησης βαρών. Έτσι, τα αβέβαια σήµατα που εισέρχονται στο σύστηµα θεωρούνται 
έξοδοι συνάρτησης µεταφοράς που οδηγούνται από σήµατα µε νόρµα µικρότερη της 
µονάδας. Τέτοια σήµατα απεικονίζονται στη παρακάτω εικόνα [27] : 
  

 
                   
                      Εικόνα 2.4- Αβεβαιότητα σταθµισµένης διαταραχής 
 
 
 
 Στη δεύτερη κατηγορία αυτών των συστηµάτων η αβεβαιότητα προέρχεται από 
µία σειρά αιτιών: αβεβαιότητα στις τιµές των παραµέτρων, ύπαρξη χρονικών 
καθυστερήσεων, αβεβαιότητα στο σύστηµα αυτό καθ’ αυτό λόγω γραµµικοποίησης ή 
προσέγγισης, Εδώ η αβεβαιότητα διακρίνεται σε: 

• δοµηµένη αβεβαιότητα  (structured uncertainty), όπου η µαθηµατική περιγραφή 
είναι τέτοια ώστε να δίνει πληροφορίες σχετικά µε το πως αυτές επηρεάζουν το 
σύστηµα. Περιγράφονται κυρίως στο πεδίο χρόνου. 

• µη δοµηµένες (unstructured uncertainty),  όπου καµία πληροφορία σχετικά µε το 
πως επηρεάζουν το σύστηµα δεν είναι διαθέσιµη. Συνήθως, περιγράφονται στο 
πεδίο της συχνότητας και το µόνο γνωστό είναι κάποιο άνω φράγµα των 
αποκλίσεων µεταξύ µιας ονοµαστικής απόκρισης συχνοτήτων  του συστήµατος και 
των πραγµατικών τιµών των αποκρίσεων συχνοτήτων που λαµβάνονται. 
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2.4.2  Περιγραφή στο πεδίο συχνοτήτων 
 
        Στις µη δοµηµένες αβεβαιότητες ανήκουν κυρίως οι εξής τύποι [28]: 

 

1. προσθετική αβεβαιότητα : Gp(s) = Go(s)+∆(s) 

 

 
                                         Εικόνα 2.5-Προσθετική αβεβαιότητα 

 

2. αντίστροφη προσθετική αβεβαιότητα: (Gp(s))-1 = (Go(s))-1 +∆(s) 

 

 
                                  Εικόνα 2.6-Αντίστροφη προσθετική αβεβαιότητα 
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3. πολλαπλασιαστική αβεβαιότητα εισόδου: Gp(s) = Go(s)[I +∆(s)] 

 

 
                                          Εικόνα 2.7-Πολλαπλασιαστική αβεβαιότητα εισόδου 

 

4. πολλαπλασιαστική αβεβαιότητα εξόδου: Gp(s) = [I +∆(s)]Go(s) 

 

 

  
 

                                                Εικόνα 2.8- Πολλαπλασιαστική αβεβαιότητα εξόδου  

 

5. αντίστροφη πολλαπλασιαστική αβεβαιότητα εισόδου:  
(Gp(s))-1=[I+∆(s)](Gο(s))-1 
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                       Εικόνα 2.9-Αντίστροφη πολλαπλασιαστική αβεβαιότητα εισόδου 
 
 

6.  αντίστροφη πολλαπλασιαστική αβεβαιότητα εξόδου: (Gp(s))-1=(Go(s))-1[I +∆(s)] 
 
 
 

     
   
                                    Εικόνα 2.10-Αντίστροφη πολλαπλασιαστική αβεβαιότητα εξόδου 
 
 
 
 

7. αβεβαιότητα αριστερών παραγόντων : Gp(s) = (M+Δ7)-1( Ν +ΔΝ ) 
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                                      Εικόνα 2.11- Αβεβαιότητα αριστερών παραγόντων 

 

 
 

8. αβεβαιότητα δεξιών παραγόντων : Gp(s) = (N +∆Ν)(Μ +∆Μ)-1 
 

 
 
                                                           Εικόνα 2.12- Αβεβαιότητα δεξιών παραγόντων 
 
 
 
 
Παραπάνω όπου : Gp(s) είναι η πραγµατική συνάρτηση µεταφοράς, Go(s) η ονοµαστική 
συνάρτηση µεταφοράς και Δ(s) η αβεβαιότητα για την οποία ισχύει ότι || Δ(s) ||∞ ≤ k  ή 
σ(Δ(s)) ≤ k. Στις δύο τελευταίες µορφές (Μ,Ν) / (Μ,Ν) είναι αριστεροί / δεξιοί παράγοντες  
του ονοµαστικού µοντέλου του συστήµατος  Go(s), αντίστοιχα, και (Δ7, Δ9) / (ΔΜ, ΔΝ) 
είναι οι διαταραχές στους αντίστοιχους παράγοντες, των οποίων οι άπειρες νόρµες είναι 
επίσης φραγµένες. 
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 Στο πεδίο της συχνότητας είναι επίσης πιθανή και µία δοµηµένη περιγραφή της 
αβεβαιότητας. Αυτή λαµβάνεται, θεωρώντας ένα διαγώνιο µπλοκ-πίνακα ΔG(s)  [25]: 
 

ΔG(s)= 
ΔG& s ⋯ 0
⋮ ⋱ ⋮
0 … ΔG@ s

 

 

 
 
                                          Εικόνα 2.13-Δοµηµένη αβεβαιότητα 
 
 
 

 
 2.4.3  Περιγραφή στο χώρο καταστάσεων 
  

Γενικά, η περιγραφή ενός αβέβαιου συστήµατος στο χώρο καταστάσεων είναι η 
εξής: 

                                
x t = A + ΔΑ x t + B + ΔB u(t)
y t = C + ΔC x t + D + ΔD u(t) 

 
όπου ΔΑ, ΔΒ, ΔC, ΔD περιγράφουν τις αβεβαιότητες οι οποίες σε αυτή την περίπτωση 
είναι κυρίως µεταβολές των παραµέτρων του µοντέλου.  
Σε αυτή την περίπτωση διακρίνουµε τις εξής µορφές αβεβαιότητας: 

• Μη δοµηµένη παραµετρική αβεβαιότητα:   Ο ΔΑ περιέχει όλες τις 
µεταβολές των παραµέτρων, όµως δεν υπάρχει καµία πληροφορία 
σχετικά µε τη δοµή του. Το µόνο γνωστό είναι  ένα άνω φράγµα της 
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νόρµας του: || ΔΑ || ≤ α, όπου α θετικός αριθµός και ||.|| νόρµα τύπου ||.||2  
ή  ||.||∞ . 

• Παραµετρική στοχαστική αβεβαιότητα: Ο ΔΑ έχει την µορφή 
ΔΑ= xJ	GJwJJ  =G(x)w, όπου wi είναι µεταβλητή γκαουσιανού λευκού 
θορύβου και  G γραµµικός πίνακας. Η αβεβαιότητα αυτής της µορφής 
είναι µη δοµηµένη καθώς δεν υπάρχει πληροφορία για τον τρόπο που 
αυτή επηρεάζει το µοντέλο του συστήµατος. 

• Δοµηµένη παραµετρική αβεβαιότητα: Οι συνήθεις τύποι αυτού του 
τύπου αβεβαιότητας είναι οι εξής : 

 

-Γραµµική παραµετρική αβεβαιότητα µε τη µορφή : 

ΔΑ= AJλJL
J , µε λi ϵ [λJ, λJ]. Οι πίνακες Αi προσδιορίζουν τη δοµή της 

αβεβαιότητας στον πίνακα κατάστασης Α. Από γεωµετρική άποψη το 
πεδίο µεταβολής των αβέβαιων παραµέτρων είναι ένα υπερ-ορθογώνιο 
διάστασης k του οποίου οι κορυφές αντιστοιχούν στις ακρότατες τιµές 
του διανύσµατος λ=[λ1….λk]T . 

 

-Πολυτοπική αβεβαιότητα: Εδώ ο πίνακας κατάστασης Α ανήκει σε ένα 
πολύτοπο που ορίζεται ως εξής: Α ϵ DA ={A : Α= AJL

J αJ,  αi ≥ 0, 
αJL

J =1}, όπου k ο αριθµός των κορυφών του πολυέδρου DA. Aυτή η 
µορφή συναντάται συχνά σε πρακτικές εφαρµογές µε πολλαπλά µοντέλα 
όπου κάθε µοντέλο χρησιµοποιείται για ειδικές συνθήκες λειτουργίας. 
Στο παρακάτω σχήµα [25] φαίνεται η οµοιότητα αυτής της αβεβαιότητας 
µε τη γραµµική παραµετρική αβεβαιότητα  αφού το πολύτοπο που 
αντιστοιχεί σε µια δεδοµένη γραµµική περιγραφή είναι το κυρτό σύνολο 
των απεικονίσεων (Α+ AJλJJ ) των κορυφών του υπερ-ορθογωνίου. 
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                         Εικόνα 2.14-Οµοιότητα πολυτοπικής και γραµµικής παραµετρικής  
                                            αβεβαιότητας. 

 

 

 

 

                                                     Εικόνα 2.15- Πολυτοπική αβεβαιότητα 

 

 

-Αβεβαιότητα µε φραγµένη νόρµα: Ορίζεται από τη σχέση ΔΑ=DFE, 
όπου D ϵ ΙRnxr, E ϵ IRlxn, οι οποίοι είναι γνωστοί πίνακες µε χρονικά 
αµετάβλητα στοιχεία που προσδιορίζουν τη δοµή της αβεβαιότητας στο 
πίνακα κατάστασης. Ο F ανήκει στο πεδίο IF={F ϵ IRrxl : FTF ≤ I }, το 
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οποίο είναι ένα ελλειψοειδές µε κέντρο τον πίνακα Α. Μια πιο δοµηµένη 
µορφή είναι η εξής: ΔΑ= ΔΑJL

J  , ΔΑi=DiFiEi , Fi
TFi ≤ I . 

-Πραγµατική θετική αβεβαιότητα: Ορίζεται ως ΔΑ=-DF(I+DoF)-1E, όπου  
D ϵ ΙRnxr, E ϵ IRrxn, οι οποίοι είναι γνωστοί πίνακες µε χρονικά 
αµετάβλητα στοιχεία που προσδιορίζουν τη δοµή της αβεβαιότητας στο 
πίνακα κατάστασης. Ο πίνακας αβεβαιότητας F ανήκει στο πεδίο Fp={F ϵ 
IRrxr : FT+F ≤ 0}. Επίσης, υπάρχει σταθερός πίνακας Do κατάλληλης 
διάστασης που ικανοποιεί την ανισότητα Do+Do

T > 0. H συνθήκη αυτή 
εξασφαλίζει ότι ο όρος Ι+DoF αντιστρέφεται, για κάθε F ϵ Fp. Παρακάτω 
απεικονίζεται η πραγµατική θετική αβεβαιότητα µε αρνητική ανάδραση 
µιας εξόδου z σε µια είσοδο w [25]. 

 

 

 

 

 
 

                         Εικόνα 2.16-Πραγµατική θετική αβεβαιότητα  

 

 

 

 

Μια περισσότερο δοµηµένη µορφή από την προηγούµενη γράφεται:  

 ΔΑ= ΔΑJL
J , όπου ΔΑi=-DiFi(I+DoiFi)-1Ei και 

FJ:	FJO + FJ ≥ 0
DQJO + DQJ > 0
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Μπορεί να αποδειχθεί ότι η περιγραφή αυτή είναι ισοδύναµη µε την 
αβεβαιότητα µε φραγµένη νόρµα. Το ισοδύναµο µοντέλο [25] 
αβεβαιότητας µε φραγµένη νόρµα είναι : 

A+ΔA=A-D(Do+Do
T)-1E+D(Do+Do

T)-1/2Fd(Do+Do
T)-1/2E =Ad+DdFdEd , 

 όπου : 

 Fd=I-(Do+Do
T)1/2F(I+DoF)-1(Do+Do

T)1/2  και Fd
TFd ≤ I  

 και  

Αd=A- D(Do+Do
T)-1E, Dd= D(Do+Do

T)-1/2, Ed=(Do+Do
T)-1/2E. 

Σύµφωνα µε τη βιβλιογραφία, η πραγµατική θετική αβεβαιότητα µπορεί 
να είναι µία πιο σύγχρονη περιγραφή σε σύγκριση µε την αβεβαιότητα µε 
φραγµένη νόρµα. 

 

                   -Πραγµατική φραγµένη αβεβαιότητα: Είναι της µορφής  

ΔΑ=DF(I+DoF)-1E, D ϵ ΙRnxr, E ϵ IRlxn, οι οποίοι είναι γνωστοί πίνακες µε 
χρονικά αµετάβλητα στοιχεία που προσδιορίζουν τη δοµή της 
αβεβαιότητας στον Α. Ο πίνακας αβεβαιότητας F ανήκει στο πεδίο IF={F 
ϵ IRrxl : FTF ≤ l} κι ο σταθερός πίνακας Do ικανοποιεί την ανισότητα: 
I+Do

TDo > 0. Αυτός ο τύπος θεωρείται ότι επιδρά στο βρόχο ανάδρασης 
όπως στο ακόλουθο σχήµα :  

 

 
                  Εικόνα 2.17-Πραγµατική φραγµένη αβεβαιότητα 
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Όπως και για την αβεβαιότητα µε φραγµένη νόρµα, µια περισσότερο 
δοµηµένη µορφή είναι:  

ΔΑ= ΔΑJL
J , όπου ΔΑi=DiFi(I+DoiFi)-1Ei και 

FJ:	FJOFJ ≤ Ι
Ι − DQJO DQJ > 0

. 

Υπάρχει ακόµη η ισοδυναµία µε την αβεβαιότητα µε φραγµένη νόρµα 
και αυτή είναι: 

A+ΔA=A+D(Ι-Do
TDo)-1Do

TE+D(Ι-Do
TDo)-1/2Fd(I-Do

TDo)-1/2E=Ad+DdFdEd  

όπου : 

 Fd=[(I-Do
T Do)1/2F(I-DoF)-1-(I-Do

TDo)-1/2Do
T](I- Do

TDo)1/2  και Fd
TFd ≤ I  

 και  

Αd=A+D(I-Do
T Do)-1 Do

T E, Dd= D(I-Do
T Do)-1/2, Ed=(I-DoDo

T)-1/2E. 
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3ο	ΚΕΦΑΛΑΙΟ			
 
 
ΕΥΡΩΣΤΟΣ  ΠΡΟΒΛΕΠΤΙΚΟΣ ΕΛΕΓΧΟΣ  
 
 
3.1  Εισαγωγή στον Προβλεπτικό Έλεγχο 
 

Ο  Προβλεπτικός Έλεγχος (ή όπως ονοµάζεται στα Αγγλικά: Model Predictive 
Control (MPC) ), ανήκει στην οικογένεια των ελεγκτών που αποτελεί την πιο ευρέως 
χρησιµοποιούµενη προσέγγιση ελέγχου για όλα τα είδη συστηµάτων (γραµµικά, µη 
γραµµικά, πολυµεταβλητά, µε περιορισµούς κ.τ.λ. ). Αυτό σηµαίνει  πως µπορεί να 
εφαρµοστεί από το πιο απλό έως το πιο σύνθετο σύστηµα. 
 Ο Προβλεπτικός Έλεγχος εφαρµόζεται επιτυχώς εδώ και 20 χρόνια. Οι 
δυνατότητες και η ικανότητά του να αντιµετωπίζει εύκολα τα σύνθετα πολυµεταβλητά 
προβλήµατα ελέγχου µε περιορισµούς, το κατατάσσουν στις πιο δηµοφιλείς κι αποδεκτές 
µεθόδους τόσο στη βιοµηχανική όσο και στην ακαδηµαϊκή κοινότητα. 
 Με τον όρο µοντέλο προβλεπτικού ελέγχου (MPC), δεν εννοείται µια 
συγκεκριµένη στρατηγική ελέγχου, αλλά µία σειρά από µεθόδους ελέγχου που κάνουν 
χρήση του µοντέλου της διαδικασίας για να συµπεριλάβουν το σήµα ελέγχου 
ελαχιστοποιώντας µια αντικειµενική συνάρτηση. Συνοπτικά, ο Προβλεπτικός νόµος 
ελέγχου αποτελείται από τα εξής στοιχεία: 

 
• Το νόµο ελέγχου που εξαρτάται από την προβλεπόµενη συµπεριφορά. 
• Τα αποτελέσµατα των προβλέψεων που υπολογίζονται χρησιµοποιώντας 
ένα µοντέλο διαδικασίας. 
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• Την τρέχουσα είσοδο, που καθορίζεται βελτιστοποιώντας κάποιο µέτρο της 
προβλεπόµενης απόδοσης. 

• Την είσοδο ελέγχου που ενηµερώνεται σε κάθε χρονική στιγµή 
δειγµατοληψίας. Αυτός είναι κι ο ορισµός του κυλιόµενου ορίζοντα 
(receding horizon) [19]. 

Υπάρχουν πολλοί αλγόριθµοι  για τον Προβλεπτικό Έλεγχο. Αναφορικά µερικοί από 
αυτούς είναι: 

• DMC (Dynamic Matrix Control): Ο πρώτος MPC αλγόριθµος ο οποίος 
παρουσιάστηκε από τους Cutler και Remaker το 1980. Το µοντέλο που 
χρησιµοποιήθηκε είναι γραµµικό βηµατικής απόκρισης (step response). Το 
πρόβληµα βελτιστοποίησης λύνεται µε τη µέθοδο των ελαχίστων τετραγώνων. 
 

• QDMC (Quadratic Dynamic Matrix Control): Περιγράφηκε για πρώτη φορά από 
τον Cutler το 1983. Μερικά χρόνια αργότερα οι Garcia και Morshedi παρουσίασαν 
µια πιο κατανοητή περιγραφή. Χρησιµοποιήθηκε τετραγωνικός προγραµµατισµός 
για τη λύση του προβλεπτικού βέλτιστου ελέγχου µε περιορισµούς, όπου το 
σύστηµα είναι γραµµικό και οι περιορισµοί παρουσιάζονται ως γραµµικές 
ανισότητες. 
 

• IDCOM (Identification and Command): Παρουσιάστηκε για πρώτη φορά το 1987. 
Χρησιµοποιείται µοντέλο παλµικής απόκρισης και το πρόβληµα βελτιστοποίησης  
λύνεται µε τετραγωνικό προγραµµατισµό. Οι βέλτιστες είσοδοι υπολογίζονται 
χρησιµοποιώντας έναν επαναληπτικό αλγόριθµο. 
 

• GPC (Generalized Predictive Control): Μελετήθηκε από τον Clarke το 1987 κι 
αποτελεί το πιο δηµοφιλή προβλεπτικό αλγόριθµο τόσο στη βιοµηχανική όσο και 
στην ακαδηµαϊκή κοινότητα. Η βασική ιδέα του GPC είναι ο υπολογισµός της 
ακολουθίας των µελλοντικών δράσεων ελέγχου  µε τέτοιο τρόπο ώστε να 
ελαχιστοποιείται µια συνάρτηση κόστους ορισµένη πάνω σε έναν ορίζοντα 
πρόβλεψης. Ο δείκτης που βελτιστοποιείται είναι η προσδοκώµενη τετραγωνική 
συνάρτηση που υπολογίζει την απόσταση µεταξύ της προβλεπόµενης εξόδου του 
συστήµατος και κάποιας ακολουθίας αναφοράς πάνω σε ένα χρονικό ορίζοντα. 

  
 Ο Προβλεπτικός Έλεγχος έχει την ικανότητα να παρουσιάζει τη βέλτιστη 
συµπεριφορά και να ικανοποιεί τους περιορισµούς  του συστήµατος. 
Επίσης, εξετάζει τις µελλοντικές δράσεις ελέγχου [19], υπολογίζοντας τις προβλέψεις της 
συµπεριφοράς του συστήµατος, πάνω από κάποιο χρονικό ορίζοντα. Σε αντίθεση, µε τον 
Προβλεπτικό Έλεγχο, οι αναλογικοί-ολοκληρωτικοί-διαφορικοί-ελεγκτές  (PID)  και οι 
Γραµµικοί Τετραγωνικοί Ρυθµιστές (LQR) δεν έχουν προβλεπτική ικανότητα. 
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 Παρακάτω καταγράφονται οι λόγοι, για τους οποίους ο Προβλεπτικός Έλεγχος 
είναι από τους πιο δηµοφιλείς νόµους ελέγχου τόσο στη βιοµηχανική όσο και στην 
ακαδηµαϊκή κοινότητα: 

• Η διαδικασία βελτιστοποίησης πραγµατοποιείται σε πραγµατικό χρόνο. 
• Η απλή σχεδίαση του συστήµατος, παρά το γεγονός ότι γίνεται χειρισµός σύνθετων 
προβληµάτων. 

• Δεν περιορίζεται µόνο στη σταθερή κατάσταση ή στα διακριτά χρόνου δυναµικά 
συστήµατα. 

• Διαχειρίζεται την ύπαρξη ευρωστίας στο σύστηµα. 
• Χρησιµοποιεί πολυµεταβλητά συστήµατα, στα οποία οι παράµετροί του 
σχετίζονται µε µηχανικές πτυχές του συστήµατος. Αυτό έχει ως αποτέλεσµα να 
µπορεί να ρυθµιστεί από µηχανικούς. 

• Η ικανότητα χειρισµού, τόσο των χαλαρών όσο  και των αυστηρών περιορισµών 
του πολυµεταβλητού συστήµατος, η οποία είναι ιδιαίτερα ελκυστική σε 
βιοµηχανίες στις οποίες υπάρχουν όρια στη διαδικασία διεργασίας. 
  

 Όπως είναι φυσικό, εκτός από πλεονεκτήµατα έχει και κάποια µειονεκτήµατα. Το 
πιο σηµαντικό είναι ότι θα πρέπει να είναι διαθέσιµο ένα κατάλληλο µοντέλο της 
διαδικασίας. Επίσης, παρόλο που ο νόµος ελέγχου είναι εύκολο να εφαρµοστεί κι απαιτεί 
λίγο υπολογισµό, o σχεδιασµός του είναι πιο περίπλοκος σε σχέση µε τους κλασσικούς 
PID ελεγκτές. Όταν στο σύστηµα υπάρχουν και περιορισµοί τότε οι υπολογισµοί γίνονται 
ακόµα πιο δύσκολοι. Όµως, τα πλεονεκτήµατα υπερτερούν σε σχέση µε τα µειονεκτήµατα 
και γι’ αυτό το λόγο ο Προβλεπτικός Έλεγχος αποτελεί έναν από τους πιο σηµαντικούς και 
αποδεκτούς νόµους ελέγχου κι εφαρµόζεται ευρέως.  
 
 
3.1.1  Βιβλιογραφική ανασκόπηση 
 
 Ο Προβλεπτικός Έλεγχος προκαλεί µεγάλο ενδιαφέρον τόσο στη βιοµηχανική όσο 
και στην ακαδηµαϊκή κοινότητα τα τελευταία χρόνια. Πολλές αναφορές βιοµηχανικών 
εφαρµογών επιβεβαιώνουν τη δηµοτικότητα, η οποία οφείλεται στην αποτελεσµατική 
αντιµετώπιση του µε πολυµεταβλητά προβλήµατα ελέγχου µε περιορισµούς. 

Η ιδέα του Προβλεπτικού Ελέγχου έχει µεγάλη ιστορία. Η πρώτη προσέγγιση στην 
έννοια του Προβλεπτικού Ελέγχου τοποθετείται το1962, όταν αναγνωρίστηκαν για πρώτη 
φορά από τους Zaden και Whalen οι συνδέσεις µεταξύ βελτιστοποίησης προβλήµατος 
ελέγχου ελαχίστου χρόνου και του γραµµικού προγραµµατισµού. 
 Ένα χρόνο µετά, ο Propoi πρότεινε την αρχή κυλιόµενου ορίζοντα η οποία 
αποτελεί τον πυρήνα των αλγορίθµων του Προβλεπτικού Ελέγχου. 
Το 1982, ο Gutman επανεξέτασε στη διατριβή του την εκτεταµένη έρευνα που είχε γίνει 
για τον κυλιόµενο ορίζοντα στη δεκαετία του 1970. Η σύνδεση αυτής της δουλειάς και του 
Προβλεπτικού Ελέγχου ανακαλύφθηκε το 1983 από τους Cauchy και Sebory. 
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 Οι επόµενες αναφορές χρονολογούνται στα τέλη του 1970. Το 1978 ο  Richalet 
δηµοσίευσε άρθρα επιτυχηµένων εφαρµογών του Προβλεπτικού Ελέγχου, ενώ το 1979 
µερικοί µηχανικοί της Shell (Cutler και Remaker, Prett και Gillette)  περιέγραψαν την 
επιτυχηµένη εφαρµογή του Προβλεπτικού Ελέγχου σε υγρό καταλύτη πυρόλυσης. Και 
στις δύο περιπτώσεις ο αλγόριθµος χρησιµοποιεί το δυναµικό µοντέλο του συστήµατος σε 
κλειστή µορφή για να προβλέψει  το αποτέλεσµα των µελλοντικών δράσεων των 
χειραγωγούµενων µεταβλητών στην έξοδο [8]. 
 Η δηµοτικότητα του στις Βιοµηχανίες Χηµικών Διεργασιών  αυξήθηκε σταθερά 
στη δεκαετία του 1980. Το 1982, ο Mehra εξετάζει ένα µεγάλο αριθµό εφαρµογών του 
Προβλεπτικού Ελέγχου, όπως στην αεροδυναµική σήραγγα και σε µια γεννήτρια ατµού. 
Το 1985 ο Matsko συνοψίζει πολλές επιτυχηµένες εφαρµογές στη βιοµηχανία πολτού και 
χαρτιού. 
 Το µοντέλο εύρωστου προβλεπτικού ελέγχου εµφανίστηκε για πρώτη φορά το 
1987 από τους Campo και Morari. Το 1996 παρουσιάστηκε το ονοµαστικό µοντέλο 
προβλεπτικού ελέγχου από τον de Nicolao στο οποίο υπάρχει ένα είδος ευρωστίας. Όµως, 
το 1999 οι Bemporad και Morari θεώρησαν την ανάλυση της ευρωστίας του µοντέλου 
προβλεπτικού ελέγχου πιο δύσκολη από την σύνθεση του, εξαιτίας της on-line 
βελτιστοποίησης. Συγκεκριµένα πιο ενεργή έρευνα σχετικά µε τον εύρωστο προβλεπτικό 
έλεγχο πραγµατοποιήθηκε από τους: Kothare(1995), Scokaert και Mayne (1998), 
Bemporad και Morari (1999), Chisci (2001), Cuzzola (2002), Mayne (2005). Το µοντέλο 
εύρωστου προβλεπτικού ελέγχου αποτελεί µία εποικοδοµητική τεχνική, η οποία λαµβάνει 
υπόψιν τις αβεβαιότητες κατά τη διάρκεια του σχεδιασµού της διαδικασίας του ελεγκτή.
 Πολύ εντυπωσιακά αποτελέσµατα, έχουν σηµειωθεί τελευταία σε ότι αφορά την 
ευστάθεια των µοντέλων προβλεπτικού ελέγχου µε περιορισµούς. Επίσης, ο Campo, 
Morrari και Allwright  χρησιµοποιώντας προσεγγίσεις από τον εύρωστο έλεγχο έφεραν 
στην επιφάνεια σηµαντικά αποτελέσµατα. Η βασική ιδέα είναι ότι οι αβεβαιότητες της 
διαδικασίας πρέπει να λαµβάνονται υπόψη µε τέτοιο τρόπο ώστε µε τον σχεδιασµό του 
MPC να βελτιστοποιείται η αντικειµενική συνάρτηση για την χειρότερη περίπτωση των 
αβεβαιοτήτων. 
 Τα τελευταία χρόνια χρησιµοποιείται όλο και περισσότερο στη σχεδίαση του 
Προβλεπτικού Ελέγχου η µέθοδος περιγραφής του χώρου καταστάσεων (Ricker 1991, 
Rawlings 2000, Maciejowski  2002). Τέλος, στις µέρες µας ο Προβλεπτικός Έλεγχος 
εφαρµόζεται σε ποικίλους τύπους συστηµάτων µε γρήγορη δυναµική, όπως αεροπλάνο, 
δορυφόρος και ροµποτική [22]. 
 
 
3.2   Η έννοια του Προβλεπτικού Ελέγχου 
 

Ο Προβλεπτικός Έλεγχος ανήκει σε µια κατηγορία αλγορίθµων, όπου 
χρησιµοποιείται ένα δυναµικό µοντέλο του συστήµατος για την πρόβλεψη των 
µελλοντικών δράσεων των χειραγωγούµενων µεταβλητών στην έξοδο του συστήµατος. Η  
έξοδος του συστήµατος πρέπει να ακολουθεί συγκεκριµένη τροχιά αναφοράς, ώστε το 
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σύστηµα να συµπεριφέρεται µε τον επιθυµητό τρόπο. Σκοπός του ελεγκτή είναι να βρεθεί 
η ακολουθία δράσεων εισόδου πάνω από έναν προκαθορισµένο µελλοντικό χρονικό 
ορίζοντα, έτσι ώστε η µελλοντική έξοδος (predicted output ) να οδηγηθεί όσο πιο κοντά 
γίνεται στην τροχιά στόχου (setpoint trajectory). 
Η βασική ιδέα κι ο τρόπος υπολογισµού του νόµου ελέγχου παρουσιάζονται στην εικόνα 
3.1 [12]. 
 

 
 
                                          Εικόνα 3.1-Η βασική ιδέα του Προβλεπτικού Ελέγχου   
 
 
 Τη χρονική στιγµή k, υπολογίζονται οι τιµές των χειραγωγούµενων µεταβλητών u, 
για τις επόµενες Μ χρονικές στιγµές, δηλαδή υπολογίζονται οι: 
{u(k), u(k+1),…, u(k+M-1)}.  
Εποµένως, λύνεται το πρόβληµα βελτιστοποίησης και υπολογίζεται η βέλτιστη λύση  
U*(t), ώστε να ελαχιστοποιούνται οι αποκλίσεις κατάστασης κι ελέγχου από το σηµείο 
ρύθµισης πάνω από τις µελλοντικές Ρ δειγµατοληψίες, εφαρµόζοντας τις βέλτιστες τιµές 
των µεταβλητών ελέγχου/εισόδου. 
Στη συνέχεια, µόνο το πρώτο στοιχείο ελέγχου u(k) εφαρµόζεται ως είσοδος στο σύστηµα. 
Την επόµενη χρονική στιγµή k+1, η βελτιστοποίηση επαναλαµβάνεται για τις επόµενες Μ 
χρονικές στιγµές, δηλαδή από τη χρονική στιγµή k+1 µέχρι την k+Μ, κι ως είσοδο στο 
σύστηµα τώρα εφαρµόζεται η u(k+1). Η παραπάνω διαδικασία επαναλαµβάνεται για όλες 
τις χρονικές στιγµές που ακολουθούν, µέχρι να επιτευχθεί η επιθυµητή τιµή του σηµείου 
αναφοράς. 
Τέλος, να σηµειωθεί ότι ο αριθµός των παραµέτρων που χρησιµοποιείται για να 
καταγραφεί η µελλοντική τροχιά ελέγχου Μ, ονοµάζεται ορίζοντας ελέγχου (control 
horizon), ενώ ο αριθµός των µελλοντικών εξόδων (control variable)  υπολογίζεται 
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χρησιµοποιώντας τον ορίζοντα ελέγχου και δηλώνει πόσο µακριά θέλουµε να προβλεφθεί 
το µέλλον, ονοµάζεται προβλεπτικός ορίζοντας (predictive control). Ισχύει ότι Μ<=Ν. 
 Εποµένως, σε κάθε χρονική στιγµή ξεκινώντας από την τρέχουσα κατάσταση, ένα 
βέλτιστο πρόβληµα λύνεται πάνω από ένα πεπερασµένο ορίζοντα. 
Την επόµενη χρονική στιγµή, ο υπολογισµός επαναλαµβάνεται ξεκινώντας από τη νέα 
κατάσταση και πάνω από ένα αλλαγµένο ορίζοντα, καθώς ο ορίζοντας πρόβλεψης σε κάθε 
βήµα προχωράει ένα βήµα µπροστά. Η λύση βασίζεται σε ένα δυναµικό  µοντέλο το οποίο 
σέβεται όλους τους περιορισµούς των εισόδων κι εξόδων και βελτιστοποιεί ένα δείκτη 
απόδοσης.[21] 
 Η παραπάνω διαδικασία αποτελεί τη βασική αρχή του Προβλεπτικού Ελέγχου 
δηλαδή του Model Predictive Control ή αλλιώς Receding Horizon Control (RHC), αφού σε 
κάθε χρονική στιγµή, ο ορίζοντας πρόβλεψης κινείται ένα βήµα προς τα εµπρός, 
<<αδιαφορώντας>> για το παρελθόν. 
Η εικόνα 3.2 απεικονίζει τη φιλοσοφία του RHC. 
 

 
                                                        
                                                                     Εικόνα 3.2-Η αρχή του RHC 
  
 Από την παραπάνω εικόνα φαίνεται, ότι στο χρόνο t το βέλτιστο πρόβληµα 
ελέγχου λύνεται για την αρχική κατάσταση x(t) µε έναν ορίζοντα πρόβλεψης Νp. Από την 
ακολουθία των βέλτιστων προβλεπόµενων εισόδων ελέγχου u*(t)={u0*(t),…, uN-1*(t)}, το 
πρώτο στοιχείο u0*(t) εφαρµόζεται στο σύστηµα µέχρι την επόµενη χρονική στιγµή. Στο 
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t+1 ο ορίζοντας έχει προχωρήσει ένα βήµα µπροστά, νέες µετρήσεις για την κατάσταση 
x(t+1) γίνονται και το πρόβληµα βέλτιστου ελέγχου λύνεται ξανά για τα νέα δεδοµένα. 
Αν οι προβλέψεις ήταν ακριβείς και δεν υπήρχαν αβεβαιότητες, τότε τα πρώτα Νp-1 
στοιχεία του u*(t+1) θα ήταν ίδια µε τα τελευταία Νp-1 στοιχεία του u*(t). Όµως, στην 
πραγµατικότητα υπάρχει συνήθως ένας βαθµός αβεβαιοτήτων, οπότε το u0*(t+1) θα 
διαφέρει από το u1*(t). Από την στιγµή που ο ορίζοντας πάει συνεχόµενα ένα βήµα 
µπροστά και χρησιµοποιούνται συνεχώς καινούριες µετρήσεις της κατάστασης του 
συστήµατος, εµφανίζεται ένα είδος ευρωστίας έναντι των σφαλµάτων και των 
διαταραχών. Τέλος, ο RHC εισάγει την ανάδραση σε ένα σύστηµα κλειστού βρόγχου. 
 Εποµένως, ο Προβλεπτικός Έλεγχος σε αντίθεση µε τους περισσότερους 
αλγορίθµους ελέγχου, έχει την ικανότητα να προβλέπει τη µελλοντική απόκριση του 
συστήµατος, να ενεργεί µε τέτοιο τρόπο ώστε να επιτευχθεί η επιθυµητή συµπεριφορά της 
απόδοσης του ελεγκτή και να περιγράφει την συµπεριφορά του συστήµατος στο παρελθόν, 
το παρόν και το µέλλον. 
 Ο Προβλεπτικός Έλεγχος προβλέπει την αλλαγή στις εξαρτηµένες µεταβλητές του 
συστήµατος, οι οποίες θα προκληθούν από αλλαγές στις ανεξάρτητες µεταβλητές. 
Επιπροσθέτως, χρησιµοποιεί τις τρέχουσες µετρήσεις του συστήµατος, την τρέχουσα 
δυναµική κατάσταση της διαδικασίας, τους περιορισµούς και τους στόχους του 
συστήµατος για να υπολογίσει τις µελλοντικές αλλαγές στις εξαρτηµένες (manipulated) 
µεταβλητές. 
Τυπικά, στέλνει µόνο την πρώτη αλλαγή σε κάθε ανεξάρτητη µεταβλητή για να εφαρµόσει 
και να επαναλάβει τον υπολογισµό. 
 Βασικό χαρακτηριστικό γνώρισµα είναι η χρήση του µοντέλου του συστήµατος για 
την πρόβλεψη της µελλοντικής συµπεριφοράς των ελεγχόµενων παραµέτρων. Γι’ αυτό 
είναι αναγκαία η περιγραφή ενός καλού δυναµικού µοντέλου συστήµατος ώστε να έχουµε 
ακριβείς µελλοντικές προβλέψεις . Ένα ανεπαρκές µοντέλο οδηγεί συνήθως σε λάθος 
συµπεράσµατα. Παρόλα αυτά επιθυµούµε ένα απλό µοντέλο, το οποίο θα παρέχει 
ικανοποιητικά ακριβείς προβλέψεις. Είναι φανερό πως η ποιότητα του ελεγκτή εξαρτάται 
άµεσα από την ακρίβεια του µοντέλου του ελέγχου του συστήµατος. Γι’ αυτό το λόγο η 
επιλογή του είναι το πιο σηµαντικό κοµµάτι στο σχεδιασµό του ελεγκτή. Τέλος, στους 
περισσότερους αλγορίθµους  χρησιµοποιούνται γραµµικά µοντέλα αν και µπορούν να 
χρησιµοποιηθούν και µη γραµµικά [20]. 
 
 
3.2.1  Προβλεπτικός Έλεγχος στην καθηµερινή ζωή 
 

Ο Προβλεπτικός Έλεγχος απεικονίζει τη συµπεριφορά των ανθρώπων, οι οποίοι 
επιθυµούν να οδηγηθούν στο καλύτερο προβλεπόµενο αποτέλεσµα σε συγκεκριµένο 
χρόνο, µε βάση τη πληροφορία που έχουν. Η βασική ιδέα του Προβλεπτικού Ελέγχου 
απεικονίζεται στα παρακάτω παραδείγµατα από την καθηµερινή µας ζωή. 
 Η προβλεπτική σκέψη είναι δεδοµένη στην καθηµερινότητα του ανθρώπου. 
Χαρακτηριστικό παράδειγµα αποτελεί η οδήγηση αυτοκινήτου. Κατά την οδήγηση, ο 
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οδηγός παρατηρεί τη µελλοντική δοµή του δρόµου ώστε να κάνει τις απαραίτητες 
κινήσεις, φρενάρει πριν µπει στη στροφή, πατάει περισσότερο το γκάζι όταν ο δρόµος 
πρόκειται να γίνει ανηφορικός και µειώνει ταχύτητα όταν στο οπτικό του πεδίο εµφανιστεί 
άλλο αµάξι που προπορεύεται µπροστά του µε µικρότερη ταχύτητα. Με λίγα λόγια, ο 
οδηγός γνωρίζει την επιθυµητή τροχιά για ένα πεπερασµένο ορίζοντα ελέγχου και 
λαµβάνοντας υπόψιν τα χαρακτηριστικά του αυτοκινήτου αποφασίζει ποιες ενέργειες 
ελέγχου (επιτάχυνση, φρενάρισµα, στρίψιµο τιµονιού)  να εφαρµόσει έτσι ώστε να 
ακολουθήσει την επιθυµητή τροχιά. Μόνο οι πρώτες ενέργειες ελέγχου λαµβάνονται σε 
κάθε χρονική στιγµή  και η διαδικασία επαναλαµβάνεται για τις επόµενες αποφάσεις 
ελέγχου µέσα στον ορίζοντα ελέγχου. Παρακάτω απεικονίζεται το παραπάνω παράδειγµα : 
 
 
 

 
                        
                                              Εικόνα 3.3-Οδήγης αυτοκινήτου και προβλεπτικός έλεγχος 

 
 Άλλο παράδειγµα από την καθηµερινή ζωή είναι όταν διασχίζουµε το δρόµο. Δεν 
µας αρκεί µόνο να γνωρίζουµε ότι εκείνη τη στιγµή  δεν υπάρχουν αµάξια πάνω σε αυτόν, 
ανάµεσα σε εµάς και στην απέναντι πλευρά ελέγχουµε αν υπάρχουν αυτοκίνητα στο 
δρόµο σε κάποια απόσταση από εµάς, τα οποία θα περάσουν από µπροστά µας σύντοµα. 
Με αυτό το τρόπο, προβλέπουµε αν θα χτυπηθούµε από αµάξι οποιαδήποτε στιγµή 
διασχίζοντας το δρόµο. Αν η απάντησή µας είναι θετική, δηλαδή ότι θα χτυπηθούµε από 
κάποιο αµάξι περιµένουµε στο πεζοδρόµιο. Ειδάλλως, δηλαδή αν η απάντηση είναι 
αρνητική, διασχίζουµε κανονικά το δρόµο. Καθώς, διασχίζουµε το δρόµο κοµµάτι του 
εντός της όρασής µας κινείται µαζί µας, ώστε να ελέγχουµε τα επόµενα µέτρα του δρόµου 
µπροστά µας. Καθ’ όλη τη διάρκεια που διασχίζουµε το δρόµο συνηθίζουµε να ελέγχουµε 
και να συλλέγουµε πληροφορίες από το µακρινό ορίζοντα, µε βάση τις οποίες 
ενηµερώνουµε τις προβλέψεις µας κι άρα τις κινήσεις µας πάνω στο δρόµο. Κάθε νέα 
πληροφορία που λαµβάνουµε αλλάζει τις αποφάσεις µας και µε το τρόπο αυτό, αν 
χρειαστεί αλλάζουµε την πορεία µας, κατά µήκος του δρόµου. 
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3.3 Προβλεπτικός Έλεγχος και Μαθηµατικά 
 

Η θεωρία ελέγχου είναι κλάδος της µηχανικής και των υπολογιστικών 
µαθηµατικών  που ασχολείται µε την συµπεριφορά του δυναµικού συστήµατος µε 
εισόδους. Ο βασικός στόχος είναι ο έλεγχος του συστήµατος έτσι ώστε η έξοδος να 
ακολουθεί  το επιθυµητό σήµα ελέγχου που ονοµάζεται  reference. 
Γι’ αυτό το λόγο, σχεδιάζεται ένας ελεγκτής. Η διαφορά ανάµεσα  στην πραγµατική και 
την επιθυµητή έξοδο, το οποίο ονοµάζεται error signal, κι εφαρµόζεται ως ανάδραση  
(feedback) στην είσοδο του συστήµατος. 
 Ο βέλτιστος έλεγχος  αποτελεί από τις πιο βασικές τεχνικές ελέγχου, όπου το σήµα 
ελέγχου (control signal)  βελτιστοποιεί  ένα συγκεκριµένο δείκτη κόστους. Ο 
Προβλεπτικός Έλεγχος αποτελεί µία από τις πιο ευρέως χρησιµοποιούµενες µεθόδους 
βέλτιστου ελέγχου, καθώς λαµβάνει ρητά υπόψιν τους περιορισµούς στα σήµατα του 
συστήµατος. Η δοµή του βέλτιστου ελέγχου στον Προβλεπτικό Έλεγχο πρέπει να είναι 
τέτοια ώστε να µην βελτιστοποιείται η πραγµατική απόδοση του κλειστού βρόγχου 
συστήµατος ελέγχου. 
 Ο Προβλεπτικός Έλεγχος που σχεδιάζεται για τα συστήµατα βασίζεται σε ένα 
µαθηµατικό µοντέλο του συστήµατος. 
Η επιλογή του δυναµικού µοντέλου είναι ιδιαίτερα σηµαντική καθώς θα µας οδηγήσει σε 
ακριβείς προβλέψεις στο µέλλον. 
Το µοντέλο που χρησιµοποιείται είναι ένα µοντέλο χώρων καταστάσεων (state space 
model). Χρησιµοποιώντας ένα τέτοιο µοντέλο, η παρούσα πληροφορία που απαιτείται για 
την πρόβλεψη αναπαριστάται από την µεταβλητή κατάστασης την τρέχουσα χρονική 
στιγµή.  
 Ο Προβλεπτικός Έλεγχος εφαρµόζεται τόσο σε συνεχείς χώρους καταστάσεων όσο 
και σε διακριτούς. 
Η διαφορά είναι ότι στους πρώτους  όλοι οι παράµετροι που χρησιµοποιούνται στο 
σχεδιασµό του ελεγκτή, όπως ο ορίζοντας πρόβλεψης, βασίζονται σε πραγµατικούς 
χρόνους ενώ στους δεύτερους βασίζονται στον αριθµό των δειγµάτων. 
Στα συνεχή, παρόλο που το µοντέλο κι ο σχεδιασµός βασίζονται σε συνεχή χρόνο, η 
εφαρµογή αποδίδεται σε ψηφιακό περιβάλλον, το οποίο δίνει αρκετά πλεονεκτήµατα στο 
σύστηµα, όπως γρήγορο ρυθµό δειγµατοληψίας.  
 Η φιλοσοφία του Προβλεπτικού Ελέγχου είναι ο υπολογισµός  µιας τροχιάς 
µελλοντικών χειραγωγούµενων µεταβλητών ώστε να βελτιστοποιηθεί η µελλοντική 
συµπεριφορά της εξόδου του συστήµατος. Τέλος, ο ορίζοντας πρόβλεψης είναι σταθερός. 
 
 
 
 
3.3.1  Μοντέλο στο χώρο καταστάσεων 
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Ο Προβλεπτικός Έλεγχος χρησιµοποιεί ένα δυναµικό µοντέλο του συστήµατος για 

να προβλέψει τις µελλοντικές δράσεις των χειραγωγούµενων µεταβλητών στην 
µελλοντική έξοδο. Οι µελλοντικές κινήσεις των χειραγωγούµενων µεταβλητών µπορούν 
να προσδιοριστούν ελαχιστοποιώντας τη διαφορά ανάµεσα στο σηµείο αναφοράς 
(setpoint) και στην προβλεπόµενη έξοδο. 
Αυτοί οι υπολογισµοί βελτιστοποίησης πραγµατοποιούνται  σε κάθε χρονική στιγµή 
χρησιµοποιώντας τις τελευταίες µετρήσεις. Εποµένως, µόνο η πρώτη υπολογισµένη 
κίνηση της χειραγωγούµενης µεταβλητής χρησιµοποιείται, αφού σε κάθε χρονικό βήµα οι 
µεταβλητές υπολογίζονται ξανά. 
 Είναι φανερό, ότι η επιλογή του δυναµικού µοντέλου που θα χρησιµοποιηθεί για το 
σχεδιασµό του ελεγκτή είναι ιδιαίτερα σηµαντική καθώς ένα καλό µοντέλο µας οδηγεί σε 
ακριβής πρόβλεψη του µοντέλου. Επίσης, πρέπει να είµαστε ιδιαίτερα προσεχτικοί µε το 
µοντέλο που θα επιλέξουµε καθώς αυτό περιγράφει τη δυναµική του συστήµατος. 
 Το πρώτο βήµα για το σχεδιασµό του ελεγκτή είναι η περιγραφή του µαθηµατικού 
µοντέλου µε τη χρήση των πινάκων (A, B,C). Στη συνέχεια, υπολογίζεται η προβλεπόµενη 
έξοδος της διεργασίας µε τις µελλοντικές δράσεις ελέγχου ΔU, σα σηµείο ρύθµισης. 
Έπειτα, ο Προβλεπτικός Έλεγχος πρέπει να φέρει την προβλεπόµενη έξοδο όσο το δυνατό 
πιο κοντά στην επιθυµητή τροχιά. Σκοπός είναι να βρεθεί το καλύτερο διάνυσµα ελέγχου 
ΔU (που είναι οι µελλοντικές κινήσεις των χειραγωγούµενων µεταβλητών) ώστε να 
ελαχιστοποιείται η διαφορά ανάµεσα στο σύστηµα αναφοράς και της προβλεπόµενης 
εξόδου. Τέλος, µετά τον υπολογισµό της βέλτιστης ακολουθίας δράσεων ελέγχου 
εφαρµόζεται µόνο η πρώτη δράση της ακολουθίας κι αυτό επειδή ο Προβλεπτικός 
Έλεγχος στηρίζεται στην αρχή του Κυλιόµενου Ορίζοντα. 
 Παρακάτω περιγράφεται ένα διακριτό σύστηµα µε m εισόδους και q  (q ≤ m). Να 
σηµειωθεί ότι η περιγραφή και η ανάλυση που θα ακολουθήσουν είναι ίδιες τόσο στα 
διακριτά όσο και στα συνεχή, µε τη µόνη διαφορά ότι στα συνεχή βασιζόµαστε σε 
πραγµατικό χρόνο ενώ στα διακριτά  στον αριθµό των δειγµάτων. Άρα, το σύστηµα είναι 
το εξής [23]: 
 
xm(k+1)=Amxm(k)+Bmu(k)+Bdw(k)   (3.1) 
						y(k)=Cmxm(k)																															(3.2)	
	
όπου το x είναι διάνυσµα µεταβλητής κατάστασης διάστασης  nx1, το y διάνυσµα 
µεταβλητής εξόδου διάστασης  qx1, το u διάνυσµα µεταβλητής εισόδου διάστασης  mx1 
και το w  διάνυσµα διαταραχής.  
  
 Η γενική µορφή της εξόδου είναι η εξής: 
 
y(k)=Cmxm(k)+Dmu(k). Όµως  σύµφωνα µε την αρχή του κυλιόµενου ορίζοντα όπου η 
τρέχουσα κατάσταση του µοντέλου απαιτείται για πρόβλεψη κι έλεγχο, υποτίθεται ότι η 
είσοδος u δεν επηρεάζει την έξοδο y την ίδια χρονική στιγµή. Άρα, Dm=0. 
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 Το µοντέλο µεταβλητών κατάστασης χαρακτηρίζεται από τα µητρώα: Αm, Βm, Cm . 
Επίσης, ισχύει η σχέση: xm(k)=Amx(k-1)+Bmu(k-1)+Bdw(k-1).  Αν αφαιρέσουµε τις 
προβλέψεις δύο διαφορετικών διαδοχικών χρονικών στιγµών : 
 
xm(k+1)-xm(k)=Am[xm(k)-xm(k-1)]+Bm[u(k)-u(k-1)]+Bd[w(k)-w(k-1)]				
óΔx(k+1)=AmΔxm(k)+ΒmΔu(k)+Bdα(k)							                                                          (3.3) 
 
όπου: α(k)=w(k)-w(k-1) λευκός θόρυβος µε µηδενική µέση τιµή, Δxm(k+1)=xm(k+1)-xm(k) 
,  Δxm(k)= xm(k)-xm(k-1)  και Δu(k)=u(k)-u(k-1) 
 Οµοίως, χρησιµοποιώντας τη σχέση (3.2)  βρίσκουµε την έξοδο του συστήµατος: 
Δy(k+1)=y(k+1)-y(k)=Cm[xm(k+1)-	
	
xm(k)]=CmΔxm(k+1)=CmAmΔxm(k)+CmBmΔu(k)+CmBdα(k)       (3.4) 
 
 Στη συνέχεια, θέτουµε ένα νέο διάνυσµα µεταβλητών κατάστασης: 
 

xm(k+1)=
Δxa(k + 1)
y(k + 1) . Συνδυάζοντας το νέο διάνυσµα µεταβλητών κατάστασης και τις 

σχέσεις (3.3), (3.4) καταλήγουµε στην εξής νέα µορφή του µοντέλου του χώρου 
καταστάσεων : 
 

Δxa(k + 1)
y(k + 1) = Αa 0aO

CaAa Ic
    

Δxa(k)
y(k) + Ba

CaBa
Δu(k)+

Bd
CaBd

α(k)  (3.5) 

       

y(k)=[0m	 	 Iqxq]
Δxa(k)
y(k) 	,	 όπου 0m=[0 0 0…..0] διάστασης  1xm και Ιqxq : ο 

ταυτοτικός διάστασης qxq. 

Έστω: Α	 = Αa 0aO
CaAa Ic

  διάστασης (n+q)x(n+q), Β= Ba
CaBa

	 διάστασης (n+q) x 

m,	Βα=
Bd
CaBd

		και 		C=[0m		Iqxq]	διάστασης m x (n+q). 

	
Άρα, ο χώρος καταστάσεων µε το νέο διάνυσµα µεταβλητών κατάστασης είναι: 
 
          x(k+1)=Ax(k)+BΔu(k)+Bαα(k)	
											y(k)=Cx(k)														
Tα παραπάνω µητρώα αποτελούν το επαυξηµένο µοντέλο του συστήµατος το οποίο 
περιέχει q ολοκληρωτικούς όρους. 
 
 
3.3.2  Πρόβλεψη µεταβλητών κατάστασης κι εξόδου 
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            Η µελλοντική δράση ελέγχου συµβολίζεται ως διάνυσµα: 
ΔU=[Δu(ki)  Δu(ki+1) ….. Δu(ki+Nc-1)]T, όπου Νc o ορίζοντας ελέγχου. 

 Παρακάτω ορίζονται οι µελλοντικές καταστάσεις κι έξοδοι του συστήµατος: 
x(ki+1|ki), x(ki+2|ki),…., x (ki + Np |ki)  και   y(ki+1|ki), y(ki+2|ki),…., y (ki + Np |ki)  όπου 
Νp ο ορίζοντας πρόβλεψης και x (ki +m |ki): πρόβλεψη µεταβλητής κατάστασης τη χρονική 
στιγµή  ki + m µε τη τρέχουσα πληροφορία x (ki). 
 Χρησιµοποιώντας το επαυξηµένο µοντέλο (3.5) λαµβάνονται οι παρακάτω σχέσεις 
για τις προβλέψεις κατάστασης: 
x(ki+1|ki)=Ax(ki)+BΔu(ki)+Bαα(ki) 
x(ki+2|ki)=Ax(ki+1|ki)+BΔu(ki+1|ki)+Bαα(ki+1|ki)=A2x(ki)+ABΔu(ki)+BΔu(ki+1|ki)+ABα(
ki)+Bαα(ki+1|ki) 
. 
. 
. 
x(ki+Np|ki) x(ki)+ANp-1BΔu(ki)+ANp-2BΔu(ki+1|ki)+….+ANp-NcBΔu(ki+Nc-1|ki)+ANp-

1Bαα(ki)        (3.6) 
        
 Αντίστοιχα, οι προβλέψεις για τις µεταβλητές εξόδου είναι: 
y(ki+1|ki)= CAx(ki)+CBΔu(ki)+CBαα(ki) 
y(ki+2|ki)=CAx(ki+1|ki)+CBΔu(ki+1|ki)+CBαα(ki+1|ki)=CA2x(ki)+CABΔu(ki)+CBΔu(ki+1|
ki)+CABα(ki)+CBαα(ki+1|ki) 
. 
. 
. 
y(ki+Np|ki)=CANpx(ki)+CANp-1BΔu(ki)+CANp-2BΔu(ki+1|ki)+….+CANp-NcBΔu(ki+Nc-
1|ki)+CANp-1Bαα(ki)+ CANp-2Bαα(ki+1|ki)+….+CBαα(ki+Np-1|ki)      (3.7) 
Έστω ότι α(k): χρονοσειρά λευκού θορύβου µε µηδενική µέση τιµή, οι προγνώσεις 
α(ki+1|ki) στη µελλοντική χρονική στιγµή i είναι µηδέν. 
  
 Οι σχέσεις των παραπάνω προβλέψεων εκφράζονται σε µητρωϊκή µορφή ως: 
Y =Fx (ki) + ΦΔU,  (3.8)   όπου το διάνυσµα: Υ=[y(ki+1|ki)   y(ki+2|ki) …… y(ki+Np |ki)] 
µε: 

F=

CA
CA*
CAf
⋮

CAgh

     και       Φ=

CB 0 0 . . . 0
CAB CB 0 . . . 0
CA*B CAB CB . . . 0
. . . . . . .
. . . . . . .
⋮ . . . . . ⋮

CAghi&B CAghi*	B CAghifB . . . CAghigjB

 

 
Από τα παραπάνω επαληθεύεται το γεγονός ότι οι προβλέψεις υπολογίζονται από την 
τρέχουσα κατάσταση του συστήµατος και τις µελλοντικές δράσεις ελέγχου. 
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3.3.3  Υπολογισµός βέλτιστης δράσης 
 

Έστω J =(Ysp -Y)T Q (Ysp-Y)+ΔUTRΔU  (3.9), η αντικειµενική συνάρτηση µε την 
οποία παρακολουθείται  η επιθυµητή τροχιά για το σύστηµα κι ελαχιστοποιείται η διαφορά 
ανάµεσα στο επιθυµητό σηµείο αναφοράς Υsp και της προβλεπόµενης εξόδου. 
Στην (3.9) Υsp: διάνυυσµα σηµείου αναφοράς για όλο τον ορίζοντα πρόβλεψης (διάστασης 
Νpx1). Δηλαδή, Ysp=[1 1….1]Τ sp(ki) και sp(ki) µε µέγεθος ίσο µε τον ορίζοντα 
πρόβλεψης. 
 
-R: µητρώο διάστασης NcxNc  κι αποτελεί παράµετρο ρύθµισης του ελεγκτή για την 
επίτευξη επιθυµητής δυναµικής συµπεριφοράς 
-Q : µητρώο διάστασης NmxNm, συνήθως διαγώνιος κι εκφράζει τη στάθµιση των 
ρυθµιζόµενων µεταβλητών στην αντικειµενική συνάρτηση. 
Αντικαθιστούµε την (3.8) στην (3.9) και η συνάρτηση κόστους  J παίρνει την παρακάτω 
µορφή: 
J=(Ysp-Fx(ki))T(Ysp-Fx(ki))-2ΔUTΦΤ(Υsp-Fx(ki))+ΔUT(ΦΤΦ+R)ΔU   (3.10) 
 
 Για να οδηγηθώ στη βέλτιστη λύση του διανύσµατος ΔU ακολουθώ την παρακάτω 
διαδικασία: 

• Βρίσκω την πρώτη παράγωγο της (3.10) : 
kl
kmn

= -2ΦΤ(Ysp-Fx(ki))+2(ΦΤΦ+R)ΔU 
 

• Μηδενίζω την πρώτη παράγωγο, καθώς αυτό αποτελεί απαραίτητη συνθήκη για 
την εύρεση του ελαχίστου του J: 
kl
kmn

=0óΔU=(ΦΤΦ+R)-1ΦΤ(Υsp-Fx(ki)), µε την προϋπόθεση πως υπάρχει ο 
αντίστροφος του (ΦΤΦ+R). To ΦΤΦ έχει διάσταση (mNc) x (mNc), ενώ το ΦΤF 
(mNc) x (n+q). 

Εφαρµόζω την αρχή του κυλιόµενου ορίζοντα, δηλαδή εφαρµόζουµε µόνο το πρώτο 
στοιχείο από την βέλτιστη ακολουθία  δράσεων ελέγχου ΔU, τη χρονική στιγµή ki ως 
είσοδο: 
Δu(ki) = [Im 0m…..0m](ΦΤΦ+R)-1ΦΤ(Υsp-Fx(ki))=Kysp(ki)-Kmpcx(ki),  όπου Κy το πρώτο 
στοιχείο του (ΦΤΦ+R)-1 ΦΤ[1 1…1]Τ που αντιστοιχεί στη µεταβολή του σηµείου αναφοράς 
και Κmpc  η πρώτη γραµµή  του (ΦΤΦ+R)-1ΦΤF που αντιστοιχεί στον έλεγχο ανάδρασης 
κατάστασης. 
 
 
 
3.3.4  Προβλεπτικός Έλεγχος µε περιορισµούς 
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Υπάρχει η περίπτωση να υπάρχουν φυσικά όρια στις χειραγωγούµενες µεταβλητές ή 
περιορισµοί στη δράση ελέγχου, επιβάλλοντας όρια στις ρυθµιζόµενες µεταβλητές αλλά 
και στο ρυθµό µεταβολής της χειραγωγούµενης µεταβλητής. Άρα, οι περιορισµοί 
καθορίζονται ως εξής κι ισχύουν για κάθε χρονική στιγµή στον ορίζοντα ελέγχου: 

• Περιορισµοί στο ρυθµό µεταβολής των χειραγωγούµενων µεταβλητών:  
Δui

min ≤ Δui(k) ≤ Δui
max,  i=1,…,m 

• Περιορισµοί στις χειραγωγούµενες µεταβλητές: ui
min ≤ ui(k) ≤ ui

max,  i=1,2,…,m 
• Περιορισµοί στις ρυθµιζόµενες µεταβλητές:  yj

min ≤ yj(k) ≤ yj
max,  j=1,…,q 

 
Οι περιορισµοί καθορίζονται για κάθε είσοδο κι έξοδο ανεξάρτητα. Διατυπώνονται ως 
ανισότητες και συνδέονται µε το αρχικό πρόβληµα του Προβλεπτικού Ελεγκτή. Η επίλυση 
γίνεται µε χρήση µεθόδων βελτιστοποίησης υπό περιορισµούς του εξής προβλήµατος: 
 
minJ=(Ysp-Fx(ki))T(Ysp-Fx(ki))-2ΔUTΦΤ(Υsp-Fx(ki))+ΔUT(ΦΤΦ+R)ΔU 
 

s.t.
uaJ@ ≤ u ≤ uaop

ΔuaJ@ ≤ Δu ≤ Δuaop
yaJ@ ≤ y ≤ yaop

    

 
 
 
3.4  Εύρωστος  Προβλεπτικός Έλεγχος 
 

Όπως, αναφέρθηκε, παραπάνω το µοντέλο προβλεπτικού ελέγχου (ή αλλιώς model 
predictive control, σε συντοµογραφία  MPC) είναι ένας νόµος ελέγχου βασισµένος  σε on-
line επίλυση, σε κάθε χρονική στιγµή, ενός µαθηµατικού προβλήµατος βελτιστοποίησης 
το οποίο βασίζεται σε ένα δυναµικό µοντέλο του συστήµατος που ελέγχεται. Σε αυτό το 
πρόβληµα βελτιστοποίησης η προβλεπόµενη εξέλιξη του συστήµατος βελτιστοποιείται  σε 
σχέση µε µία συνάρτηση κόστους και µόνο το πρώτο στοιχείο της βέλτιστης ακολουθίας 
ελέγχου εφαρµόζεται στο σύστηµα. Αυτό επαναλαµβάνεται για όλες τις χρονικές στιγµές 
που ακολουθούν.  
Με άλλα λόγια, στόχος του προβλεπτικού ελέγχου είναι να υπολογιστεί µια ακολουθία 
µελλοντικών ελέγχων (u(t), u(t+1),…, u(t+N), όπου N ο ορίζοντας ελέγχου) µε τέτοιο 
τρόπο ώστε το σύστηµα να προσεγγίζει τις επιθυµητές τροχιές πάνω από έναν 
προβλεπτικό ορίζοντα. Ο τρόπος µε τον οποίο θα επιτευχθεί αυτό φαίνεται από µία 
αντικειµενική συνάρτηση η οποία εξαρτάται από τα σήµατα ελέγχου του παρόντος και του 
µέλλοντος καθώς και τις αβεβαιότητες εφόσον υπάρχουν. 
 Οι ΜPC αλγόριθµοι, χρησιµοποιούν µαθηµατικά µοντέλα για να προβλέψουν και 
να βελτιστοποιήσουν τη µελλοντική συµπεριφορά του συστήµατος. Παρόλα αυτά, οι 
διαδικασίες, συνήθως, περιλαµβάνουν διαταραχές και/ή << παραµεληµένες>> δυναµικές 
οι οποίες αν αγνοηθούν θα οδηγήσουν το ελεγχόµενο σύστηµα σε µια µη εφικτή περιοχή 
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(αυτό που αναφέρεται στα συστήµατα ελέγχου ως infeasible region). Οι MPC αλγόριθµοι 
που λαµβάνουν υπόψιν τις διαταραχές κι αβεβαιότητες του συστήµατος ονοµάζονται 
εύρωστα µοντέλα προβλεπτικού ελέγχου (ή αλλιώς Robust MPC). 
Δηλαδή, αν στο σύστηµα υπάρχουν και αβεβαιότητες και περιορισµοί, τότε οι 
αποτελεσµατικές προσεγγίσεις αναφέρονται ως ‘Robust MPC’, ένας όρος που περιέχει όλα 
τα στοιχεία του MPC κι επιπλέον λαµβάνει υπόψιν τις αβεβαιότητες. 
Ακολουθεί η αρχή του εύρωστου προβλεπτικού ελέγχου στην οποία είναι ξεκάθαρο ότι 
υπάρχουν όλα τα στοιχεία του µοντέλου προβλεπτικού ελέγχου κι ότι οι αβεβαιότητες 
λαµβάνονται υπόψιν [33]: 
 
 
 
 
 

 
 
 
3.4.1  Ιστορική αναδροµή  
  

Στις εφαρµογές του Προβλεπτικού Ελέγχου, το µοντέλο της διαδικασίας δεν είναι 
τέλειο καθώς υπάρχουν σφάλµατα λόγω του σχεδιασµού ή αλλαγές στο σύστηµα λόγω 
διαταραχών ή/και αβεβαιοτήτων. 
Εποµένως, για την επιτυχία των εφαρµογών του MPC είναι απαραίτητο να επιβεβαιώνεται 
η ευστάθεια παρά την παρουσία σφαλµάτων, δηλαδή να υπάρχει η λεγόµενη εύρωστη 
ευστάθεια (robust stability). Μια σύντοµη έρευνα που διεξήχθη [35] από τους Qin και 
Badwell, έδειξε ότι η εύρωστη ευστάθεια αποτελεί σηµαντικό µέρος της εφαρµογής του 
MPC στη βιοµηχανία. Στη συνέχεια, οι Zafiriou και  Marchal χρησιµοποίησαν τις 
ιδιότητες του MPC προκειµένου να αναπτυχθούν απαραίτητες και ικανές συνθήκες για την 
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εύρωστη ευστάθεια του MPC µε περιορισµούς στις εισόδους και τις εξόδους. Οι 
προϋποθέσεις για εύρωστη ευστάθεια για συστήµατα µε µία είσοδο, µία έξοδο (συνήθως 
κρουστικής απόκρισης) αναπτύχθηκαν από τον  Badwell. 
 Να σηµειωθεί ότι το εύρωστο µοντέλο προβλεπτικού ελέγχου εµφανίστηκε για 
πρώτη φορά ως σχεδιαστικό εργαλείο το 1987. Στη συνέχεια, µε το εύρωστο MPC 
αβέβαιων συστηµάτων ασχολήθηκαν και οι [34]: Zafiriou (1990), Polak και Yang (1993). 
Επίσης, έχει γίνει ανάλυση ευρωστίας για ποικίλα γραµµικά MPC συστήµατα από τους: 
Clarke και Mohtadi (1989), Zafiriou (1990), Genceli και Nikolaou (1993). 
Τέλος, το εύρωστο µοντέλο προβλεπτικού ελέγχου έχει µελετηθεί, επίσης, από τους [34]: 
Lu και Arkun (1999),	Kouvaritakis, Rossiter και Schuurmans,(2000); Lee, Kwon και Choi, 
(1998). 
 
 
3.4.2  Αβεβαιότητες και  µέθοδοι για τον  Εύρωστο Προβλεπτικό Έλεγχο 
  
 

 Στόχος του εύρωστου µοντέλου προβλεπτικού ελέγχου (robust MPC)  είναι να 
ελαχιστοποιηθεί η χειρότερη περίπτωση της αντικειµενικής συνάρτησης, δηλαδή να 
υπάρχει αντικειµενική συνάρτηση που ανταποκρίνεται στη χειρότερη δυνατή 
πραγµατοποίηση της αβεβαιότητας. Η διαφορά του εύρωστου µοντέλου προβλεπτικού 
ελέγχου από ένα µη εύρωστο είναι ότι στο τελευταίο χρησιµοποιείται µια ονοµαστική 
διαδικασία µοντέλου για να υπολογιστούν οι βέλτιστοι είσοδοι ελέγχου και <<ξεχνούν>> 
ότι αναπόφευκτα θα υπάρχουν αναντιστοιχίες ανάµεσα στο µοντέλο και την πραγµατική 
συµπεριφορά της διαδικασίας. Εξαιτίας, αυτών των αναντιστοιχιών, η πραγµατική 
συµπεριφορά της διαδικασίας θα διαφέρει από τις προβλέψεις που έγιναν από τον MPC 
ελεγκτή. Εν συντοµία, µη εύρωστο µοντέλο προβλεπτικού ελέγχου είναι όταν δεν 
υπάρχουν ή δεν λαµβάνονται υπόψιν οι αβεβαιότητες και ο νόµος ελέγχου σταθεροποιεί 
ασυµπτωτικά το σύστηµα. Αν, όµως, στις προβλέψεις ληφθούν υπόψιν οι αβεβαιότητες 
τότε το βήµα βελτιστοποίησης του MPC αλγορίθµου θα βεβαιωθεί ότι οι περιορισµοί 
ικανοποιούνται σε ένα πιο εύρωστο φάσµα κι ο ελεγκτής θα παραµείνει ευσταθής παρά 
την ύπαρξη αβεβαιοτήτων.  
 Ένα σηµαντικό ερώτηµα που υπάρχει στην εκτίµηση οποιοδήποτε ελέγχου είναι 
πόσο καλά ο ελεγκτής αντιµετωπίζει τις αβεβαιότητες. Αυτό το ερώτηµα αντιµετωπίζεται 
µε µεγάλη επιτυχία χρησιµοποιώντας εύρωστα µοντέλα προβλεπτικού ελέγχου.  
Εποµένως, το εύρωστο  µοντέλο προβλεπτικού ελέγχου αποτελεί µια εποικοδοµητική  
τεχνική που λαµβάνει αµέσως υπόψιν τις αβεβαιότητες (είτε του µοντέλου είτε αυτές που 
προκαλούνται από εξωτερικές διαταραχές), ήδη κατά τη διάρκεια σχεδιασµού του 
ελεγκτή. Παρακάτω παρουσιάζεται η ιδέα του εύρωστου µοντέλου προβλεπτικού ελέγχου 
µε µορφή µπλοκ διαγράµµατος (robust MPC)  [16]  : 
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                                    Εικόνα 3.5- Μπλοκ διάγραµµα εύρωστου MPC  
 
 Το εύρωστο µοντέλο προβλεπτικού ελέγχου συνεχίζει να προσελκύει µεγάλο 
ενδιαφέρον στη βιβλιογραφία, εξαιτίας του µεγάλου όγκου των πιθανών σεναρίων, όπως 
για παράδειγµα πως να ταξινοµηθούν οι αβεβαιότητες των παραµέτρων ή οι αβεβαιότητες 
των διαταραχών.  
Ουσιαστικά, το εύρωστο µοντέλο προβλεπτικού ελέγχου είναι µία προχωρηµένη 
στρατηγική ελέγχου για βελτιστοποίηση της απόδοσης του ελέγχου που υπόκειται σε 
αβεβαιότητα του συστήµατος και περιορισµούς στις εισόδους ελέγχου και τις εξόδους του 
συστήµατος. Στόχος του robust MPC είναι ο σχεδιασµός ελεγκτών οι οποίοι διατηρούν 
την ευστάθεια και την απόδοση παρά τις ανακρίβειες του µοντέλου ή των αβεβαιοτήτων. 

Οι πιθανές αιτίες εµφάνισης αβεβαιοτήτων είναι οι εξής: η µοντελοποίηση των 
σφαλµάτων, άγνωστες δυναµικές του συστήµατος  ή εξωγενείς διαταραχές. Για να 
µπορούµε να συνθέσουµε εύρωστο MPC, θα πρέπει να γνωρίζουµε το είδος της 
αβεβαιότητας ώστε να επιλέξουµε κατάλληλο µοντέλο για την αβεβαιότητα. 
Αβεβαιότητες που εµφανίζονται κυρίως στον εύρωστο προβλεπτικό έλεγχο είναι: 

• Παραµετρικές 
• Πολυτοπικές 
• Φραγµένες προσθετικές 
• Δοµηµένες αβεβαιότητες ανάδρασης 

Να σηµειωθεί ότι οι παραµετρικές αβεβαιότητες συνήθως εµφανίζονται ως ένα 
πολυτοπικό σύνολο ή ως φραγµένες περιοχές αβεβαιοτήτων. 
Ανάλογα µε την αβεβαιότητα που υπάρχει στο σύστηµα, ο χώρος καταστάσεων παίρνει 
και την ανάλογη µορφή. 

Όταν στο σύστηµα υπάρχει πολυτοπική αβεβαιότητα τότε ο χώρος καταστάσεων 
είναι ο εξής: 

  
x(k + 1) = A(k)x(k) + B(k)u(k)

y(k) = Cx(k) , [A(k)  B(k)] ϵ Ω, όπου Ω={[Α(k)  B(k)| [A(k)  B(k)] 

= λJg
Jr& [AJ		BJ], λi ≥ 0,	 λJg

Jr& =1}, N:ορίζοντας πρόβλεψης.                      
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Όταν η αβεβαιότητα του συστήµατος  είναι φραγµένη προσθετική, τότε ο χώρος 
καταστάσεων αναπαριστάται µε τo εξής γραµµικό χρονικά αναλλοίωτο σύστηµα: 
xLs& = AxL + BuL + w

yL = CxL
,  µε τους περιορισµούς: x 	ϵ  X , u ϵU, w 	ϵW  ,  X, U, W 

υποσύνολα                     του συνόλου των πραγµατικών αριθµών διάστασης n, m, n 
αντίστοιχα. 
Αν η αβεβαιότητα είναι απλά φραγµένη, τότε:  
xLs& = AxL + BuL + wL

yL = CxL
 , µε τους περιορισµούς: x	ϵ X , u ϵU, w	ϵW  και ||w||∞ ≤ ε (µε 

X,U συνήθως πολύεδρα). Επίσης, x, u, y και w ανήκουν στο σύνολο των πραγµατικών 
αριθµών διάστασης n, m, p και r αντίστοιχα.  
Το W που εµφανίζεται παραπάνω αποτελεί ένα από τα συστατικά που προσδιορίζει τον 
τύπο της βελτιστοποίησης που θα επιλύσει το πρόβληµα. Για παράδειγµα: 
 W2 = {w| || w ||2 ≤ 1} και W∞ = {w| || w ||∞ ≤ 1}.  

 Όταν η αβεβαιότητα είναι δοµηµένη αβεβαιότητα ανάδρασης, τότε ο χώρος των 
καταστάσεων έχει την  µορφή γραµµικού συστήµατος µε βρόχο ανάδρασης : 
x k + 1 = Ax k + Bu k + Bhp(k)

y k = Cx(k)
q k = Chx k + Dcu k

p k = (Δq)(k)

, µε Δ=diag{Δ1,…,Δk}. Το Δ συνήθως 

αναπαρίσταται ως ένας πίνακας µε ||Δ||2 =σ(Δi(k)) ≤ 1,i=1,2,..,r, k ≥ 0 . Κάθε Δi αναπαριστά 
ένα βαθµωτό ή ένα full  µπλοκ και µοντελοποιεί έναν αριθµό παραγόντων, όπως µη 
γραµµικότητες, δυναµικές ή παραµέτρους οι οποίες είναι άγνωστες  ή µη 
µοντελοποιηµένες. 
 Η αβεβαιότητα προέρχεται από µια σειρά αιτιών, όπως αβεβαιότητα στις τιµές των  
παραµέτρων, ύπαρξη χρονικής καθυστέρησης, αβεβαιότητα στο σύστηµα αυτό καθεαυτό 
λόγω γραµµικότητας ή άλλης προσέγγισης. Όπως αναφέρθηκε σε προηγούµενο κεφάλαιο, 
οι αβεβαιότητες χωρίζονται σε δύο κατηγορίες: τις δοµηµένες (όπου η µαθηµατική 
περιγραφή δίνει πληροφορίες σχετικά µε το  πως επηρεάζεται το σύστηµα) και τις µη 
δοµηµένες (καµία πληροφορία σχετικά µε το πώς επηρεάζεται το σύστηµα δεν είναι 
διαθέσιµη. Το µόνο γνωστό είναι κάποιο άνω φράγµα των αποκλίσεων µεταξύ της 
ονοµαστικής απόκρισης συχνοτήτων και των πραγµατικών τιµών των αποκρίσεων 
συχνότητας του συστήµατος.) . Οι µη δοµηµένες αβεβαιότητες αντιµετωπίζουν µη 
γραµµικότητες όπως: καθυστερήσεις χρόνου και είναι χρήσιµες στην περιγραφή της 
δυναµικής µη µοντελοποιηµένων συστηµάτων. 

Στον εύρωστο προβλεπτικό έλεγχο χρησιµοποιείται κυρίως η δοµηµένη 
παραµετρική αβεβαιότητα. Επίσης, η πολυτοπική αβεβαιότητα χρησιµοποιείται σε 
πρακτικές εφαρµογές µε πολλαπλά µοντέλα, όπου κάθε µοντέλο χρησιµοποιείται για ένα 
είδος σύνθετης λειτουργίας. 
 Τέλος, να σηµειωθεί ότι για να επιλέξουµε αν στη µοντελοποίηση του συστήµατος 
θα χρησιµοποιήσουµε πολυτοπική αβεβαιότητα ή δοµηµένη αβεβαιότητα ανάδρασης 
εξαρτάται από ένα σύνολο παραγόντων, όπως τη φύση του µοντέλου του συστήµατος, τις 
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διαθέσιµες τεχνικές κ.τ.λ.. Για παράδειγµα, µη γραµµικά συστήµατα µπορούν να 
µοντελοποιηθούν είτε ως πολυτοπικά συστήµατα είτε ως συστήµατα µε δοµηµένη 
διαταραχή. 
 Οι αβεβαιότητες µπορούν να προσδιοριστούν σχετικά µε την ικανότητα πρόβλεψης 
του µοντέλου. Η µοντελοποίηση των αβεβαιοτήτων εξαρτάται κυρίως από τον τύπο της 
τεχνικής που χρησιµοποιείται για τον σχεδιασµό των ελεγκτών. Οι πιο εκτεταµένες 
τεχνικές είναι: 

• Αβεβαιότητα απόκρισης συχνότητας (frequency response uncertainty) : 
περιγράφεται από µια ζώνη γύρω από το ονοµαστικό µοντέλο απόκρισης 
συχνότητας. Η απόκριση συχνότητας του συστήµατος υποτίθεται πως πρέπει να 
περιλαµβάνεται στη ζώνη αυτή. 

• Παραµετρική αβεβαιότητα (parametric uncertainty) : κάθε συντελεστής της 
συνάρτησης µεταφοράς θα πρέπει να είναι φραγµένος από τα όρια των 
αβεβαιοτήτων. Το σύστηµα πρέπει να έχει συνάρτηση µεταφοράς, µε 
παραµέτρους µέσα στο σύνολο των αβεβαιοτήτων. 
 

  
 Το εύρωστο µοντέλο προβλεπτικού ελέγχου ασχολείται µε την ευστάθεια και την 
απόδοση του συστήµατος στην παρουσία αβεβαιοτήτων στο µοντέλο. Γενικά, η ευρωστία 
αποτελεί µια ικανότητα των κλειστών συστηµάτων να µην είναι ευαίσθητα στις διάφορες 
παραλλαγές των στοιχείων. Αποτελεί από τις πιο χρήσιµες ιδιότητες ανάδρασης 
(feedback). Στο MPC οι ποικίλες διαδικασίες σχεδιασµού επιτυγχάνουν εύρωστη 
ευστάθεια κυρίως µε δύο διαφορετικούς τρόπους: 

• Έµµεσα καθορίζοντας την απόδοση και την περιγραφή των αβεβαιοτήτων µε 
τέτοιο τρόπο που ο υπολογισµός του βέλτιστου ελέγχου οδηγεί σε εύρωστη 
ευστάθεια (robust stability)  ή 

• Άµεσα, επιβάλλοντας ένα είδος εύρωστου σχεδιασµού το οποίο εγγυάται ότι η 
κατάσταση θα <<µαζευτεί>> για όλα τα συστήµατα στο σύνολο αβεβαιότητας. 

 
Εφόσον εµφανίζεται αβεβαιότητα στο σύστηµα, ο προβλεπτικός έλεγχος του 

συστήµατος θα πρέπει να περιέχει και την έννοια της ευρωστίας προκειµένου να 
αντιµετωπίσει τις αβεβαιότητες και/ή διαταραχές που εµφανίζονται στο σύστηµα. Άρα, 
στον εύρωστο προβλεπτικό έλεγχο πρέπει µε κάποιο τρόπο να εισαχθούν οι αβεβαιότητες 
στην αντικειµενική συνάρτηση του συστήµατος προκειµένου να λάβουµε τα επιθυµητά 
αποτελέσµατα. 

Εποµένως, στόχος του εύρωστου προβλεπτικού ελέγχου είναι να βρεθεί ένα διάνυσµα 
των µελλοντικών κινήσεων του ελέγχου τέτοιο ώστε να ελαχιστοποιεί την αντικειµενική 
συνάρτηση (η οποία περιλαµβάνει το τελικό κόστος ικανοποιώντας τις συνθήκες για 
ευστάθεια) και να οδηγεί την τελική κατάσταση να φτάσει την τελική περιοχή για όλες τις 
πιθανές τιµές της αβεβαιότητας, δηλαδή: 
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min
u
J(x t , u)		(1) , όπου J(x t , u)  η αντικειµενική συνάρτηση µε 

x(t)=Ax(t)+Bu(t)+Gθ (µε θ η αβεβαιότητα). 
 Η (1) υπόκειται στους εξής περιορισµούς: 
x (t+N) ∈ ΩΤ , ∀ θ ∈ Θ  όπου ΩΤ ένα πολύτοπο και Θ το σύνολο των αβεβαιοτήτων. 

 
Στη βιβλιογραφία υπάρχουν κυρίως δύο κύριες κατηγορίες για τον σχεδιασµό ενός 

εύρωστου µοντέλου προβλεπτικού ελέγχου: 
 

• Εύρωστος προβλεπτικός έλεγχος ανοιχτού βρόχου 
• Εύρωστος προβλεπτικός έλεγχος κλειστού βρόχου (ή αλλιώς ανάδρασης). 

 
Στον πίνακα που ακολουθεί καταγράφονται τα κυριότερα χαρακτηριστικά της κάθε 
µεθόδου, όπως επίσης και τα θετικά και αρνητικά της καθεµίας: 
 
 
 
 
 
 
 

Εύρωστος προβλεπτικός έλεγχος 
ανοιχτού βρόχου 

Εύρωστος προβλεπτικός έλεγχος 
κλειστού βρόχου 

Οι µελλοντικοί είσοδοι αποτελούν 
συνάρτηση της παρούσας 
κατάστασης, δηλαδή η ακολουθία 
των εισόδων ελέγχου στο χρόνο k, 
είναι ανεξάρτητη της ακολουθίας 
της πραγµατοποίησης της 
ακολουθίας των διαταραχών. 

Οι µελλοντικοί είσοδοι αποτελούν 
(γραµµική/µη γραµµική) 
συνάρτηση των µελλοντικών 
προβλεπόµενων καταστάσεων, 
δηλαδή η ακολουθία των 
προβλεπόµενων εισόδων εξαρτάται 
από την πραγµατοποίηση της 
ακολουθίας των διαταραχών. 

Στην περιγραφή των αβεβαιοτήτων 
δεν λαµβάνεται υπόψιν η επίδραση 
των µελλοντικών δράσεων 
ελέγχου. 

Στην περιγραφή των αβεβαιοτήτων 
λαµβάνεται υπόψιν η επίδραση 
των µελλοντικών δράσεων 
ελέγχου, άρα προβλέπει µε 
µεγαλύτερη ακρίβεια την 
αβεβαιότητα του µελλοντικού 
συστήµατος. 

Είναι συντηρητική µέθοδος, οπότε 
υπάρχει το ενδεχόµενο να 
υπάρχουν µη εφικτότητες, δηλαδή 
να υπάρχει σύστηµα που δεν 
ικανοποιεί όλους τους 

Έχει το πλεονέκτηµα να µετριάζει 
την επίδραση της αβεβαιότητας κι 
ενδεχοµένως έτσι 
αντιµετωπίζονται τα προβλήµατα 
εφικτότητας που υπάρχουν στα 
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περιορισµούς. συστήµατα ανοιχτού βρόχου. 
Είναι απλούστερο κι έχει λιγότερη 
υπολογιστική πολυπλοκότητα σε 
σχέση µε τον εύρωστο 
προβλεπτικό έλεγχο κλειστού 
βρόχου. 

Έχει αποδειχθεί ότι αποδίδει 
καλύτερα σε σχέση µε τον 
εύρωστο προβλεπτικό έλεγχο 
ανοιχτού βρόχου. 

  
 

 
 
 
 
 

 
  

 
 Αν συµβολίσουµε την προβλεπόµενη κατάσταση µε xi/k  i=0,1,…. και την 
ακολουθία εισόδων µε ui/k   i=0,1,…. έχουµε: 
Οι στρατηγικές προβλέψεων κλειστού βρόχου ui/k   εξαρτώνται από : {xj/k , j= 1,…,i} κι 
εποµένως εξαρτώνται κι από τις διαταραχές : {wj/k , j=0,…,i-1}. 
Αντιθέτως, οι στρατηγικές πρόβλεψης ανοιχτού βρόχου ui/k   δεν εξαρτώνται από τις : {xj/k 
, j=1,…,i}. 
 Και στις δύο παραπάνω µεθόδους, το πρόβληµα προσεγγίζεται από την σκοπιά της 
ελαχιστοποίησης-µεγιστοποίησης (min-max). Ο έλεγχος προσπαθεί να ελαχιστοποιήσει 
την χειρότερη περίπτωση που θα µπορούσε να προκύψει από µια σειρά µελλοντικών 
διαταραχών. Και στις δύο περιπτώσεις, συνήθως, θεωρούµε ότι ο προβλεπτικός ορίζοντας 
ισούται µε τον ορίζοντα ελέγχου. 
      Aν το µοντέλο ελέγχου ήταν µία ακριβής , παρά µία κατά προσέγγιση περιγραφή 
του συστήµατος και δεν υπήρχαν εξωτερικές διαταραχές, οι διαδικασίες θα µπορούσαν να 
ελεγχτούν µε έναν ελεγκτή ανοιχτού βρόχου. Η ανάδραση είναι απαραίτητη στον ελεγκτή 
της διαδικασίας εξαιτίας εξωτερικών διαταραχών κι ανακρίβειες του µοντέλου στην 
πραγµατική διαδικασία. 

Εποµένως, χρησιµοποιούµε εύρωστο προβλεπτικό έλεγχο κλειστού βρόχου, καθώς 
έχει περισσότερα πλεονεκτήµατα έναντι του ανοιχτού βρόχου. Εδώ, γίνεται προσπάθεια να 
µειωθεί η επιρροή των διαταραχών, ενώ στα συστήµατα ανοιχτού βρόχου η επιρροή των 
διαταραχών διαταράσσεται παθητικά. Στον εύρωστο προβλεπτικό έλεγχο ανοιχτού 
βρόχου, η αβεβαιότητα που παράγεται από τις διαταραχές µεγαλώνει πάνω από τον 
ορίζοντα πρόβλεψης. Στο κλειστού βρόχου, ναι µεν το υπολογιστικό βάρος είναι µεγάλο 
αλλά υπάρχει εγγύηση εύρωστης ευστάθειας αφού λαµβάνονται οι αβεβαιότητες 
περισσότερο υπόψιν, σε σχέση µε το ανοιχτού βρόχου. Τέλος, ο εύρωστος προβλεπτικός 
έλεγχος θα ήταν κατάλληλος εφόσον το µοντέλο ελέγχου ήταν ακριβές, παρά κατά 
προσέγγιση περιγραφή  και δεν υπήρχαν εξωτερικές διαταραχές. 



	

49	

 Το εύρωστο µοντέλο προβλεπτικού ελέγχου είναι µια τεχνική ελέγχου που 
βασίζεται στη χειρότερη περίπτωση βελτιστοποίησης της συµπεριφοράς του 
προβλεπόµενου συστήµατος. 
Μερικές προσεγγίσεις, που έχουν αναπτυχθεί µέχρι στιγµής για το εύρωστο µοντέλο 
προβλεπτικού ελέγχου, έχουν ταξινοµηθεί στις εξής  βασικές κατηγορίες: 

1. min-max εύρωστος προβλεπτικός έλεγχος 
2.  µέθοδος που βασίζεται στην ευστάθεια των συστηµάτων ανάδρασης 
3. έλεγχος µε τις συναρτήσεις Lyapunov  
4.  cost constraint tightening 
5. tube MPC 
6. multi-stage MPC  

 
1. Min-max εύρωστος προβλεπτικός έλεγχος: Στόχος αυτής της µεθόδου είναι η 
ελαχιστοποίηση της αντικειµενικής συνάρτησης για τη χειρότερη πιθανή 
πραγµατοποίηση της περιγραφής της αβεβαιότητας. Άρα, το µεγαλύτερο πλεονέκτηµα 
αυτής της µεθόδου είναι ότι υπάρχει σίγουρη εύρωστη ευστάθεια, καθώς οι 
βελτιστοποιήσεις γίνονται λαµβάνοντας υπόψιν, όλες τις πιθανές εξελίξεις της 
διαταραχής. Επίσης, η συγκεκριµένη µέθοδος εφαρµόζεται σε συστήµατα που 
περιέχουν οποιοδήποτε είδος αβεβαιότητας. Βέβαια, έχει αρκετά µεγάλο υπολογιστικό 
κόστος καθώς τα προβλήµατα βελτιστοποίησης είναι πολύ ακριβά για να λυθούν, on-
line. Ένας σηµαντικός περιορισµός αυτής της µεθόδου είναι ότι η σταθερή κατάσταση 
του συστήµατος είναι γνωστή, δηλαδή οι min-max προβλεπτικοί ελεγκτές είναι απλοί 
ρυθµιστές, και συνεπώς όσο πιο σύντοµα µία διαταραχή εισέρχεται στη διαδικασία, ο 
νόµος ελέγχου δε µπορεί να εξαλείψει το αποτέλεσµα της αντιστάθµισης. Αυτό δείχνει 
ότι στις min-max θεωρίες ελέγχου υπάρχουν αρκετοί περιορισµοί. Σηµαντικό 
µειονέκτηµα, αυτής της µεθόδου, αποτελεί το γεγονός ότι υπάρχει συντηρητική 
απόδοση ελέγχου όταν υπάρχουν περιορισµοί, καθώς δεν λαµβάνεται υπόψιν ότι νέες 
πληροφορίες θα είναι διαθέσιµες στο µέλλον κι αυτό ίσως δηµιουργεί προβλήµατα 
εφικτότητας, όµως ακόµα κι εδώ υπάρχει η εγγύηση της ευστάθειας. Γι’ αυτό το λόγο 
χρησιµοποιείται, κατά κύριο λόγο, min-max MPC κλειστού βρόχου, όπου η 
συνάρτηση κόστους ελαχιστοποιείται πάνω από µια ακολουθία εισόδων ελέγχου. Αυτό 
λύνει τα προβλήµατα της συντηρητικότητας και της εφικτότητας αφού η ανάδραση 
λαµβάνεται υπόψιν και στο πρόβληµα βελτιστοποίησης. 

Έστω ότι στο σύστηµα που θα εφαρµοστεί ο εύρωστος προβλεπτικός έλεγχος υπάρχει 
πολυτοπική αβεβαιότητα (αυτή η αβεβαιότητα εµφανίζεται κυρίως σε αυτή τη µέθοδο ). 
Το γραµµικό χρονικά αναλλοίωτο σύστηµα είναι το εξής: 

  
x(k + 1) = A(k)x(k) + B(k)u(k)

y(k) = Cx(k) , 

όπου: [A(k)  B(k)] ϵ Ω, ∀k ≥ 0 µε Ω={[Α(k)  B(k)| [A(k)  B(k)] = λJg
Jr& [AJ		BJ], λi ≥ 

0,	 λJg
Jr& =1} και N:ορίζοντας πρόβλεψης. Επίσης,  x(k), u k 	και  y(k) αποτελούν την 

κατάσταση, την είσοδο ελέγχου και την έξοδο του συστήµατος αντίστοιχα και ανήκουν          
στο σύνολο των πραγµατικών αριθµών διάστασης n, m και p αντίστοιχα.  
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Η συνάρτηση κόστους εξαρτάται από τις προβλεπόµενες µελλοντικές καταστάσεις του 
συστήµατος που ελαχιστοποιούνται. 
Στόχος, σε αυτή τη µέθοδο, είναι η βελτιστοποίηση της χειρότερης περίπτωσης της   
αβεβαιότητας, δηλαδή: 

min
u Ls& L),Jr{,&,..,g

max
} LsJ 	~ LsJ �	-,J�{

J(k) ,µε J(k)= ( x(k + i|k)u(k + i|k)
g
Jr{

O Q 0
0 R

x(k + i|k)
u(k + i|k) ), 

όπου: 
 -x(k + i|k): προβλεπόµενες καταστάσεις του συστήµατος στο χρόνο k+i, 
 -	u(k + i|k): µελλοντικές είσοδοι ελέγχου στο χρόνο k+i    
 -Q, R κατάλληλοι πίνακες µε βάρη. 
Παραπάνω, φαίνεται ότι το min-max πρόβληµα ανταποκρίνεται στην χειρότερη περίπτωση 
της αβεβαιότητας χρησιµοποιώντας µια τετραγωνική αντικειµενική συνάρτηση. 

Έχουµε περιορισµούς και στις µεταβλητές ελέγχου και στις µεταβλητές εξόδου : 
 

- ||	u(k + i|k) ||2 ≤ umax, µε k, i ≥ 0 (ευκλείδεια νόρµα) ή χρησιµοποιώντας απόλυτη 
τιµή:  |uj(k + i|k) | ≤ uj,max , k, i ≥ 0, j=1,2,…,m και uj κάθε στοιχείο της εισόδου 
ελέγχου 
 

- ||	y(k + i|k) ||2 ≤ ymax, k ≥ 0 και i≥1. 
Αν στο σύστηµα που θα εφαρµοστεί ο εύρωστος προβλεπτικός έλεγχος υπάρχουν 

εξωτερικές διαταραχές, τότε υπάρχει το εξής γραµµικό διακριτό σύστηµα: 
xLs& = AxL + BuL + GwL

yL = CxL
,  µε τους περιορισµούς: xL	ϵ X , uk ϵU, wL	ϵW ,  X, U, W 

συνηθίζεται να είναι πολύεδρα. Οι xL , uL,  wL  και  yL  αποτελούν την κατάσταση, την 
είσοδο ελέγχου, την εξωτερική διαταραχή και την έξοδο του συστήµατος αντίστοιχα και 
ανήκουν          στο σύνολο των πραγµατικών αριθµών διάστασης n, m, n και p αντίστοιχα.  
Εδώ, έχουµε το min-max πρόβληµα διατυπώνεται ως εξής: 
min
u
max
�

J, µε περιορισµούς:  

-uLs�|L	ϵU, ∀	w	ϵW 
-xk +j |k ϵ X, ∀	w	ϵW 
-wk+j ϵW ,  
όπου J αντικειµενική συνάρτηση  
J= (yLs�|LOgi&

�r{ QyLs�|L+uLs�|LO RuLs�|L). 
 Παρακάτω προσδιορίζονται οι εκδοχές των προβλεπόµενων εξόδων, καταστάσεων, 
εισόδων και άγνωστων πραγµατοποιήσεων των διαταραχών αντίστοιχα: 
Υ=(yL|L		O 	yLs&|LO … . yLsgi&|LO 			)T 
X=(xL|LO 		xLs&|LO … . xLsgi&|LO 		)T 
U=(uL|L		O uLs&|L	….O uLsgi&|L		O )T 
W=(wL|L		

O wL|L….		
O wLsgi&|L		

O )T . 
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Άρα, οι καταστάσεις του συστήµατος διαµορφώνονται ως εξής: 

X = AxL|L + BU + G&W
Y = CX

,   µε G1=

0 0 … . 0 0 0
G 0 … . 0 0 0
AG G … . ⋮ ⋮ 0
⋮ ⋮ … . G 0 ⋮

Agi*G Agi&G … . AG G 0

 . Άρα, το 

πρόβληµα βελτιστοποίησης  που πρέπει να λυθεί ώστε να πάρουµε τα επιθυµητά 
αποτελέσµατα από τον εύρωστο προβλεπτικό έλεγχο είναι: 
min
n
max
�
( YO QY + UORU) και υπόκειται στους εξής περιορισµούς: 

UϵUN, ∀ WϵWN 

XϵXN, ∀ WϵWN    και          WϵWN . 
 
2. Μέθοδος που βασίζεται στην ευστάθεια των συστηµάτων ανάδρασης:  Η βασική ιδέα 
αυτών των στρατηγικών ελέγχου περιέχουν την ενσωµάτωση του νόµου ελέγχου 
ανάδρασης των καταστάσεων στη διατύπωση ενός προβλήµατος εύρωστου MPC. Εδώ, 
το εύρωστο µοντέλο προβλεπτικού ελέγχου περιλαµβάνει είτε πρόσθεση των 
περιορισµών σε όλες τις πιθανές καταστάσεις του συστήµατος πάνω από έναν άπειρο 
ορίζοντα είτε την εφαρµογή µιας δοµής ελέγχου µε διπλή λειτουργία η οποία 
αποτελείται από δύο διαφορετικές λειτουργίες ελέγχου. Η πρώτη λειτουργία, 
αναφέρεται στο γεγονός ότι το εύρωστο µοντέλο προβλεπτικού ελέγχου οδηγεί το 
αβέβαιο σύστηµα, πάνω από ένα πεπερασµένο ορίζοντα, από την αρχική κατάσταση 
προς ένα σηµείο ενός δοσµένου εύρωστου θετικά ορισµένου συνόλου, ενώ στη 
δεύτερη λειτουργία ο έλεγχος παίρνει την µορφή ανάδρασης κατάστασης και διατηρεί 
την κατάσταση µέσα στο σύνολο των  αβεβαιοτήτων. Με αυτή τη µέθοδο, η ευστάθεια 
επιτυγχάνεται για ευσταθή αλλά και ασταθή συστήµατα που περιέχουν αβεβαιότητες 
και µετατρέπεται σε συντηρητικό νόµο ελέγχου. Συνήθως, σε αυτή τη µέθοδο αντί να 
παραµετροποιηθούν οι ενέργειες ελέγχου ως ένας γραµµικός νόµος ανάδρασης 
κατάστασης για έναν άπειρο ορίζοντα, προστίθεται ένα σύνολο από ελεύθερες 
εισόδους ελέγχου πάνω από έναν πεπερασµένο ορίζοντα οι οποίες θεωρούνται ως 
µεταβλητές απόφασης στο πρόβληµα βελτιστοποίησης. 

 Τα µειονεκτήµατα αυτής της µεθόδου είναι αρκετά. Αρχικά, εφαρµόζεται κυρίως σε 
συστήµατα µε πολυτοπική αβεβαιότητα, όπου υπάρχει το µειονέκτηµα τεράστιου 
υπολογιστικού φορτίου το οποίο προκύπτει από το πρόβληµα βελτιστοποίησης. Τέλος, 
εξαιτίας των περιορισµών στις καταστάσεις υπάρχουν πιθανά προβλήµατα εφικτότητας. 
Έστω το γραµµικό χρονικά αναλλοίωτο σύστηµα: 

  
x(k + 1) = A(k)x(k) + B(k)u(k)

y(k) = Cx(k) , 

όπου: [A(k)  B(k)] ϵ Ω, ∀k ≥ 0 µε Ω={[Α(k)  B(k)| [A(k)  B(k)] = λJg
Jr& [AJ		BJ], λi ≥ 

0,	 λJg
Jr& =1} και N:ορίζοντας πρόβλεψης. Επίσης,  x(k), u k 	και  y(k) αποτελούν την 

κατάσταση, την είσοδο ελέγχου και την έξοδο του συστήµατος αντίστοιχα και ανήκουν          
στο σύνολο των πραγµατικών αριθµών διάστασης n, m και p αντίστοιχα.  
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 Χρησιµοποιώντας αυτή τη µέθοδο θέλουµε να ελαχιστοποιηθεί η χειρότερη 
περίπτωση της τετραγωνικής αντικειµενικής συνάρτησης: 

min
u k + i k r�(L)p( k + i k

max
} LsJ 	~ LsJ ԑ-,���	�ά��	J�{	

J(k) , το οποίο υπόκειται στους εξής 

περιορισµούς: 
| ur (k + i |k) | ≤ ur,max , (α)    για r=1,2,…,m  και  i≥0    (1) 
| yr (k + i |k)| ≤ yr,max ,(β)  για r=1,2,…,p  και  i≥1   (2) κι όπου : 
Q, R > 0 κι όπου J η αντικειµενική συνάρτηση: 
J= [x(k + i|k)Og

Jr{ Qx(k + j|k)+u k + i k ORu(k + i|k)]. 
Σε κάθε χρονική στιγµή k, υπάρχει ο νόµος ανάδρασης κατάστασης :  
u k + i k =F(k)x( k + i k  ο οποίος χρησιµοποιείται για να ελαχιστοποιηθεί η χειρότερη 
τιµή της J(k). Τη χρονική στιγµή k προσδιορίζεται µια τετραγωνική συνάρτηση: V(x) = xT 

P(k)x, P(k)>0. Για κάθε [A(k+i)  B(k+i)]	ϵ Ω, i≥0, υποθέτουµε ότι η V(x) ικανοποιεί τον 
εξής εύρωστο περιορισµό ευστάθειας: 
V(x(k + i + 1|k))- V(x(k + i|k)) ≤ -[	x(k + i|k)TQ	x(k + i|k)+	u(k + i|k)TRu(k + i|k)]  
(i). Προσθέτοντας από i=0 έως N  και απαιτώντας x(N| k) ή V(x(N| k))=0, παίρνουµε: 

max
} LsJ 	~ LsJ ԑ-,���	�ά��	J�{	

J(k) ≤ V(x(k|k)) ≤ γ  (ii). Επίσης, V(x(k|k)) ≤ γ  µπορεί να 

εκφραστεί µε τη βοήθεια των γραµµικών ανισοτήτων πίνακα ως: 1 x(k|k)O
[x(k|k) Q  ≥ 0, 

µε Q=γP(k)-1 . 
O περιορισµός εύρωστης ευστάθειας (i) για συστήµατα ικανοποιείται αν για κάθε κορυφή 
του συνόλου Ω (που είναι πολύτοπο) ισχύει: 
Q QA�O + YOB�O QQ&/* YOR&/*

A�Q Q 0 0
Q&/*Q 0 γI 0
R&/*Y 0 0 γI

		≥ 0  µε   j=1,…,N και όπου: 

 
Q=γP(k)-1   και  F(k) παραµετροποιείται από YQ-1. 
Οι περιορισµοί εισόδου (α) ικανοποιούνται αν υπάρχει συµµετρικός πίνακας Χ τέτοιος 

ώστε: X Y
YO Q  ≥ 0, µε Χrr ≤ u�,aop*  , r=1,2,…,m. Ενώ οι περιορισµοί εξόδου (β) 

ικανοποιούνται αν υπάρχει συµµετρικός πίνακας Ζ, τέτοιος ώστε για  κάθε κορυφή του 
συνόλου Ω (που είναι πολύτοπο) ισχύει: 

Z C(A�Q + B�Y)
(A�Q + B�Y)OCO Q  ≥ 0 , j=1,…,N   και  Zrr ≤ y�,aop*  , r=1,2,…,p. 

 

3. Έλεγχος µε συναρτήσεις Lyapunov: Το πλεονέκτηµα αυτής της µεθόδου είναι ότι 
λαµβάνονται υπόψιν όλες οι αβεβαιότητες, εποµένως τα προβλήµατα ελαχιστοποίησης 
ικανοποιούν τους περιορισµούς για κάθε πιθανή πραγµατοποίηση της ακολουθίας των 
διαταραχών. Ο ελεγκτής εγγυάται ότι θα υπάρχει εφικτότητα και ευστάθεια κλειστού 
βρόχου. 
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Όµως προκειµένου να εφαρµοστεί αυτή η µέθοδος θα πρέπει να λυθούν κάποια 
προβλήµατα. Αρχικά, να βρεθεί η κατάλληλη διατύπωση του προβλήµατος που µπορεί να 
εφαρµοστεί στο σύστηµα µε τις αβεβαιότητες οι οποίες αναπαριστώνται µε τη µορφή 
εξωτερικής φραγµένης διαταραχής. Ένα άλλο λιγότερης σηµασίας πρόβληµα είναι ο 
προσδιορισµός των τρόπων που γίνεται ο έλεγχος µε συναρτήσεις Lyapunov. Για το λόγο 
ότι αυτό το πρόβληµα είναι µηδαµινής σηµασίας οι συγγραφείς στη βιβλιογραφία 
συνηθίζουν να µη κάνουν αναφορά στον τρόπο µε τον οποίο χρησιµοποιείται αυτή η 
µέθοδος. Ένα τελευταίο µειονέκτηµα αυτής της µεθόδου, είναι το τεράστιο υπολογιστικό 
κόστος, όταν υπάρχει on-line επίλυση του προβλήµατος. 
 Έστω το µη-γραµµικό σύστηµα το οποίο περιγράφεται από τον εξής χώρο 
καταστάσεων:  
x(t)=f(x(t), u(t), w(t)),  (1) όπου: x(t) το διάνυσµα των µεταβλητών κατάστασης, u(t) 
συµβολίζει το διάνυσµα των ελεγχόµενων µεταβλητών εισόδων και w(t) το διάνυσµα των 
διαταραχών. Τα x, u, w ανήκουν στο σύνολο των πραγµατικών αριθµών, διάστασης  n, m, 
w αντίστοιχα.  
 Το διάνυσµα εισόδου είναι περιορισµένο σε ένα µη-κενό σύνολο U το οποίο είναι 
υποσύνολο του συνόλου των πραγµατικών αριθµών διάστασης m, δηλαδή: 
U = {u∈ Rm : ||u|| ≤ umax}.  Το διάνυσµα διαταραχής είναι φραγµένο , w(t) ∈ W, όπου: W = 
{w ∈ Rw :||w|| ≤ θ, θ > 0}, όπου θ γνωστός θετικός πραγµατικός αριθµός. 
 Θεωρούµε πως υπάρχει ένας νόµος ελέγχου ανάδρασης: u(t)=h(x(t)) που 
ικανοποιεί τον περιορισµό εισόδου για την u για όλα τα x µέσα σε µια δοσµένη περιοχή 
ευστάθειας. Άρα, το ονοµαστικό σύστηµα είναι σταθεροποιήσιµο ή υπάρχει συνάρτηση 
Lyapunov για το ονοµαστικό σύστηµα ή στην περίπτωση που το σύστηµα είναι γραµµικό 
το (Α,Β) είναι σταθεροποιήσιµο. Άρα, υπάρχουν συναρτήσεις αi(.), i= 1,2,3,4 της τάξης Κ 
και µία συνεχώς διαφορίσιµη συνάρτηση Lyapunov V(x) για το κλειστό σύστηµα , που 
ικανοποιεί τις εξής ανισότητες: 
α& ||x|| ≤ V x ≤ α* x 				(1α)
k� p
kp

f x, h x , 0 ≤ −αf x 			(2)
k� p
kp

≤ α�																																				(3)

h x ∈ 	U																																											(4)

 ,                                                          

h(x) ∈ U,  για όλα τα x∈ O, όπου Ο υποσύνολο του Rn και είναι ανοιχτή                 γειτονιά  
της σταθεροποιήσιµης περιοχής Ωρ υπό τον έλεγχο u=h(x). 
Αφού οι χειραγωγούµενες µεταβλητές u είναι φραγµένες  και η ιδιότητα των συνεχώς 
διαφορίσιµων συναρτήσεων Lyapunov V, υπάρχουν θετικές σταθερές: Μ, Lw, Lx, Lx’ 
τέτοιες ώστε: 

f x, u, w ≤ M
f x, u, w − f x�, u, 0 ≤ L�||w|| 	+	Lp||x − x΄||

|| k� p
kp

f x, u, 0 − k� p 

kp
f x�, u, 0 	|| ≤ Lp�||x − x΄||	

 ,  

για όλα τα x,x΄ ∈ Ωρ, u ∈  U και w ∈ W. 
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Αυτές οι σταθερές θα χρησιµοποιηθούν στο χαρακτηρισµό των ιδιοτήτων ευστάθειας  του 
συστήµατος υπό του σχεδιασµούς  του Lyapunov µοντέλου προβλεπτικού ελέγχου. 
 O σχεδιασµούς  του Lyapunov µοντέλου προβλεπτικού ελέγχου βασίζεται σε έναν 
υπάρχων νόµο ελέγχου h(x) ο οποίος είναι ικανός να σταθεροποιήσει το σύστηµα 
κλειστού βρόχου και ικανοποιεί τις συνθήκες (1α)-(4). H µορφή ενός Lyapunov µοντέλου 
προβλεπτικού ελέγχου είναι η εξής: 
min
u∈	¡(m)

[||x(τ)||£¤ + ||u(τ)||¥¤] dτ		(5)
§¨sg
§¨

, υπό τους περιορισµούς: 

x t = f x t , u t , 0 		(6),	  u(t) ∈ U  (7), x(tk)=x(tk)   (8),  

 k� p(§¨)
kp

f x(tL), u(tL),0 ≤
k� p §¨

kp
f x tL , h x tL , 0 		(9) , όπου V(x) είναι µια 

συνάρτηση Lyapunov και είναι συνδεδεµένη µε το µη γραµµικό νόµο ελέγχου h(x). 
H βέλτιστη λύση  αυτού του Lyapunov µοντέλου προβλεπτικού ελέγχου (LMPC) 
προβλήµατος βελτιστοποίησης συµβολίζεται µε u«∗(t|tk) µε t ∈ [tk,tk+N]. Η χειραγωγούµενη 
είσοδος του συστήµατος υπό τον έλεγχο αυτού του προβλεπτικού µοντέλου ορίζεται ως 
εξής: 
u(t) =u«∗(t |tk) ,  ∀	t ∈ [tk, tk+1). 
 Στον LMPC που προσδιορίζεται από τις εξισώσεις: (5)-(9), ο    περιορισµός της 
εξίσωσης (9) επιτρέπει σε κάποιον να αποδείξει ότι ο LMPC διατηρεί τις ιδιότητες της 
ευστάθειας και της ευρωστίας του µη-γραµµικού νόµου ελέγχου h(x) . 
 Μια βασική ιδιότητα του LMPC είναι ότι έχει την ίδια περιοχή ευστάθειας Ωρ µε 
τον µη-γραµµικό νόµου ελέγχου h(x) κι εποµένως είναι εφικτός για οποιαδήποτε αρχική 
κατάσταση µέσα στο Ωρ όταν ο χρόνος δειγµατοληψίας Δ και το ανώτερο όριο της 
διαταραχής θ είναι αρκετά µικρά. 
 Το βασικό πλεονέκτηµα ενός LMPC που αντιστοιχεί σε έναν µη-γραµµικό νόµο 
ελέγχου h(x) είναι οι υποθέσεις για την βελτιστοποίηση µπορούν να ληφθούν υπόψιν  στον 
υπολογισµό των δράσεων ελέγχου, ενώ βελτιώνεται η απόδοση του συστήµατος κλειστού 
βρόχου. 
Άρα, η ευστάθεια και η εφικτότητα ενός  LMPC κλειστού βρόχου είναι σίγουρες από το 
µη-γραµµικό νόµο ελέγχου h(x). Τέλος,  το µήκος του ορίζοντα Ν δεν επηρεάζει την 
ευστάθεια αλλά την απόδοση του συστήµατος κλειστού βρόχου. 
 
4.  Cost constraint tightening : Η εφαρµογή αυτής της µεθόδου περιορίζεται σε 
συστήµατα ανοιχτού βρόχου µε αβεβαιότητα πολλαπλών συστηµάτων. 
Η ευστάθεια επιτυγχάνεται προσθέτοντας αβεβαιότητες στο πρόβληµα βελτιστοποίησης 
του ελέγχου η οποία αποτρέπει τις συναρτήσεις κόστους του ελεγκτή να αυξάνονται στα 
διάφορα βήµατα δειγµατοληψίας σε συνδυασµό µε έναν άπειρο ορίζοντα πρόβλεψης. 
 Στην περίπτωση που το σύστηµα είναι ασταθές, αυτή η µέθοδος απαιτεί να 
συµπεριλαµβάνεται ένα επιπλέον σύνολο περιορισµών στο πρόβληµα βελτιστοποίησης 
του ελέγχου. Το σηµαντικό είναι ότι αυτοί οι περιορισµοί πρέπει να µηδενίζονται στο 
τέλος του ορίζοντα ελέγχου σε όλα τα είδη συστηµάτων διατηρώντας το κόστος του 
άπειρου ορίζοντα φραγµένο.  Ένα σηµαντικό πλεονέκτηµα αυτής της µεθόδου  είναι ότι η 



	

55	

πολυπλοκότητα της βελτιστοποίησης  είναι αµετάβλητη  από το ονοµαστικό πρόβληµα  
στις εύρωστες τροποποιήσεις. 
 Σε αυτή τη µέθοδο, το σύστηµα χωρίζεται συνήθως σε υποσυστήµατα στα οποία 
εφαρµόζεται για τον σχεδιασµό ενός εύρωστου MPC. Έστω έχουµε Νp ελεγχόµενα 
υποσυστήµατα. Κάθε υποσύστηµα, συµβολίζεται από ένα δείκτη  p ∈ {1,…, Νp }. Έστω 
ένα γραµµικό, χρονικά αναλλοίωτο σύστηµα: 
xh k + 1 = Ahxh k + Bhuh k + wh k ,														(1)
yh k = Chxh k + Dhuh k ,																																								(2)

 , 

όπου: xh k Rg­
® 	το	διάνυσµα	κατάστασης	του	υποσυστήµατος	p	στο	χρόνο	k, 	uh k ∈

Rg­½είναι	η	είσοδος	ελέγχου	του	υποσυστήµατος	p		και		wh k ∈
Rg­® 	η	διαταραχή	του	υποσυστήµατος	p.														 
Για τη διαταραχή ισχύει: για κάθε k, p wh k ∈ Wp ⊂ Rg­®   (3). 

Οι περιορισµοί του συστήµατος είναι οι εξής: ∀k 	 yh(k)
g­
hr& 	∈ Y⊂ RgÂ ,    (4).  Οι 

προβλέψεις γίνονται χρησιµοποιώντας το ονοµαστικό µοντέλο του συστήµατος, δηλαδή το 
(1) και το (2) χωρίς τον όρο της διαταραχής. 
Οι περιορισµοί της εξόδου  <<στενεύουν>> µέσα σε µια µονότονη ακολουθία ώστε να 
επιβεβαιώσουν την εύρωστη εφικτότητα. 
Το πρόβληµα βελτιστοποίησης είναι: 
Pc(x1(k),…,xg­(k)) : 

J*= min
uÃ….uÄ­,pÃ…pÄ­,ÅÃ…ÅÄ­,

lhO
�r{

g­
hr& xh k + j k , uh k + j k , 

που υπόκεινται στους εξής περιορισµούς: 
∀ j  ∈{0 . . . T}   ∀ p ∈  {1 . . .Np} 

xh k + j + 1|k = Ahxh k + j|k + Bhuh k + j|k ,														
yh k + j|k = Chxh k + j|k + Dhuh k + j|k ,																																								

xh k k = xh k
xh k + T + 1|k ∈ Qh

yh k + j|k
g­
hr& ∈ 	Yg­(j)

, 

 
και τα σύνολα των περιορισµών βρίσκονται χρησιµοποιώντας τις εξής  αναδροµές: 
Υ9­(0)=Υ, ∀ j  ∈{0 . . . T}   ∀ p ∈  {2 . . .Np},      (5α) 
Υ(p-1)(j)= Υp(j) ∼(Cp+DpKp(j))Lp(j)Wp, ∀ j  ∈{0 . . . T-1}    (5b) .   
𝛶9­(j+1)= Υ1(j) ∼(C1+D1K1(j))L1(j)W1,   (5c). 
Όπου  ∼ αναπαριστάται η Pontryagin διαφορά για την οποία ισχύει ότι: 
Α∼ B = {a | (a + b) ∈ A   ∀ b ∈ B} και Κp(j)    j∈{0 . . . T-1}  υποψήφιοι νόµοι ελέγχου για 
κάθε υποσύστηµα µε συνδεδεµένους πίνακες µετάβασης καταστάσεων  Lp(j) µε: 
                                        Lp(0)=Ι  
                                   ∀ j∈{0 . . . T-1} 
                         Lp(j+1)=(Ap+BpKp(j))Lp(j). 
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Οι αναδροµές   (5)  <<στενεύουν>> τους περιορισµούς στα µελλοντικά βήµατα,  
επιβεβαιώνοντας την ύπαρξη ενός περιθωρίου που επιτρέπει την µελλοντική δράση 
ανάδρασης µε απόκριση την διαταραχή. Αυτή η µέθοδος χωρίζεται σε διαφορετικά 
βήµατα για κάθε υποσύστηµα. 
Αυτό το πρόβληµα χρησιµοποιεί µόνο τα σύνολα των περιορισµών για το                         
τελευταίο υποσύνολο Νp. Η επιλογή των Kp(j) είναι του σχεδιαστή. 
Αυτή η µέθοδος µπορεί να εφαρµοστεί και offline και για σύνολα πολύεδρων. 
 Τα τελικά σύνολα περιορισµών Qp µε τους νόµους ελέγχου κp ικανοποιούν τα εξής: 
 ∀ xp ∈Qp    ∀ p∈{1…Np},  Apxp+Bpκp(xp)  ∈ Qp     ,  (6α)       ∀(x&O … . . xg­

O )O∈ {Q1 x…x 

Qg­}, {Chxh + Dhκh(xh)}
g­
hr&   ∈  Υ9­(T)     (6β). 

 Έχει αποδειχθεί ότι λύνοντας τη βελτιστοποίηση σε ένα MPC σύστηµα εγγυάται η 
εύρωστη εφικτότητα. 
 

5, Tube MPC : Χρησιµοποιεί ένα ονοµαστικό µοντέλο και µια ανάδραση ελέγχου έτσι 
ώστε η πραγµατική κατάσταση να συγκλίνει στην ονοµαστική. Αυτό φανερώνει πως η 
λύση βασίζεται σε ένα ονοµαστικό πρόβληµα ελέγχου. Τα πλεονεκτήµατα της εφαρµογής 
αυτής της µεθόδου είναι πολλά, αν και είναι ευνοϊκή περισσότερο για τα γραµµικά 
συστήµατα. Σε αυτή τη µέθοδο, οι περιορισµοί ανήκουν σε ένα εύρωστο θετικά 
αναλλοίωτο σύνολο. Το τελικό κόστος V κι ο νόµος ανάδρασης u=Kx προσδιορίζονται 
λύνοντας ένα κατάλληλο LMI (Linear Matrix Inequalities) πρόβληµα. Όταν το σύστηµα 
που ελέγχεται είναι γραµµικό και χρονικά αναλλοίωτο, η µέθοδος επιτυγχάνει βελτίωση 
στον ελεγκτή που διαχειρίζεται τις διαταραχές του συστήµατος. Αντίθετα µε τον ελεγκτή 
των διαταραχών, εφαρµόζεται σε συστήµατα που είναι µόνο θετικά αναλλοίωτο ή 
υπόκεινται σε παραµετρική αβεβαιότητα και φραγµένη διαταραχή. Κατά κύριο λόγο 
εφαρµόζεται σε γραµµικά συστήµατα. Όταν όµως υπάρχουν µη γραµµικά συστήµατα 
διατυπώνεται ως εναλλακτική min-max προσέγγιση µε εγγυηµένη ευστάθεια και 
εφικτότητα. Προκειµένου να µειωθεί η επίδραση των διαταραχών, µπορεί η µέθοδος αυτή 
να εµφανιστεί ως µια συνηθισµένη προσέγγιση η οποία διαχωρίζει τον έλεγχο σε αυτόν 
που βασίζεται στα σηµεία αναφοράς και σε αυτόν που βασίζεται στην ανάδραση. 
 Μειονέκτηµα αποτελεί το γεγονός ότι υπάρχει περιορισµός στο είδος των 
αβεβαιοτήτων καθώς εφαρµόζεται κυρίως σε συστήµατα µε παραµετρική και προσθετική 
αβεβαιότητα. Επίσης, ναι µεν εγγυάται ευστάθεια και ικανοποίηση των περιορισµών στην 
παρουσία φραγµένων αλλά άγνωστων επιρροών αλλά δεν εγγυάται βέλτιστη απόδοση 
στην παρουσία αβεβαιοτήτων. Επιπλέον, τα θετικά αυτής της µεθόδου είναι ότι 
ικανοποιούνται οι περιορισµοί των καταστάσεων και των εισόδων και στο σύστηµα 
υπάρχει ασυµπτωτική ευστάθεια. Ένα άλλο πλεονέκτηµα είναι ότι µειώνεται η 
συντηρητικότητα που εµφανίστηκε σε πολλές µεθόδους. Πετυχαίνεται, επίσης, η 
επιθυµητή απόδοση του συστήµατος, λύνοντας το πρόβληµα βελτιστοποίησης σε κάθε 
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χρονική στιγµή, συµπεριλαµβάνοντας την κατάλληλη δράση ελέγχου ώστε να έχουµε 
λιγότερες αποκλίσεις από την τροχιά αναφοράς κι από τις κατάλληλες δράσεις ελέγχου. 

Να σηµειωθεί ότι ένα συνηθισµένο ονοµαστικό µοντέλο προβλεπτικού ελέγχου 
χρησιµοποιείται προκειµένου να ελέγχει το ονοµαστικό σύστηµα, καθώς η επίδραση του 
αβέβαιου συστήµατος ήδη υπάρχει στους περιορισµούς. Εποµένως, η στρατηγική του 
εύρωστου tube-MPC ταιριάζει κατάλληλα σε εφαρµογές µε γρήγορη δυναµική όπου 
υψηλές συχνότητες εφαρµόζονται. 
 Εφόσον, εφαρµόζεται κυρίως σε συστήµατα µε παραµετρική ή προσθετική 
αβεβαιότητα, επιλέγω ένα σύστηµα µε προσθετική αβεβαιότητα. Ο όρος tube αναφέρεται 
σε εκείνες τις τεχνικές ελέγχου των οποίων στόχος είναι να διατηρήσουν όλες τις πιθανές 
τροχιές ενός αβέβαιου συστήµατος µέσα σε µια ακολουθία  αποδεκτών περιοχών. 
Η προσέγγιση αυτή βασίζεται στο γεγονός ότι η προβλεπόµενη εξέλιξη του συστήµατος 
λαµβάνεται χρησιµοποιώντας ένα ονοµαστικό µοντέλο που διαφέρει από την πραγµατική 
εξέλιξη, εξαιτίας της αβεβαιότητας. 
Η βάση της περιλαµβάνεται στον υπολογισµό της περιοχής  γύρω από την ονοµαστική 
πρόβλεψη  που περιέχει την κατάσταση του συστήµατος κάτω από οποιαδήποτε 
αβεβαιότητα. Επίσης, εφαρµόζεται  συνήθως µια πολιτική ελέγχου πριν την 
σταθεροποίηση του συστήµατος. Ένα κέρδος ανάδρασης αναπληρώνει την διαφορά 
ανάµεσα στην ονοµαστική και στην πραγµατική εξέλιξη του συστήµατος κι ένας έλεγχος 
ντετερµινιστικού MPC εφαρµόζεται προκειµένου να σταθεροποιηθεί το ονοµαστικό 
σύστηµα. 
 Παρακάτω αναλύεται ένας εύρωστος tube MPC ελεγκτής, µέσω προσβάσιµων 
συνόλων (reachable set). Yπολογίζοντας την περιοχή σε κάθε βήµα µέσα στον ορίζοντα 
πρόβλεψης, οδηγεί σε µια ακολουθία  περιοχών {Ri} που ονοµάζονται προσβάσιµα 
σύνολα  και είναι τα µικρότερα σύνολα καταστάσεων του αβέβαιου κλειστού βρόχου 
συστήµατος που βεβαιώνουν πως  περιλαµβάνουν την κατάσταση στο χρόνο i για 
οποιαδήποτε τροχιά. 
 Έστω το σύστηµα: xk+1=Akxk+Buk+wk , µε xk  η κατάσταση του συστήµατος ,uk η 
είσοδος ελέγχου κι ανήκουν στο σύνολο πραγµατικών αριθµών διάστασης n, m 
αντίστοιχα. Επίσης, wk φραγµένη προσθετική αβεβαιότητα µε w ∈	 W, όπου W πολύτοπο 
στο χώρο καταστάσεων. 
Επιπλέον, W υποσύνολο του συνόλου των πραγµατικών αριθµών διάστασης n κι 
αναπαριστά την αβεβαιότητα που επηρεάζει την κατάσταση σε κάθε χρονική στιγµή του 
δείγµατος. 
Οι καταστάσεις και οι είσοδοι υπόκεινται στους εξής περιορισµούς: 
xk ∈	 Χ, uk ∈	 U  και τα σύνολα X, U είναι πολύτοπα και υποσύνολα του συνόλου των 
πραγµατικών αριθµών διάστασης n, m αντίστοιχα . 
 Στη συνέχεια, ορίζουµε το ονοµαστικό σύστηµα: 
xLs& =Ak xL +Bgk , µε xL	 η ονοµαστική κατάσταση και gk η είσοδος ελέγχου της 
ονοµαστικής κατάστασης. 
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Τώρα θα υπολογιστεί η διαφορά ανάµεσα στο πραγµατικό και στο ονοµαστικό σύστηµα 
ως εξής:  xL=xk-xL, µε  x να ανήκει στο σύνολο των πραγµατικών αριθµών διάστασης n κι 
αναπαριστά το σφάλµα της κατάστασης. 
 Στόχος του ελέγχου είναι να αποκατασταθεί η διαφορά ανάµεσα στη πραγµατική 
και στην ονοµαστική κατάσταση και να οδηγήσει την ονοµαστική κατάσταση όσο πιο 
κοντά γίνεται στο σηµείο αναφοράς 
Γι’ αυτό το λόγο, θεωρώ τον εξής νόµου ελέγχου: uk= KkxL+gk, µε Kk ένας ελεγκτής του 
οποίου στόχος είναι  να αποκαταστήσει την πραγµατοποίηση του συστήµατος σε κάθε 
χρονική στιγµή. 
Το gk , αντιµετωπίζει το ονοµαστικό σύστηµα αφού η αβεβαιότητα περιορίζεται από τον 
υπολογισµό των προσβάσιµων συνόλων. 
Τέλος, η δυναµική του σφάλµατος του συστήµατος κλειστού βρόχου  είναι:  xLs&=xk+1-
xLs&=(Αk+BKk)	xL+wk.  
 Πρώτα υπολογίζεται το κέρδος της ανάδρασης  που εξαρτάται από την 
πραγµατοποίηση του συστήµατος σε κάθε βήµα µέσα στον ορίζοντα πρόβλεψης. Τέτοια 
στρατηγική ελέγχου θα υπολογίζεται λύνοντας ένα βέλτιστο πρόβληµα όπου οι 
περιορισµοί θα περιλαµβάνονται στους όρους ενός πίνακα γραµµικών ανισώσεων 
βεβαιώνοντας την ασυµπτωτική ευστάθεια κι απόδοση, όπου: 
Kk=-(R+BTPB)-1BTPAk, µε Ρ θετικά ορισµένος πίνακας που συνδέεται µε τη συνάρτηση 
Lyapunov η οποία προέρχεται από το πρόβληµα βελτιστοποίησης και R  ένας πίνακας που 
θα οριστεί παρακάτω. 
 Έπειτα, τα προσβάσιµα σύνολα υπολογίζονται λαµβάνοντας υπόψιν το κέρδος της 
ανάδρασης και την προσθετική αβεβαιότητα. 
Τα προσβάσιµα σύνολα που αναπαριστούν ένα φράγµα στην πιθανή κατάσταση της 
διαφοράς του συστήµατος κλειστού βρόχου κι επηρεάζονται από την αβεβαιότητα 
υπολογίζονται ως: 
Rk+i+1 =(Ak+i+BKi+1)Rk+I +W , ∀ i=0,…,N-1, (µε + συµβολίσαµε το άθροισµα Minkowski 
όπου ισχύει: Χ+Υ = (x +y| x ∈	X  και y∈Y) ) . 
 Για να λάβουµε υπόψιν την προσπάθεια του ελέγχου προκειµένου να αναπληρωθεί 
η διαφορά του συστήµατος και η αβεβαιότητα , οι αρχικοί περιορισµοί των  καταστάσεων 
και των εισόδων αντικαθίστανται µε πιο αυστηρούς περιορισµούς χρησιµοποιώντας τα 
προσβάσιµα σύνολα: 

XJ = X − RJ,∀	i = 1, . . , N
UJ = U − KJRJ,∀	i = 0, . . , N − 1

 ,  

(−: σύνολο Pontryagin διαφοράς :Χ- Υ =(x| x +Y⊆X)). 
 Έπειτα, ένα συνηθισµένο πρόβληµα MPC µε πιο αυστηρούς πλέον περιορισµούς  
χρησιµοποιείται για την λύση του ονοµαστικού συστήµατος. 
Ένας πίνακας γραµµικών ανισώσεων εφαρµόζεται  για να προσδιοριστεί το τελικό κόστος 
της βελτιστοποίησης του προβλήµατος του MPC καθώς κι ένα αναλλοίωτο σύνολο 
υπολογίζεται. Το τελικό κόστος και το τελικό αναλλοίωτο σύστηµα που βεβαιώνουν την 
ασυµπτωτική ευστάθεια του ονοµαστικού ελεγκτή πρόβλεψης  υπολογίζονται offline. 
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 Μια ντετερµινιστική στρατηγική του MPC τρέχει online για το ονοµαστικό σύνολο 
µε πιο αυστηρούς περιορισµούς. 
Συνοψίζοντας, λοιπόν, online υπολογισµός χρησιµοποιείται προκειµένου να υπολογιστεί 
το κέρδος ανάδρασης Κk, λαµβάνοντας υπόψιν την πραγµατικότητα του συστήµατος σε 
κάθε βήµα µέσα στον ορίζοντα πρόβλεψης. Έπειτα, τα προσβάσιµα σύνολα υπολογίζονται 
λαµβάνοντας υπόψιν τη διαφορά του συστήµατος κλειστού βρόχου και της αβεβαιότητας. 
Τέλος, ένα  ντετερµινιστικό ΜΡC µε αυστηρούς περιορισµούς λύνεται για το ονοµαστικό 
σύστηµα. 
 Για να έχω ασυµπτωτικά ευσταθείς ελεγκτές θεωρώ µία συνάρτηση Lyapunov: 
V(x)=xOP	x, µε P θετικά ορισµένος πίνακας, τέτοια ώστε: 
V(xLs&)- V(xL) ≤ 0, ∀	x≠0. 
Προκειµένου να ληφθεί υπόψιν η απόδοση, έχω την εξής τετραγωνική αντικειµενική 
συνάρτηση: 
V(x{) ≥ min

u[{,Î)
xLOÎ

Lr{ QxL+uLORuL, µε V(.) το ανώτερο φράγµα του βέλτιστου κόστους, 

u[0,∞) άπειρη ακολουθία των uL , Q και R συµµετρικοί πίνακες βαρών κατάστασης και 
εισόδου. 
 Αφού υπολογίστηκαν ο νόµος ελέγχου ανάδρασης και τα προσβάσιµα σύνολα 
επικεντρωνόµαστε στον υπολογισµό που σχετίζεται µε τον MPC. 
Έχουµε x  ∈ XJ , ∀ i=1,…,N όπου XLs& =X-Rk+I ∀ i=0,…,N, (1)   οπότε βεβαιώνεται η 
ικανοποίηση των περιορισµών και η εφικτότητα διατηρείται ακόµα και στην παρουσία των 
αβεβαιοτήτων. 
Οι περιορισµοί των εισόδων αντικαθίστανται από : 
ULsJ=U- Kk+I Rk+i , ∀ i=0,…,N-1.   (2) 
 
Το  MPC πρόβληµα βελτιστοποίησης που  λύνεται σε κάθε χρονική στιγµή είναι: 

min
Ð¨r Ñ¨,…,Ñ¨ÒÄÓÃ

Jg (xL, GL)  = xLsJ|LOΦgi&
Jr{ xLsJ|L+gLsJ|LO ΛgLsJ|L+Y(xLsg|L ), µε τους εξής 

περιορισµούς:	xLsJ|L∈XJ, ∀ i=1,…,N 
      gLsJ|L ∈UJ, ∀ i=0,…,N-1 
       xLsg|L ∈	Ω-RN 

µε xLsJ|L  : προβλεπόµενο διάνυσµα κατάστασης στο χρόνο k+i που  λαµβάνεται 
εφαρµόζοντας την ακολουθία εισόδων: 

     GL = gL, … , gLsgi&  ξεκινώντας από την κατάσταση xL. 
 Το Υ(.) είναι το τελικό κόστος και το σύνολο των τελικών περιορισµών  δίνεται από 
την περιοχή Ω (όπου υπολογίζονται και τα δύο). Να σηµειωθεί ότι ο ΜΡC περιλαµβάνει τους 
νέους περιορισµούς (1), (2). Τέλος, για τους πίνακες Φ και Λ ισχύει: Φ=ΦΤ > 0 και Λ=ΛΤ > 0. 
 
 
6. Multi-stage MPC : Σε αυτή τη µέθοδο συνηθίζεται να διαµορφώνεται µια προσέγγιση 
δέντρου στο χώρο των καταστάσεων. Το θετικό αυτής της µεθόδου είναι ότι είναι µη 
συντηρητική καθώς οι πληροφορίες διατίθενται σε όλα τα στάδια της πρόβλεψης και οι 
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αποφάσεις σε κάθε στάδιο ίσως είναι διαφορετικές. Ένα άλλο πλεονέκτηµα αποτελεί το 
γεγονός, ότι πολλές φορές λειτουργεί ως µέσο για την εξουδετέρωση των επιπτώσεων των 
αβεβαιοτήτων. Συγκριτικά µε τις υπόλοιπες µεθόδους προσφέρει καλύτερη απόδοση στο 
σύστηµα και πολλές φορές χρησιµοποιείται κι εδώ η ιδέα του min-max MPC. Επίσης, 
µπορεί να χρησιµοποιηθεί σε συνδυασµό µε την εκτίµηση των καταστάσεων σε µετρήσεις 
µε θόρυβο. Παρά τα πλεονεκτήµατα, σηµαντικό µειονέκτηµα αποτελεί το γεγονός ότι το 
µέγεθος του προβλήµατος αυξάνεται εκθετικά µε τον αριθµό των αβεβαιοτήτων και τον 
ορίζοντα πρόβλεψης. Τέλος, ένα ακόµα µειονέκτηµα λιγότερης σηµασίας είναι ότι για το 
σχεδιασµό του δέντρου, διαφορετικές τιµές λαµβάνονται υπόψιν για κάθε αβεβαιότητα. 
Έστω ένα µη-γραµµικό αβέβαιο σύστηµα: 
xLs&
�  =f(xL

h(�), uL
� , dL

�(�)), όπου xL
h(�) η προηγούµενη κατάσταση (στο δέντρο), uL

�  η είσοδος 

ελέγχου και dL
�(�)  η r πραγµατοποίηση της αβεβαιότητας  στο βήµα k, µε  dL

�(�)  ∈ 
{dL&, dL*, … , dLÖ} στο βήµα k, για s:διαφορετικές πιθανές τιµές της αβεβαιότητας. 
 Το πρόβληµα βελτιστοποίησης  που απαιτείται να λυθεί είναι: 
min

u¨
× 	,∀(�,L)∈Ø

J (*) µε περιορισµούς:  

xLs&
� = f xL

h � , uL
� , dL

� � ,

xL
� ∈ X
uL
� ∈ U

uL
� = uL« , αν		xL

h � = xL
h « ,

∀ j, k , (l, k) ∈ I 

 

κι όπου J η αντικειµενική συνάρτηση µε:	J =[ (wJJJ)�]g
Jr&

&/� , όπου Ji το κόστος από κάθε 
σενάριο Si και wi η πιθανότητα. 
 Το κόστος από κάθε Ν σενάρια προσδιορίζεται ως: Ji = L(xLs&

� , uL
� )g­i&

Lr{ , 

∀xLs&
� , uL

�  ∈ Si , όπου Νp ο ορίζοντας πρόβλεψης. 
 Τα περισσότερα µοντέλα αναπαριστώνται στο πεδίο του χρόνου  από ένα σύνολο 
διαφορικών εξισώσεων που γράφονται ως: 
x = Φ(x,u,d). Και οι είσοδοι ελέγχου και οι καταστάσεις περιλαµβάνονται ως µεταβλητές 
βελτιστοποίησης. Άρα, η διακριτοποίηση των διαφορικών εξισώσεων είναι απαραίτητη. 
Για τη διακριτοποίηση χρησιµοποιείται συχνά η µέθοδος του  Euler, καθώς παρέχει 
ικανοποιητική ακρίβεια και είναι απλή. Το διακριτοποιηµένο µοντέλο γράφεται ως: 
xLs&
� =xL

h(�)+Δt(Φ(xLs&
� , uL

� , dL
�(�))). Κάθε σηµείο της διακριτοποίησης αντιστοιχεί σε ένα 

σηµείο του δέντρου. Μετά τη διακριτοποίηση : 
min
pÙ­Ú

f(xQh§) (**) µε περιορισµούς: 

xl ≤ xopt ≤ xu , bl ≤ A xopt ≤ bu, cl ≤ c(xopt) ≤ cu  µε: 
xopt =[x0 , x&&, x&,…,* xg­,

g u&&, u&,…,* ug­
g ]: διάνυσµα βελτιστοποίησης περιλαµβάνει όλες τις 

καταστάσεις και τις εισόδους ελέγχου . 
 Η αντικειµενική συνάρτηση στην (**) περιλαµβάνει όλους τους απαραίτητους 
όρους για να δηµιουργηθεί η αντικειµενική συνάρτηση της σχέσης (*). 
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Το multi-stage πρόβληµα βελτιστοποίησης για να λυθεί σε κάθε χρονική στιγµή µπορεί να 
γραφεί ως: 

min
pÙ­Ú

wJ
g
Jr& [(xLs&

� − xÖ)′Q
g­
Lr& (xLs&

� − xÖ)+(uL
� − uÖ ) 	′R(uL

� − uÖ )+ΔuL� RΔ ΔuL ]  , ∀ 

xLs&
� , uL

�  ∈ Si, µε τους εξής περιορισµούς: 
xL
� ∈ Χ, ∀ j, k ∈ I 
uL
� ∈ U, ∀ j, k ∈ I 

uL
� = uL« , αν		xL

h � = xL
h « ,	∀ j, k , (l, k) ∈ I 

xLs&
� =xL

h(�)+Δt(Φ(xLs&
� , uL

� , dL
�(�))), ∀ j, k + 1 ∈ I. 

 Το κόστος από κάθε σενάριο περιλαµβάνεται στις περιπτώσεις τριών διαφορετικών 
όρων βαρών µε τρεις διαφορετικές παραµέτρους: (Q,R,RΔ). Ο πρώτος όρος αποτελεί ένας 
όρος για την παρακολούθηση του σηµείου αναφοράς στις καταστάσεις, ο δεύτερος όρος  
αποτελεί όρο για την παρακολούθηση του σηµείου αναφοράς στην είσοδο ελέγχου κι ο 
τρίτος όρος περιλαµβάνει έναν γενικευµένο όρο  για οδηγήσει τις ελεγχόµενες κινήσεις σε 
αποφυγή της ταλαντευτικής συµπεριφοράς των εισόδων ελέγχου. 
 
 
 
3.4.3 Min-max MPC 
 

Οι περισσότεροι µέθοδοι έχουν αναλυθεί σε θεωρητικό επίπεδο, αλλά σπάνια 
εφαρµόζονται στην πράξη είτε λόγω της συντηρητικότητας είτε λόγω της υπολογιστικής 
πολυπλοκότητας της κάθε µεθόδου. 
Η µέθοδος που χρησιµοποιείται περισσότερο για το εύρωστο µοντέλο προβλεπτικού 
ελέγχου  είναι το min-max MPC. Για το εύρωστο µοντέλο προβλεπτικού ελέγχου, µια 
γενική ιδέα είναι να αντικατασταθεί το πρόβληµα ελαχιστοποίησης από ένα minimax 
πρόβληµα περιορισµών, στο οποίο η µεγιστοποίηση γίνεται πάνω από ένα σύνολο 
αβεβαιοτήτων και / ή διαταραχών. Κύριος στόχος αυτής της µεθόδου είναι η 
ελαχιστοποίηση της χειρότερης περίπτωσης της αντικειµενικής συνάρτησης, δηλαδή µια 
αντικειµενική συνάρτηση η οποία ανταποκρίνεται στη χειρότερη πιθανή περίπτωση 
αβεβαιότητας. Η βασική ιδέα πίσω από αυτήν την προσέγγιση είναι να µετατρέψουµε την 
on-line βελτιστοποίηση ελαχίστου σε ένα min-max πρόβληµα, ελαχιστοποίησης της 
χειρότερης περίπτωσης της αντικειµενικής συνάρτησης µεγιστοποιώντας πάνω από όλα τα 
πιθανά συστήµατα που περιέχουν αβεβαιότητες. Άλλωστε το min-max MPC αποτελεί µία 
ευρέως χρησιµοποιούµενη µέθοδο του εύρωστου MPC, καθώς στον MPC, o νόµος 
ελέγχου βασίζεται σε ένα on-line πρόβληµα βελτιστοποίησης. Προσθέτοντας αβεβαιότητες 
στο µοντέλο, απαιτείται ένας τρόπος µε τον οποίο αυτή η πληροφορία θα ληφθεί υπόψιν 
στο πρόβληµα βελτιστοποίησης. 
 Με λίγα λόγια, min-max MPC είναι µία τυπική στρατηγική εύρωστου µοντέλου 
προβλεπτικού ελέγχου, που περιέχει την επίλυση ενός min-max προβλήµατος για την 
βελτιστοποίηση της εύρωστης απόδοσης (ελαχιστοποίηση πάνω από την είσοδο ελέγχου 
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στην µεγιστοποίηση η οποία γίνεται πάνω από τη διαταραχή ή/και το σύνολο των 
αβεβαιοτήτων), επιβάλλοντας τους περιορισµούς των εισόδων και των καταστάσεων για 
όλες τις πιθανές διαταραχές. 
 Στην παρακάτω εικόνα [33] απεικονίζεται η διαφορά ενός απλού MPC κι ενός 
min-max MPC. Πρόκειται για ένα σύστηµα µε παραµετρική αβεβαιότητα και συνάρτηση 

µεταφοράς: G(s) =	 1
s+1 (s+p) , pϵ[-0.4,1] . 

 

 
                                                    Εικόνα 3.5- Διαφορά MPC µε min-max MPC 
  
  
 
 
 Η µέθοδος αυτή έχει εφαρµοστεί ευρέως, καθώς τα πλεονεκτήµατα της µεθόδου 
αυτής υπερτερούν έναντι των µειονεκτηµάτων, όπως φαίνεται κι από τον παρακάτω 
πίνακα: 
 
     
              Πλεονεκτήµατα                         Μειονεκτήµατα 
Εφαρµόζεται για όλα τα είδη των 
αβεβαιοτήτων. 

Απαιτείται αρκετό υπολογιστικό κόστος. 

Οι περισσότεροι µέθοδοι περιλαµβάνουν 
ή/και χρησιµοποιούν την ιδέα της min-
max µεθόδου. 

Συντηρητική απόδοση ελέγχου, όταν 
υπάρχουν περιορισµοί. 

Λαµβάνει υπόψιν όλες τις αβεβαιότητες 
καθώς και τους περιορισµούς εφόσον 
υπάρχουν στο σύστηµα. 

Είναι απαραίτητη η ύπαρξη  κατάλληλου 
µοντέλου, στο οποίο θα εφαρµοστεί η 
µέθοδος του min-max MPC. 

Ελαχιστοποιεί την χειρότερη περίπτωση 
της αντικειµενικής συνάρτησης. 
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Ο νόµος ελέγχου βασίζεται σε ένα 
πρόβληµα βελτιστοποίησης. Άρα, ο 
ελεγκτής που χρησιµοποιείται σχεδιάζεται 
µε έναν βέλτιστο τρόπο. 

 

Εγγυάται εύρωστη ευστάθεια στο 
σύστηµα για οποιαδήποτε αβεβαιότητα. 

 

Υπάρχει η δυνατότητα να εφαρµόζεται σε 
συστήµατα πολλαπλών µεταβλητών. 

 

Όταν στη διαδικασία υπάρχει 
καθυστέρηση χρόνου, λειτουργεί ως 
ελεγκτής που βελτιώνει την απόδοση του 
κλειστού συστήµατος. 

 

 
 
 
 Όπως, έχει αναφερθεί ο στόχος του MPC είναι να υπολογιστεί η µελλοντική 
ακολουθία ελέγχων u(t), u(t+1),…, u(t+N-1), (όπου Ν ο ορίζοντας πρόβλεψης), µε τέτοιο 
τρόπο ώστε το βέλτιστο j-βήµα µπροστά στη πρόβλεψη y(t+j/t) να οδηγείται κοντά στην 
ακολουθία των επιθυµητών σηµείων (set point): w(t), w(t+1),…, w(t+N-1) του ορίζοντα 
πρόβλεψης. Ο τρόπος µε τον οποίο το σύστηµα θα προσεγγίσει την επιθυµητή τροχιά θα 
φανεί από τη συνάρτηση J η οποία εξαρτάται από τα σήµατα ελέγχου  στο παρόν και το 
µέλλον, καθώς κι από τις αβεβαιότητες.  
 O min-max MPC βασίζεται στην ιδέα της εύρωστης ακολουθίας ελέγχων u, η 
οποία ελαχιστοποιεί την αντικειµενική συνάρτηση J, για την χειρότερη δυνατή περίπτωση 
του προβλεπόµενου µέλλοντος της διαδικασίας των καταστάσεων ή του σήµατος εξόδου. 
Η αντικειµενική συνάρτηση J σε ένα min-max πρόβληµα µπορεί να γραφεί ως εξής: 
J(x)=min

u
max
��Ý

J(θ, u, x), όπου max
��Ý

J(θ, u, x) η χειρότερη περίπτωση της αβεβαιότητας. 

 Επίσης, και στον min-max υπάρχουν δύο είδη προβλέψεων: 
 

• πρόβλεψη ανοιχτού βρόχου (open-loop prediction):  ο νόµος ελέγχου 
προσδιορίζεται από τον υπολογισµό της ακολουθίας των δράσεων ελέγχου η οποία 
εξασφαλίζει ότι οι περιορισµοί βρίσκονται πάνω από την προβλεπόµενη τροχιά του 
συστήµατος για οποιαδήποτε αβεβαιότητα κι ελαχιστοποιεί την χειρότερη 
περίπτωση απόδοσης της προβλεπόµενης εξέλιξης του συστήµατος. Είναι γνωστό, 
πως υπάρχει µεγάλη πιθανότητα αυτή η µέθοδος να οδηγήσει σε συντηρητική λύση 
κι αυτό αποτελεί µια συνέπεια της πρόβλεψης ανοιχτού βρόχου. Τέλος, το min-
max µοντέλο προβλεπτικού ελέγχου ανοιχτού βρόχου εφαρµόζεται για 
πραγµατικούς αριθµούς.   

• πρόβλεψη κλειστού βρόχου (closed-loop or feedback prediction): διαταραχές 
και είσοδοι κινούνται κάθε φορά µαζί, κι όχι ξεχωριστά, πράγµα που κάνει την 
επίδραση της διαταραχής πιο µετριαστική. Εδώ, ο νόµος ελέγχου θεωρείται σαν 
µεταβλητή απόφασης στο πρόβληµα βελτιστοποίησης (αντί για δράσεις ελέγχου) 
και η λύση είναι λιγότερο συντηρητική αφού το προβλεπόµενο σύστηµα ελέγχου  
αντιδρά στην επίδραση της διαταραχής. Οι min-max MPC ελεγκτές κλειστού 
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βρόχου µπορούν να παρέχουν καλύτερο δείκτη απόδοσης κλειστού βρόχου. 
Παρόλα αυτά, η λύση του προβλήµατος βελτιστοποίησης µπορεί να αποδειχθεί 
δύσκολη ακόµα και για τα γραµµικά µοντέλα. Επίσης, συνήθως, χρησιµοποιούνται 
πολυτοπική αβεβαιότητα ή φραγµένη προσθετική αβεβαιότητα (bounded additive 
uncertainty). Τέλος, αυτή η µέθοδος είναι φανερό πως εφαρµόζεται σε νόµους 
ελέγχου. 
 

 Με άλλα λόγια, η βασική διαφορά ανάµεσα στο min-max ανοιχτού και κλειστού 
βρόχου είναι ότι στο πρώτο το κόστος της χειρότερης περίπτωσης συνηθίζεται να 
ελαχιστοποιείται από µια ακολουθία εισόδων ελέγχου, ενώ στο δεύτερο ελαχιστοποιείται 
από µία ακολουθία νόµων ελέγχου. 
 Σε ένα min-max MPC πρόβληµα ανοιχτού βρόχου, η συνάρτηση J µπορεί να 
γραφεί ως εξής: 
 
            J*(x)=min

u
max
�

J(x, u, w), 

 όπου: x η κατάσταση της διαδικασίας ,u η είσοδος ελέγχου και w η ακολουθία των 
αβεβαιοτήτων. Η παραπάνω συνάρτηση υπόκειται στους εξής περιορισµούς:  

• xjϵ X,	 ∀	 wϵWN και j=0,1,…,N-1, όπου Χ το σύνολο των καταστάσεων,  WN το 
σύνολο των διαταραχών και Ν ο ορίζοντας πρόβλεψης και 

• uj ϵ U,  ∀	wϵWN , j=0,…,N-1, όπου U  το σύνολο των ελεγχόµενων εισόδων. 
Αξιοσηµείωτο είναι το γεγονός ότι ένα minimax MPC πρόβληµα ανοιχτού βρόχου µπορεί 
να λυθεί µε µια τετραγωνική συνάρτηση κόστους : 
Αυτή η συνάρτηση κόστους συµβολίζεται ως εξής: 
  
V(x,u,θ) = x(t + j|t)Ogi&

�r{ Qjx(t+j|t) + u(t + j|t)Ogi&
�r{ R�u(t + j|t)	+ x(t+N|t)T Px(x+N|t). 

  Mε u=[u(t)T…u(t+N-1)T]  και θ=[θ(t)T…θ(t+Ν-1)Τ]Τ ,όπου u είσοδος ελέγχου 
και θ η διαταραχή ή η αβεβαιότητα ο minimax νόµος ελέγχου είναι ο εξής: 
 u*(x)=min

u�n
max
��Ý

V(x, u, θ)  και υπάρχουν οι εξής περιορισµοί: 

 Lu+Fx ≤ dε και οι περιορισµοί αυτοί θα πρέπει να ικανοποιούνται µε εύρωστο 
τρόπο. 
Άρα το minimax πρόβληµα γράφεται ως εξής: 
J*(x) = min

u
V x, u, 0 + max

��Ý
V(x, u, θ) − V(x, u, 0) . Όµως, εφόσον θέλουµε την 

µεγιστοποίησης του	V(x, u, θ) − V(x, u, 0) ισχύει γ ≥ V(x, u, θ) − V(x, u, 0). Άρα,  
J*(x) = min

u,γ
V x, u, 0  + γ και οι γραµµικοί περιορισµοί που πρέπει να ικανοποιηθούν 

είναι: 
Lu+Fx ≤ dε και γ ≥ V x, u, θ − V x, u, 0 , ∀θϵΘ 
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 Για την λύση ενός minimax προβλήµατος κλειστού βρόχου, υπάρχουν διάφοροι 
µέθοδοι: 

1. Με τη βοήθεια και τις µεθόδους του δυναµικού προγραµµατισµού. 
2. Με τη χρήση πολυπαραµετρικών προσεγγίσεων. 
3. Με εφαρµογή του αλγορίθµου, γνωστού ως decomposition algorithm, ο οποίος 
βέβαια εφαρµόζεται κυρίως σε συστήµατα µε πολυτοπική ή προσθετική 
αβεβαιότητα. 

4. Με τη µέθοδο του multi-stage MPC. 
 
 

i) Δυναµικός προγραµµατισµός  
 
 Το min-max MPC κλειστού βρόχου, µπορεί να διατυπωθεί µε τη βοήθεια του 
δυναµικού προγραµµατισµού. Η συνάρτηση J µε την οποία µπορεί να εκφραστεί είναι η 
εξής: 
        
        J§	∗ (x(t))=min

u
J§(x(t),u(t)) , όπου  Jt (x(t),u(t))=max

�
L x t , u t +J§s&∗  (x(t+1)), 

 
όπου u:είσοδος ελέγχου, w:διαταραχή και το κόστος της αντικειµενικής συνάρτησης J 
είναι L(x(t+j), u(t+j))=||Qx(t+j)||p+||Ru(t+j)||p µε Q, R θετικά ηµιορισµένοι πίνακες.  
Για την επίλυση του προβλήµατος [33] χρησιµοποιούνται µέθοδοι του δυναµικού 
προγραµµατισµού, µε συνηθέστερη την προς τα πίσω µέθοδο. 
 

ii) Πολυπαραµετρική προσέγγιση  
 

 Το min-max MPC κλειστού βρόχου, µπορεί, επίσης, να λυθεί µε τη βοήθεια της 
κυρτής βελτιστοποίησης. Θεωρούµε [29] ένα γραµµικό αβέβαιο σύστηµα το οποίο 
υπόκειται στους περιορισµούς στο (x,u): 
   
               xk+1=Akxk+Bkuk, µε [Ak  Bk] ϵ Ω (το οποίο πιθανόν είναι ένα σύνολο 
παραµετρικών ή πολυτοπικών αβεβαιοτήτων).  
Η αντικειµενική συνάρτηση J ορίζεται να είναι η εξής:  J∞(x)= max

[}¨		~¨]
xLOÎ

Lr{ QxL+uLORuk , 

µε [Ak  Bk] ϵ Ω  και  k≥0. 
Επίσης, εδώ θεωρούµε έναν γραµµικό νόµο ελέγχου : uk=F*(xk)xk , όπου F ο πίνακας 
κέρδους (gain matrix) ο οποίος υπολογίζεται σε κάθε χρονική στιγµή k. 
Τέλος, ο νόµος ελέγχου εύρωστα ρυθµίζει το σύστηµα επιβεβαιώνοντας την εύρωστη 
ικανοποίηση των περιορισµών, δηλαδή: 
 
                        V*(xk+1)-V*(xk)≤ -xLOQxk . 
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iii) Decomposition  algorithm 
 
 Αυτός ο αλγόριθµος, αναφέρεται κύριως σε συστήµατα στα οποία υπάρχει 
πολυτοπική αβεβαιότητα ή προσθετική. Εδώ, τα γραµµικά συστήµατα µε φραγµένες 
αβεβαιότητες δίνονται ως [38]: 
 
                  x(t+1) = A(w(t))x(t) + B(w(t))u(t) + D(w(t)) ,  
 
όπου: x(t) ϵℝàá το διάνυσµα κατάστασης, u(t) ϵℝàâ το διάνυσµα εισόδου w(t) ϵℝ@ã το 
διάνυσµα αβεβαιοτήτων το οποίο πρέπει να είναι φραγµένο, δηλαδή  w(t) ϵ W. 
Συνήθως το W είναι ένα κλειστό πολύεδρο. Η παραπάνω εξίσωση υπόκειται στους εξής 
περιορισµούς: 
          Gxx(t) + Guu(t) ≤  g. 
 
Οι πίνακες του συστήµατος προσδιορίζονται από την αβεβαιότητα ως εξής: 
 
A(w(t)) = A0 +	 eLO

@ã
Lr& w(t)AL , 

 
B(w(t)) = B0 +	 eLO

@ã
Lr& w(t)BL , 

 
D(w(t)) = D0 + eLO

@ã
Lr& w(t)DL , 

 
όπου ek  είναι η k-οστή στήλη του ταυτοτικού πίνακα διάστασης nw .  Αυτό είναι µια 
γενική περιγραφή της αβεβαιότητας, για γραµµικά συστήµατα, η οποία περιέχει και 
παραµετρικές και προσθετικές αβεβαιότητες. 
 Όπως είναι γνωστό,  το min-max µοντέλο προβλεπτικού ελέγχου κλειστού 
βρόχου περιλαµβάνει µια ακολουθία νόµων ελέγχου ανάδρασης η οποία ελαχιστοποιεί τη 
χειρότερη περίπτωση κόστους, ενώ βεβαιώνει για την εύρωστη ικανοποίηση των 
περιορισµών. Το βέλτιστο min-max πρόβληµα ελέγχου κλειστού βρόχου (ή ανάδρασης) 
ορίζεται ως  εξής: 
    
  J�∗(x(j)) =min

u(�)
J�(x j , u(j)) ,(1), και υπόκειται στους εξής περιορισµούς: 

 
         Gxx(j) + Guu(j) ≤  g   και (A(w(j))x(j)+B(w(j))u(j)+D(w(j))) ϵ Xj+1 , ∀	 w(j) ϵ W ,όπου 
Jj(x(j), u(j)) = ||Qx(j)||p + ||Ru(j)||p  + max

� � ��
Jås&∗ (A(w(j))x(j)+B(w(j))u(j)+D(w(j))) ,   (2). 

Παραπάνω, το σύνολο Xj είναι το σύνολο καταστάσεων x(j). Επίσης, το πρόβληµα 
βελτιστοποίησης ορίζεται για j=0,…,N-1 όπου Ν ο ορίζοντας πρόβλεψης. Οι οριακές 
συνθήκες του προβλήµατος είναι οι εξής: Jg		∗ (x(N))=||Px(N)||p , (3) , XN=XF , όπου XF  η 
τελική περιοχή, η οποία συνήθως είναι ένα πολύεδρο. Αυτός ο περιορισµός εγγυάται την 
ευστάθεια του συστήµατος. Στην (2), (3) όπου p=1 ή p=∞  και οι πίνακες : Q,R,P είναι 
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αντιστρέψιµοι. Σε κάθε χρονική στιγµή, το πρόβληµα λύνεται  για την τρέχουσα 
κατάσταση x και το J0

*(x) συµπεριλαµβάνεται. Ο ελεγκτής εφαρµόζει την βέλτιστη είσοδο 
ελέγχου στην πρώτη χρονική στιγµή  η οποία συµβολίζεται µε u*(0). Όπως είναι φανερό, 
το πρόβληµα βελτιστοποίησης είναι αρκετά περίπλοκο. 
 Καθώς η επίλυση του παραπάνω αλγορίθµου είναι αρκετά δύσκολη, για την 
επίλυση τέτοιου είδους προβληµάτων συνηθίζεται να χρησιµοποιείται η µέθοδος της 
χειρότερης περίπτωσης δέντρου (δηλαδή η λεγόµενη στα αγγλικά worst case scenario 
tree). Με αυτό τον τρόπο, δεν  λαµβάνονται υπόψιν όλες οι πιθανές τιµές της 
αβεβαιότητας (που οδηγούν σε πρόβληµα άπειρης διάστασης ) αλλά µόνο αυτές που 
ανήκουν στο παραπάνω σύνολο W. Η αρίθµησή τους κατά µήκος του ορίζοντα πρόβλεψης 
οδηγεί σε αυτό που ονοµάζουµε “scenario tree”. Aυτό το δέντρο που δηµιουργείται λύνει 
το min-max πρόβληµα ως ένα πεπερασµένο ντετερµινιστικό πρόβληµα. Ο αρχικός κόµβος 
του δέντρου αναπαριστά το αρχικό βήµα για j=0. Κάθε νέο επίπεδο του δέντρου 
αναπαριστά κι ένα νέο βήµα και περιέχει όλες τις πιθανές τροχιές της αβεβαιότητας. Κάθε 
κόµβος προσδιορίζεται από ένα διάνυσµα αβεβαιότητας wi το οποίο χαρακτηρίζει την 
πραγµατοποίηση τη αβεβαιότητας του παραπάνω κόµβου. Μια πιθανή τροχιά της 
αβεβαιότητας ξεκινά από τον αρχικό κόµβο διασχίζοντας τους κόµβους του δέντρου προς 
τα κάτω. 
Σε κάθε κόµβο του δέντρου αντιστοιχεί ένα σύνολο µεταβάσεων και µια συνάρτηση 
κόστους η οποία ορίζεται από το εξής πρόβληµα βελτιστοποίησης: 
                Vi(xp(i) , up(i))= min

pæ	,uæ
||QxJ||p + ||RuJ||h + max

�∈Ø(J)
V�		(xJ, uJ), (3) , το οποίο υπόκειται 

στους εξής περιορισµούς: 
 xi=A(wi)xp(i) + B(wi)up(i) + D(wi) 
 Gxxi + Guui  ≤ g 
 A(wj)xi  + B(wj)ui +D(wj) ϵ Xn(i)+1, ∀	j ϵ I(i). 
Παραπάνω, φαίνεται ότι το Vi εξαρτάται από τις µεταβλητές προηγούµενων αποφάσεων. 
 Στον αρχικό κόµβο, η συνάρτηση κόστους ελαχιστοποιείται για µια δοσµένη 
αρχική κατάσταση x, λύνοντας το εξής πρόβληµα βελτιστοποίησης: 
 V0(x) = min

çè	,éè
||Qx{||p + ||Ru{||h  + max

�∈Ø({)
V�		(x{, u{), το οποίο υπόκειται στους 

εξής περιορισµούς: 
 x0=x, 
 Gxx0 + Guu0 ≤ g,  
 A(wj)x0 + B(wj)u0 + D(wj) ∈ X1, ∀j ∈ I(0). 
Οι σχέσεις (1) και (4) είναι ισοδύναµες, δηλαδή ισχύει ότι: J0

*(x)=V0(x), µε τη διαφορά ότι 
στην (1) οι δείκτες των συναρτήσεων κόστους συµβολίζουν  τα βήµατα (δηλαδή Ji

* 
συµβολίζει τη συνάρτηση κόστους στο βήµα ή στο χρόνο i), ενώ στην (4) οι δείκτες 
συµβολίζουν κόµβους (δηλαδή το Vi είναι η συνάρτηση κόστους του κόµβου i ). Τέλος, 
µια άλλη διαφορά ανάµεσα στην (1) και (4) είναι ότι στην (4) οι παράµετροι είναι 
ντετερµινιστικοί. 
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iv) Multi-stage minimax MPC 

 
 Αυτή η προσέγγιση είναι ένας αλγόριθµος γραµµικού προγραµµατισµού κι έχει 
την εξής µορφή: 
 Vi

*(zp(i))=min
êæ
cJOzJ + max

��Ø(J)
V�∗(zJ), το οποίο υπόκειται στους εξής περιορισµούς: 

           Wizi=hi-Aizp(i) , zi ≥ 0. 
 
Το παραπάνω είδος προβλήµατος λύνεται ως “scenario tree”, το οποίο περιγράφτηκε 
παραπάνω. Κάθε κόµβος i έχει I(i) περιπτώσεις και προσδιορίζεται από τους πίνακες και 
τα διανύσµατα: ci , Wi , hi και Ai . Όλες αυτές οι παράµετροι είναι ντετερµινιστικές και 
µπορούν να είναι διαφορετικές σε κάθε κόµβο. Στόχος είναι η ελαχιστοποίηση της V0

*, 
δηλαδή της συνάρτησης κόστους στον αρχικό κόµβο µε: 
 V0

*=min
êè

c{Oz{ + max
��Ø({)

V�∗(z{), ικανοποιώντας τον περιορισµό: 

 Wiz0=h0 , z0 ≥ 0. 
Οι οριακές συνθήκες, δίνονται µε τη λύση του προβλήµατος σε κάθε κόµβο και είναι οι 
εξής: 
 Vi

*(zp(i))=min
êæ
cJOzJ, έχοντας τους εξής περιορισµούς: 

 Wizi=hi-Aizp(i) , zi ≥ 0. 
Το σύνολο των µεταβλητών zi  που ανταποκρίνεται σε κάθε κόµβο περιλαµβάνει την 
κατάσταση, την είσοδο, τις βοηθητικές µεταβλητές που βοηθούν στην εκτίµηση της 
συνάρτησης κόστους καθώς και τις µεταβλητές που χρησιµοποιούνται στην 
αναπαράσταση του min-max προβλήµατος ανάδρασης σε συγκεκριµένη µορφή. 
Επίσης, η τιµή Vi

*(zp(i)) που αναπαριστά τη συνάρτηση κόστους στον κόµβο i, εξαρτάται 
από τις προηγούµενες µεταβλητές απόφασης zp(i). 
 Παρακάτω δίνεται µια εικόνα[33] η οποία περιγράφει τον παραπάνω αλγόριθµο. 
Το παράδειγµα ισχύει για t=0,1,2 και w(t)=(-1,1). Επίσης, κάθε κόµβος κατευθύνεται στον 
επόµενο µε µια συνάρτηση κόστους Vj

*,είναι ένα σύνολο των µεταβλητών zj κι εξαρτάται 
από τις αβεβαιότητες. 
 
 



	

69	

 
                              
                          Εικόνα 3.6-Παράδειγµα αλγορίθµου multi-stage minimax MPC 
 
 
 

 
3.4.4  Minimax MPC και αβεβαιότητες 
 
 Παρακάτω γίνεται µια σύντοµη αναφορά στο minimax MPC για συστήµατα που 
έχουν πολυτοπική αβεβαιότητα καθώς και για αυτά µε φραγµένη προσθετική αβεβαιότητα. 
Επιλέχθηκαν αυτοί οι δύο τύποι αβεβαιοτήτων καθώς αποτελούν τις πιο συχνά 
χρησιµοποιούµενες αβεβαιότητες σε minimax προβλήµατα. 
  

• Minimax MPC για συστήµατα µε πολυτοπική αβεβαιότητα 
  
Ο ελεγκτής του συστήµατος θα πρέπει να σχεδιάζεται εύρωστα προκείµενου να υπάρχει 
ευστάθεια και καλή απόδοση στο σύστηµα παρά την ύπαρξη αβεβαιοτήτων. Όταν οι 
αβεβαιότητες είναι πολυτοπικού µοντέλου, για τον εύρωστο σχεδιασµό του MPC συνήθως 
χρησιµοποιείται η µέθοδος των γραµµικών ανισοτήτων πίνακα (Linear Matrix Inequalities, 
LMI).  
Αυτή η προσέγγιση θεωρεί πως η αβεβαιότητα ανήκει σε ένα πολυτοπικό σύνολο. 
 Το γραµµικό σύστηµα είναι το εξής: 
x(k+1)=A(k)x(k)+B(k)Δu(k) 
y(k)=Cx(k) 
[A(k)  B(k)] ϵ Ω, όπου Ω ένα πολύτοπο το οποίο συµβολίζεται ως εξής: 
 Ω=Co{[A1  B1],...,[AL BL]}, όπου το “Co” συµβολίζει την κυρτότητα των συνόλων. 
Οποιοδήποτε σύστηµα [Α Β] ϵ Ω µπορεί να εκφραστεί ως: 
[Α Β] = λì	[𝐴h		Bh]î

hr& , µε 0 < λp < 1   και 𝜆ìð
ìr& =1. 
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 Προκείµενου να σχεδιάσουµε ένα εύρωστο µοντέλο προβλεπτικού ελέγχου όπως 
αναφέρθηκε και παραπάνω χρησιµοποιείται η µέθοδος LMI. Εδώ, η ελαχιστοποίηση της 
αντικειµενικής συνάρτησης επαναπροσδιορίζεται στην χειρότερη περίπτωση της 
αντικειµενικής συνάρτησης προκειµένου να υπάρχει ευρωστία στο µοντέλο προβλεπτικού 
ελέγχου. Λαµβάνοντας υπόψιν, το σύνολο αβεβαιοτήτων Ω η αντικειµενική συνάρτηση 
[39] είναι η εξής: 
J(k)= [xOgi&	

�r{ k + j Qx(k + j)] + [ΔuO(k + j)RΔu(k + j)],όπου Ν ορίζοντας πρόβλεψης. 
Εποµένως, το πρόβληµα το οποίο πρέπει να λυθεί είναι : 
						min

u
max

} Ls� 	~ Ls� �-,
�r{,…,gi&

J(k), 

το οποίο είναι ένα minimax πρόβληµα όπου θέλουµε τη µεγιστοποίηση πάνω από το 
σύνολο Ω και να ανταποκρίνεται στην επιλογή του συστήµατος [Α(k+j)  B(k+j)] ϵ Ω και 
j=0,…,N-1 το οποίο αποτελεί και το µοντέλο του συστήµατος. 
 Το άνω όριο της αντικειµενικής συνάρτησης ελαχιστοποιείται µε έναν νόµο 
ελέγχου ανάδρασης κατάστασης : Δu(k+j) = Fx(k+j),j=0,…,N-1. 
Σύµφωνα µε το µοντέλο προβλεπτικού ελέγχου, µόνο η πρώτη υπολογισµένη είσοδος 
u(k)=Fx(k) εφαρµόζεται κι όλη η διαδικασία επαναλαµβάνεται στο επόµενο χρονικό 
διάστηµα. Παραπάνω, F είναι το κέρδος ανάδρασης και µπορεί να υπολογιστεί 
εφαρµόζοντας το εξής θεώρηµα το οποίο προσαρµόζει το minimax πρόβληµα σε µια LMI 
περιγραφή. 
 
 

• Minimax MPC για συστήµατα µε φραγµένη προσθετική αβεβαιότητα 
  
Έστω το διακριτό γραµµικό σύστηµα µε φραγµένη αβεβαιότητα [40]: 
xk+1 = Axk + Buk + Dwk  (1) , µε xϵℝ@®  το διάνυσµα καταστάσεων,  uϵℝ@½  η είσοδος 
ελέγχου και  wϵℝ@ã η αβεβαιότητα η οποία είναι φραγµένη και ισχύει: 
||wk||∞ ≤ ε. 
 Χωρίς να αυξήσω την υπολογιστική προσπάθεια για την πρόβλεψη 
χρησιµοποιείται η εξής είσοδος ελέγχου µε ανάδραση: uk = Kxk + vk , όπου Κ επιλέγεται 
µε τέτοιο τρόπο ώστε να επιτυγχάνονται κάποιες ιδιότητες, όπως για παράδειγµα η 
ευστάθεια. 
Ο MPC θα υπολογίσει την βέλτιστη ακολουθία των vk . Άρα, το σύστηµα τώρα γράφεται : 
xk+1=Akxk + Bvk + Dwk , µε  Αk = A + BK. Έστω v={v0, v1,…,vΝ-1} οι είσοδοι ελέγχου και 
w={w0,w1,…,wN-1} η ακολουθία διαταραχών εισόδου στο σύστηµα µε Ν ο ορίζοντας 
πρόβλεψης. 
 Η αντικειµενική συνάρτηση ορίζεται ως εξής: J(v,w,x) = [x�OQx�	 +gi&

�r{

u�ORu�]	+	xg	O Pxg , όπου xj , uj : η προβλεπόµενη κατάσταση και η προβλεπόµενη είσοδος 
αντίστοιχα στο χρόνο j λαµβάνοντας υπόψιν την αβεβαιότητα w. Πρέπει να σηµειωθεί ότι 
x0=x   και οι πίνακες βαρών  Q=QT  ≥ 0 , P=PT ≥ 0 θετικά ηµιορισµένοι κι ο R=RT > 0 
θετικά ορισµένος. 
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Λαµβάνοντας υπόψιν την (1) οι xj , uj γράφονται ως γραµµικοί συνδυασµοί των x, v, w : 
xj = AL

� x + ALJi&Bv�i&
�
Jr& + ALJi&Dw�i&

�
Jr&     και 

 
uj = Kxj + vj . 
 
 To min-max MPC βασίζεται στην εύρεση της ακολουθίας ελέγχου ν που 
ελαχιστοποιεί την χειρότερη περίπτωση της J(v, w, x). Αυτό επιτυγχάνεται από την λύση 
του min-max προβλήµατος : J*(x) = min

ò
max
�

J(v, w, x) , µε wϵWN, όπου WN = {w| ||wi||∞ ≤ 

ε, i=0,1,…,N-1} το σύνολο της ακολουθίας των διαταραχών µεγέθους Ν. 
 Το πρόβληµα βελτιστοποίησης λύνεται για κάθε χρονική στιγµή και µόνο το πρώτο 
στοιχείο της ακολουθίας v*(x) (η οποία αποτελεί λύση στο σύστηµα) χρησιµοποιείται και 
η είσοδος ελέγχου που εφαρµόζεται στο σύστηµα δίνεται από: 
u0 = Kx+v0

* = KMPC(x). 
 Επίσης, η αντικειµενική συνάρτηση µπορεί να γραφεί µε τη µορφή κυρτής 
τετραγωνικής συνάρτησης των v,x,w ως εξής: J(v,w,x)=|| Hxx+Huv+Hww||** (2)  αφού το 
τετράγωνο της ευκλείδειας νόρµας ενός διανύσµατος που εξαρτάται γραµµικά από αυτές 
τις παραµέτρους. Άρα, εδώ το πρόβληµα µπορεί να λυθεί σύµφωνα µε τις µεθόδους του 
τετραγωνικού προγραµµατισµού. 
 Αν στην (1), έχω τους περιορισµούς xk ϵ X, uk ϵ U, µε X και U πολύεδρα τότε : 
Jj∗(x)=	min

ò
max
�

J(v, w, x) µε περιορισµούς : xj ϵX, ∀wϵ WN, j=0,…,N  και   ujϵU, 

 ∀	wϵ WN, j=0,1,…,N-1. 
Επίσης, όπως και πριν που δεν υπήρχαν περιορισµοί ορίζουµε ένα γραµµικό νόµο 
ανάδρασης: uj = Kxj+vj  και οι µελλοντικές είσοδοι ελέγχου είναι οι εξής: 
uk = Kxk + vk

*(x) + zk  , όπου  vk
*  ο βέλτιστος έλεγχος στο χρόνο k zk όρος ο οποίος 

επιβεβαιώνει την ικανοποίηση των περιορισµών. 
 Είναι πιθανό από (2) να βρεθούν οι πίνακες: Hzz , Fx, Fu, Fw, τέτοια ώστε : 
J(v*(x)+z, w, x) = J(v*(x), w, x) + zT Hzzz + 2zT(Fxx + Fuv*(x)+Fww), όπου v*(x) η λύση 
του προβλήµατος που δεν περιείχε περιορισµούς και z=[zk…zk+N-1]T οι όροι που 
επιβεβαιώνουν την ικανοποίηση των περιορισµών 
Βρίσκω το ανώτερο  όριο της max συνάρτησης ως: 
max
�

J(v∗(x) + z,w, x) ≤ max
�

J(v∗(x), w, x) +max
�

 zT Hzzz + 2zT(Fxx + Fuv*(x)+Fww). 

Χρησιµοποιώντας τη λύση του προβλήµατος χωρίς περιορισµούς και λαµβάνοντας υπόψιν 
ότι ||w||∞ ≤ ε έχουµε: max

�
J(v∗(x) + z,w, x)  ≤ J*(x)+ 2zT(Fxx + Fuv*(x))+2ε||F�O ||1 µε 

περιορισµούς: Fx+G(v∗(x) + z) ≤ d, παίρνουµε ότι η είσοδος ελέγχου είναι η: 
u0=Kx+v0

*+z0
*=KMPC(x). 
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4ο ΚΕΦΑΛAΙΟ 
 
 
ΠΕΡΙΓΡΑΦΗ  ΤΟΥ ΙΟΥ HIV 
 
 
4.1  Εισαγωγή 
 

Ο ιός HIV (ιός ανθρώπινης ανοσοεπάρκειας) είναι ρετροϊός ο οποίος προσβάλει το 
ανοσοποιητικό σύστηµα, το οποίο είναι υπεύθυνο για την άµυνα του οργανισµού κατά των 
ασθενειών. Ο HIV καταστρέφει κύτταρα του ανοσοποιητικού συστήµατος, όπως τα CD4+ 
T λεµφοκύτταρα, τα οποία έχουν σηµαντικό ρόλο στην προστασία του οργανισµού από 
λοιµώξεις κι αλλά νοσήµατα. Με τον τρόπο αυτό o ιός  προσβάλλει τη λειτουργία του 
ανοσοποιητικού συστήµατος, οδηγώντας το στην φθορά και την τελική κατάρρευση µετά 
από χρόνια (όταν δεν χορηγείται θεραπεία). 
 Όσο ο ΗΙV προσβάλλει τον οργανισµό κυκλοφορόντας µέσα στο αίµα και 
µολύνοντας τα CD4+ Τ-λεµφοκύτταρα ,τόσο περισσότερο επιβαρύνεται το ανοσοποιητικό 
σύστηµα του ανθρώπου. Εποµένως, ο άνθρωπος που είναι µολυσµένος από τον HIV και 
δεν του έχει χορηγηθεί  φαρµακευτική αγωγή, θα υποφέρει από µολύνσεις κι ασθένειες. 
Επίσης, αν ο ΗΙV δε θεραπευτεί µέσα στα επόµενα 10 µε 15 χρόνια, το ανοσοποιητικό 
σύστηµα του ανθρώπου θα έχει καταστραφεί τελείως. Τέλος, ο ρυθµός µε τον οποίο 
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εξαπλώνεται ο HIV ποικίλει ανάλογα µε την ηλικία και την κατάσταση υγείας του κάθε 
ανθρώπου. 
 Το αποτέλεσµα της λοίµωξης από το συγκεκριµένο ιό είναι το AIDS,το οποίο δεν 
είναι ιός αλλά σύνολο συµπτωµάτων που προκαλεί ο HIV.Το AIDS είναι το τελευταίο 
στάδιο της λοίµωξης, όπου το ανοσοποιητικό σύστηµα έχει αποδυναµωθεί τόσο, ώστε το 
HIV οροθετικό άτοµο είναι επιρρεπές σε διάφορα νοσήµατα και συγκεκριµένους τύπους 
καρκίνου, κι αν δε θεραπευτεί το άτοµο µπορεί να οδηγηθεί σε θάνατο. 

 
4.1.1 Ιστορική Αναδροµή 

 
 Για πολλά χρόνια, το θέµα που απασχολούσε την επιστηµονική κοινότητα ήταν ο 

τρόπος µε τον οποίο ο HIV  εισέβαλε στις ζωές των ανθρώπων. Παρακάτω θα γίνει µια 
αναδροµή στο χρόνο για την εξέλιξη της επιδηµίας [2]. 
 Η εντατική ενασχόληση µε τον ιό ξεκίνησε στο διάστηµα 1926-1946, όπου οι 
επιστήµονες υποστήριζαν ότι ο ιός µεταδόθηκε στους ανθρώπους από τους πιθήκους. Ο 
πρώτος αποδεδειγµένος από τους ερευνητές θάνατος από AIDS σηµειώνεται το 1959 στο 
Κονγκό. 
Στις ΗΠΑ  εµφανίστηκε ο πρώτος θάνατος από AIDS το 1969. 
Οµοφυλόφιλοι άνδρες στις ΗΠΑ και στη Σουηδία και ετεροφυλόφιλοι στην Τανζανία και 
στην Αϊτή, εµφανίζουν συµπτώµατα της ασθένειας που αργότερα θα ονοµαστεί AIDS. 
Στις ΗΠΑ οι ερευνητές του C.D.C. (Κέντρο Ελέγχου Ασθενειών/Center for Disease 
Control) διαπιστώνουν ανησυχητικά µεγάλη συχνότητα µιας σπάνιας µορφής καρκίνου 
που ονοµάζεται αγγειοσαρκωµάτωση (Kaposi's sarcoma) σε οµοφυλόφιλους άνδρες που 
ήταν κατά τα άλλα υγιείς. Αρχικά ονοµάζουν την ασθένεια Καρκίνο των Οµοφυλοφίλων 
(Gay Cancer) αλλά γρήγορα τη µετονόµασαν σε GRID (Gay Related Immune Deficiency) 
(Taylor, 1995). 

Το 1982 χρησιµοποιήθηκε για πρώτη φορά ο όρος AIDS. Η ονοµασία αυτή 
προήλθε από τις ΗΠΑ, όπου οι ερευνητές του Κέντρου Ελέγχου Ασθενειών συνδέουν την 
ασθένεια µε το αίµα. 

Το πρώτο αντί-HIV φάρµακο εγκρίθηκε το 1987 στην Αµερική. Το 1993-1996 
πραγµατοποιούνται οι πρώτες κλινικές δοκιµές εµβολίων που µπορούν να 
χρησιµοποιηθούν στον άνθρωπο. Στα επόµενα χρόνια έγιναν πολλά συνέδρια στα οποία τα 
αποτελέσµατα της δοκιµής του εµβολίου ήταν ενθαρρυντικά. Παρόλα αυτά, ο ιός συνέχισε 
την εξάπλωσή του στην Ρωσία και την Ανατολική Ευρώπη. Τέλος, τα τελευταία χρόνια 
υπήρχε συνεχής ενηµέρωση για τον αριθµό των ασθενών στον κόσµο καθώς και για την 
εύρεση νέων φαρµάκων, όπως τα αντιρετροϊκά, για την µάχη κατά του HIV/AIDS. 
 Στην Ελλάδα το πρώτο κρούσµα της λοίµωξης ΗΙV, διαγνώσθηκε τον Οκτώβρη 
του 1983 σε άνδρα µαύρης φυλής. 

Στη χώρα µας, η δήλωση κρουσµάτων AIDS ξεκίνησε το 1984 και ήταν ανώνυµη, 
απόρρητη και υποχρεωτική. Αυτή η δήλωση ήταν ο κυριότερος τρόπος παρακολούθησης 
της λοίµωξης HIV.  Η εξέλιξη όµως που πραγµατοποιήθηκε στον τοµέα των θεραπειών, 
µεγάλωσε το διάστηµα ανάµεσα στη λοίµωξη HIV και στη νόσο HIV.  
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4.1.2  Συµπτώµατα και τρόποι µετάδοσης 

 Από την µόλυνση  του οργανισµού από τον HIV µέχρι την εµφάνιση των 
συµπτωµάτων περνούν 6 µήνες έως 7 χρόνια και άνω. Το µολυσµένο άτοµο, επίσης, 
µπορεί να µεταδώσει τον ιό. 

Η λοίµωξη έχει 4 στάδια, τα οποία δεν εµφανίζονται σε όλα τα άτοµα. 
Το πρώτο στάδιο είναι ασυµπτωµατικό. Συνήθως, αναπτύσσεται 6-12 εβδοµάδες µετά την 
µόλυνση. 
Στο δεύτερο στάδιο παρατηρούνται κλινικές εκδηλώσεις, όπως πυρετός, 
λεµφαδενοπάθεια, νυχτερινοί ιδρώτες, πονοκέφαλοι, βήχας, δερµατικά εξανθήµατα. 
Στο τρίτο στάδιο δηµιουργείται ένα σύµπλεγµα σχετιζόµενο µε το AIDS. Τα συµπτώµατα 
που παρατηρούνται σε αυτό το στάδιο είναι τα εξής: απώλεια βάρους, διάρροια, εκδήλωση 
κόπωσης, λήθαργος, ανορεξία, πυρετός, νευρολογικές βλάβες που οδηγούν σε απώλεια 
µνήµης, βλεννογονοδερµατικές αλλοιώσεις  (π.χ. επίµονες βλάβες στο στόµα και στα 
χείλη). 
Στο τέταρτο και τελευταίο στάδιο εκδηλώνονται νευρολογικά συµπτώµατα. Δηλαδή, τα 
συµπτώµατα που εµφανίζονται είναι: προοδευτικές αλλαγές συµπεριφοράς που 
συνοδεύονται από άνοια, διαταραχή αντίληψης, τρόµος, ευκαιριακές λοιµώξεις, λέµφωµα 
εγκεφάλου και αποστήµατα. 
 Το 25%-50% των προσβληθέντων από τον ιό ανθρώπων, αναπτύσσει AIDS µέσα 
σε 5-10 χρόνια. Τέλος, καµία οµάδα δεν παρακολουθείται πάνω από 10 χρόνια. 
 Ο HIV βρίσκεται σε πολλά υγρά του οργανισµού των µολυσµένων ατόµων, αλλά 
σε µεγαλύτερη πυκνότητα στο: αίµα, σπέρµα, κολπικά υγρά, µητρικό γάλα. 

Εποµένως, οι τρόποι µετάδοσης είναι: από κοινού χρήση µε οροθετικά άτοµα µη 
αποστειρωµένων βελόνων-συριγγών για χρήση ενδοφλέβιων ουσιών, µετάδοση από 
οροθετική µητέρα σε παιδί κατά την κύηση, τον τοκετό και το θηλασµό και την ερωτική 
επαφή µε οροθετικό άτοµο χωρίς την απαραίτητα προφύλαξη. 
 
4.1.3   Θεραπευτική αγωγή 
 

Η προσβολή ενός ανθρώπου από το HIV αντιµετωπίζεται µε αντιρετροϊκή 
θεραπεία. Το πιο συνηθισµένο όνοµα για την αντιρετροϊκή αγωγή είναι HAART (Highly 
Active Antiretroviral Therapy). 
Η ΗΑΑRΤ αποτελείται από την ταυτόχρονη χορήγηση τριών ή περισσότερων 
αντιρετροϊκών φαρµάκων και για το λόγο αυτό ονοµάζεται συνδυαστική αγωγή ή αγωγή 
κοκτέιλ. 

Τα αντιρετροϊκά φάρµακα που υπάρχουν, µέχρι στιγµής δεν εξαλείφουν τον ιό από 
το σώµα. Ο στόχος τους είναι η καταστολή του ιού και η αποτροπή του πολλαπλασιασµού 
και της µετάλλαξής του, µε αποτέλεσµα να µειωθεί η επιβλαβής δράση του ιού στο 
ανοσοποιητικό σύστηµα. Ουσιαστικά, µειώνει τη συγκέντρωση του ιού στα µολυσµατικά 
βιολογικά υγρά κι έτσι ελαττώνεται και η πιθανότητα µετάδοσής του. 
 Οι δύο κύριες κατηγορίες φαρµάκων είναι: οι αναστολείς της αντίστροφης 
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µεταγραφάσης   (reverse transcriptase inhibitors, RTIs) και οι αναστολείς προτεάσης 
(protease inhibitors, PIs).  
Τα RTI εµποδίζουν τη µόλυνση νέων λεµφοκυττάρων και µειώνουν την απόδοση του ιού, 
ενώ τα PI εµποδίζουν τον πολλαπλασιασµό του ιού αποτρέποντας τα µολυσµένα κύτταρα 
να παράγουν ελεύθερα στελέχη του ιού. 
 Τέλος, τα φάρµακα πρέπει  να λαµβάνονται συνεχώς και χωρίς διακοπές, ώστε ο 
ιός να πιέζεται και να µην έχει την ευκαιρία να µεταλλαχτεί. Αν η θεραπεία διακοπεί, τότε 
υπάρχει µεγάλη πιθανότητα ο ιός να επιστρέψει σε υψηλά επίπεδα. 
 
 
4.2  Μαθηµατικό µοντέλο του HIV 
 

Το ερώτηµα που απασχόλησε για πολύ καιρό τους ερευνητές είναι αν ο HIV 
µπορεί να θεωρεί ελεγχόµενο σύστηµα, (αυτό που στη γλώσσα της θεωρίας ελέγχου 
λέγεται controlled system), µε την έννοια ότι η φαρµακευτική αγωγή µπορεί να 
<<πιέσει>> τον ιό. Η πίεση, αυτή, δε θεωρείται θεραπεία της ασθένειας καθώς αν κάποιος 
προσβληθεί από τον ιό του HIV, ο ιός παραµένει στο σώµα του για µια ζωή. 
 Για το λόγο αυτό, αναπτύχθηκαν αρκετά µαθηµατικά µοντέλα, τα οποία 
αποσκοπούν στη µελέτη της δυναµικής του HIV και στη µέτρηση των σηµαντικών 
παραµέτρων που οδηγούν σε καλύτερη κατανόηση της εξέλιξης της ασθένειας. Επίσης, 
είναι απαραίτητα για την κατανόηση των συσχετίσεων του µακροχρόνιου ανοσολογικού 
ελέγχου του HIV και το σχεδιασµό κατάλληλης θεραπείας. 
 H πλειοψηφία των ερευνητών χρησιµοποίησε ένα µαθηµατικό µοντέλο το οποίο 
είναι ένα σύστηµα µη γραµµικών διαφορικών εξισώσεων: 

x& = s − dx& − βx&xf
x* = βx&xf − m*x*
xf = kx* − m&xf

 

 
Όπου x1, x2, x3 είναι συναρτήσεις του χρόνου. 

Με λίγα λόγια, το σύστηµά µας αποτελείται από τρεις καταστάσεις, όπου x1 είναι 
το πλήθος το υγιών CD4+ λεµφοκυττάρων, x2 το πλήθος των µολυσµένων CD4+ 
λεµφοκυττάρων και  x3  το πλήθος του ελεύθερου ιού στο αίµα. 
 Το παραπάνω µοντέλο περιγράφει την επίδραση του ιού ΗΙV στο ανοσοποιητικό 
σύστηµα. Με τον τρόπο αυτό δίνεται η σχέση µεταξύ υγιών CD4+ λεµφοκυττάρων, 
µολυσµένων  CD4+ κι ελεύθερων ιών που κυκλοφορούν στο αίµα. 

Τα υγιή CD4+ λεµφοκύτταρα παράγονται από τον θύµο αδένα µε έναν ρυθµό s και 
πεθαίνουν µε έναν ρυθµό d. Μολύνονται από τον ιό κατά ένα ρυθµό που είναι ανάλογος 
του γινοµένου του πλήθους τους και του πλήθους του ελεύθερου ιού στο αίµα. Το 
αποτέλεσµα της µόλυνσης δίνεται από το β. 
 Τα µολυσµένα CD4+ λεµφοκύτταρα προκύπτουν από τη µόλυνση των υγιών 
κυττάρων και πεθαίνουν µε ρυθµό m2. Τα στελέχη του ΗΙV υπάρχουν στο αίµα 
παράγονται από τα µολυσµένα CD4+ µε ρυθµό k και πεθαίνουν µε ρυθµό m1 [4,5,6]. 
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           s                                     k                  
Υγιή CD4+               Ιός HIV                             Μολυσµένα CD4+ 
 

                                 
                                            β 
                                 
           d                     m1                               m2 
 
                        
                  Εικόνα 4.1: Σχέση Ιού και CD4+ κυττάρων 
 
 
 
 Λαµβάνοντας υπόψιν τη χορήγηση αντιρετροϊκών φαρµάκων, το µοντέλο παίρνει 
την εξής µορφή: 

x& = s − dx& − βx&xf
x* = βx&xf − m*x*
xf = kx* − m&xf

 

 

                                                 y=
y&
y* = 1 1 0

0 0 1

x&
x*
xf

,  

όπου y1 το πλήθος των υγιών και  µολυσµένων κυττάρων και y2 τα στελέχη του ελεύθερου 
ιού στο αίµα. 

Oι όροι (1-u1), (1-u2) δίνουν την αποτελεσµατικότητα της φαρµακευτικής αγωγής 
RTI και PI αντίστοιχα, όπου: 

ui=
0, αν	το	φάρµακο	δε	χορηγείται

1, αν	η	θεραπεία	ειναι	100%	αποτελεσµατική, i=1,2 

 Αναλυτικά, η πρώτη εξίσωση δείχνει ότι το πλήθος των υγειών λεµφοκυττάρων x1 
είναι ανάλογα µε τον ρυθµό παραγωγής τους s κι αντιστρόφως ανάλογα µε τον ρυθµό 
θανάτου τους, µε ένα ρυθµό θανάτου d. Επίσης, είναι αντιστρόφως ανάλογα µε τον ρυθµό 
µόλυνσης των κυττάρων, το οποίο περιγράφεται από το γινόµενο ανάµεσα στο x1, το 
πλήθος του ελεύθερου ιού στο αίµα x3 και το ρυθµό µόλυνσης β. Αυτός ο ρυθµός είναι 
δυνατό να αλλάξει από την επιρροή της χειραγωγούµενης µεταβλητής  u1  που αντιστοιχεί 
στην φαρµακευτική αγωγή RTI η οποία αποτρέπει την µόλυνση των κυττάρων. Όπως, 
αναφέρθηκε παραπάνω αυτή η µεταβλητή µπορεί να πάρει τιµές από 0 έως 1. 
 Στη δεύτερη εξίσωση, ο πρώτος όρος αντιπροσωπεύει τον ρυθµό µόλυνσης του 
κυττάρου, όµοιο µε αυτό που περιγράφτηκε παραπάνω, ενώ ο δεύτερος όρος 
αντιπροσωπεύει τον ρυθµό θανάτου των µολυσµένων κυττάρων ο οποίος είναι ανάλογος 
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µε την παράµετρο m2, που είναι ο συντελεστής του ρυθµού θανάτου τους καθώς και στο 
πλήθος των µολυσµένων κυττάρων x2. 
 Τέλος, στην τρίτη εξίσωση ο πρώτος όρος  δείχνει τον ρυθµό παραγωγής του 
ελεύθερου ιού. Αυτός ο ρυθµός είναι ανάλογος µε το συντελεστή k που αντιπροσωπεύει 
τον ρυθµό παραγωγής του ιού, το πλήθος των µολυσµένων κυττάρων x2 και την επίδραση 
της  χειραγωγούµενης µεταβλητής u2, η οποία αντιπροσωπεύει τη δράση της 
φαρµακευτικής αγωγής PI η οποία εµποδίζει τα µολυσµένα κύτταρα να παράγουν στελέχη 
του ιού. Ο δεύτερος όρος αντιπροσωπεύει των ρυθµό θανάτου των ελεύθερων ιών στο 
αίµα m1. 
 Οι εξισώσεις εξόδου δείχνουν ότι οι δύο µετρήσιµες καταστάσεις είναι y1=x1+x2 κι 
ανταποκρίνονται στο συνολικό πλήθος των κυττάρων και y2=x3 δείχνει το πλήθος των 
στελεχών του ελεύθερου ιού. 
 Παρακάτω  παρουσιάζεται ένας πίνακας, ο οποίος επεξηγεί τις παραµέτρους του 
συστήµατος όπως, επίσης, και οι συνήθεις τιµές των παραµέτρων που σύµφωνα µε τις [5]: 
 
                              t χρόνος Ηµέρες 

                             d Θάνατος υγιών Τ-
λεµφοκυττάρων  

0.02/ηµέρα 

                             k  Ρυθµός ελεύθερων ιών που 

παράγονται ανά µολυσµένο Τ-

κύτταρο 

100/κύτταρο 

                              s Ρυθµός παραγωγής υγιών Τ-

κυττάρων 

10 mm3/ηµέρα 

                             β Ρυθµός µόλυνσης του 

ελεύθερου ιού 

2.4*10-5 mm3/ηµέρα 

                            m1 Ρυθµός θανάτου του ιού 2.4/ ηµέρα 

                            m2 Ρυθµός θανάτου µολυσµένων 

Τ-κυττάρων 

0.24/ηµέρα 

                                 
                                  Πίνακας 1- Παράµετροι του συστήµατος και οι συνήθεις τιµές τους. 

 

 
 Προκειµένου να κατανοήσουµε καλύτερα το µοντέλο που περιγράφτηκε, 
ακολουθεί µια εικόνα στην οποία απεικονίζεται η συµπεριφορά του µοντέλου για έναν 
υγιή άνθρωπο, ο οποίος µόλις µολύνθηκε από τον ιό. 

Θεωρούµε ότι δεν υπάρχουν µολυσµένα κύτταρα και η συγκέντρωση του ιού είναι 
1 αντίγραφο/mm3. Έτσι θεωρούµε τις εξής αρχικές συνθήκες: 
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                           x =
x&
x*
xf

 =
400
0
1

 . 

 
Επίσης, εφόσον ο άνθρωπος µόλις που µολύνθηκε από τον ιό κι εφόσον θεωρείται 

υγιής, δεν του έχει χορηγηθεί φαρµακευτική αγωγή, οπότε οι χειραγωγούµενες µεταβλητές 
u1 και u2 είναι µηδέν. 
          
 

 
             Εικόνα 4.2 - Δυναµική απόκριση του µοντέλου του ιού µε αρχικές συνθήκες (1) και µηδενικές      
          χειραγωγούµενες µεταβλητές, δηλαδή u1=u2=0. 
 
 
 Είναι σαφές πως µετά την αρχική µόλυνση, παρατηρείται αύξηση στα µολυσµένα 
CD4+ κύτταρα και µετά τη δράση του ανοσοποιητικού το σύστηµα σταθεροποιείται και 
περνάει σε ένα  ασυµπτωµατικό στάδιο. 
Τα αποτελέσµατα δείχνουν ότι για τις συνήθεις τιµές των παραµέτρων το πλήθος των 
µολυσµένων κυττάρων και του ελεύθερου ιού ξεκινούν να αυξάνονται σηµαντικά µετά 
από περίπου 25 ηµέρες. Στις 50 ηµέρες έχουν πάρει τη µέγιστη τιµή τους κι από εκεί και 
πέρα παρατηρείται δραµατική µείωση στο πλήθος των υγιών κυττάρων τα οποία έπειτα 
αυξάνονται και σταθεροποιούνται στον 7ο περίπου µήνα. Στη συνέχεια, το πλήθος των 
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µολυσµένων κυττάρων και του ελεύθερου ιού µειώνεται κι έπειτα σταθεροποιείται µετά 
από 6 µήνες σε τιµές οι οποίες αποτελούν σηµείο ισορροπίας για το σύστηµά µας δηλαδή 
το σηµείο ισορροπίας είναι:	(240 21.6667 902.778)Τ . 
 Στην παρακάτω εικόνα φαίνεται η απόκριση του ιού χωρίς τη φαρµακευτική 
αγωγή: 

   
                                     Εικόνα 4.3- Απόκριση του συστήµατος χωρίς φαρµακευτική αγωγή. 
  
 Από την παραπάνω εικόνα, είναι φανερό ότι µόλις µολύνεται ο άνθρωπος από τον 
ιό υπάρχουν µόνο τα υγιή κύτταρα (κι από αρχικές συνθήκες, όπου [400 0 1]΄). Στην 
συνέχεια λογικό είναι να εµφανίζονται και µολυσµένα κύτταρα, αφού καθώς περνάνε οι 
µέρες ο ιός προσβάλει τα υγιή κύτταρα. Οπότε στην πρώτη εικόνα απεικονίζεται µια 
συνύπαρξη των υγιών και των µολυσµένων κυττάρων, η οποία στις 50 περίπου µέρες 
παίρνει την ελάχιστη τιµή και στη συνέχεια τo πλήθος των υγιών και µολυσµένων 
κυττάρων αυξάνεται και µε τη δράση του ανοσοποιητικού συστήµατος, σταθεροποιείται 
µετά από περίπου 250 µέρες µετά την προσβολή του οργανισµού από τον ιό. 
 Στην δεύτερη εικόνα απεικονίζεται η απόκριση των στελεχών του ελεύθερου ιού 
στο αίµα, τα  οποία στις 20 περίπου µέρες µετά την εισβολή του ιού στον άνθρωπο 
παίρνουν τη µέγιστη τιµή τους και στη συνέχεια µειώνονται δραµατικά. Έπειτα, δηλαδή 
στις 90 περίπου ηµέρες αρχίζουν να αυξάνονται αρκετά και µετά από 7 µήνες περίπου 
αρχίζουν να µεταβαίνουν σε ένα σταθερό στάδιο.  
 Αν όµως λάβουµε υπόψιν τη θεραπευτική αγωγή τότε η συµπεριφορά των 
καταστάσεων και της απόκρισης του µοντέλου του ιού είναι διαφορετική. Πρέπει επίσης 
να σηµειωθεί πως τα φάρµακα θα πρέπει να παίρνονται σταθερά και χωρίς διακοπή, ώστε 
η λοίµωξη να καταστέλλεται συνεχώς και να µη δοθεί ευκαιρία στον ιό να µεταλλαχθεί. Σε 
περίπτωση που η χορήγηση σταµατήσει, υπάρχει µεγάλη πιθανότητα, αν ο αριθµός των 
µολυσµένων CD4+ δεν είναι αρκετά χαµηλός, ο ιός να ανακάµψει. 
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 Για u1, u2= 0.3 έχουµε: 

 
                         Εικόνα 4.4- Συµπεριφορά µοντέλου του ιού µε την λήψη φαρµάκων για u1=u2=0.3. 
 
 Φαίνεται ότι µε τη λήψη των φαρµάκων τα υγιή κύτταρα ενώ µειωνόταν άρχισαν 
να σταθεροποιούνται στη 60η ηµέρα λήψης των φαρµάκων. Βέβαια, θα θέλαµε µετά την 
60η µέρα να υπάρχουν περισσότερα  υγιή κύτταρα. Αυτό σηµαίνει πως η δόση των 
φαρµάκων θα πρέπει να αυξηθεί. Ενώ τα µολυσµένα κύτταρα κι ο ελεύθερος ιός στο αίµα 
παίρνουν την ανώτερη τιµή τους την 20η περίπου µέρα µετά τη λήψη των φαρµάκων κι 
αρχίζουν να µειώνονται δραστικά και στην 200η περίπου µέρα αρχίζουν να 
σταθεροποιούνται. 
 Ακολουθεί η αναπαράσταση της απόκρισης του συστήµατος µε τη λήψη της 
φαρµακευτικής αγωγής για u1 = u2= 0.3  . 
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                        Εικόνα 4.5- Απόκριση του συστήµατος του ιού µε φαρµακευτική αγωγή µε δοσολογία 0.3 . 
    
 Όπως φαίνεται, παραπάνω, η µικρή δοσολογία της θεραπευτικής αγωγής  
επηρεάζει την συνύπαρξη των υγιών κι µολυσµένων κυττάρων. Το πλήθος τους παίρνει 
την ελάχιστη τιµή στις 50 περίπου µέρες µετά τη λήψη των φαρµάκων η οποία είναι 
ελαφρώς µεγαλύτερη από την αντίστοιχη ελάχιστης τιµή της απόκρισης στην εικόνα (4.3). 
Στη συνέχεια, µετά τη 50η ηµέρα το πλήθος των υγιών και µολυσµένων κυττάρων 
αυξάνονται , η οποία αύξηση οφείλεται στη λήψη των φαρµάκων η οποία αν και µε µικρή 
δοσολογία προσπαθεί να καταπολεµήσει τα µολυσµένα κύτταρα και στους εφτά περίπου 
µήνες το πλήθος των  κυττάρων αρχίζει να σταθεροποιείται. 

Επίσης, όσον αφορά τα στελέχη του ελεύθερου στο αίµα ιού, λαµβάνουν τη 
µέγιστη τιµή τους στις 20 περίπου µέρες µετά την λήψη των φαρµάκων, η οποία όµως 
είναι µικρότερη συγκριτικά µε την αντίστοιχη µέγιστη τιµή της εικόνας (4.3) όπου δεν 
υπήρχε θεραπευτική αγωγή. Αυτό σηµαίνει ότι τα φάρµακα έδρασαν στον ιό κι έτσι τα 
στελέχη του µειώθηκαν. Αυτό επιβεβαιώνεται κι από το γεγονός ότι η ελάχιστη τιµή του 
πλήθους του στην 80η περίπου ηµέρα είναι ελαφρώς µικρότερη από την αντίστοιχη της 
εικόνας (4.3). Όπως και παραπάνω έτσι κι εδώ το πλήθος των στελεχών του ελεύθερου ιού 
σταθεροποιείται µετά από 7 µήνες.  
 Ας δούµε τι συµβαίνει στην περίπτωση που αυξήσουµε τη δόση των φαρµάκων, 
δηλαδή u1 = u2 =0.5: 
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                     Εικόνα 4.6- Συµπεριφορά µοντέλου του ιού µε την λήψη φαρµάκων για u1=u2=0.5. 
 
 Όπως ήταν αναµενόµενο από την παραπάνω εικόνα φαίνεται πως µε την αύξηση 
της δόσης των φαρµάκων, το πλήθος των υγιών κυττάρων αυξάνεται και µετά τον 7ο 
περίπου µήνα σταθεροποιούνται, το πλήθος τους αυξάνεται σε σχέση µε την προηγούµενη 
δοσολογία. Ενώ το πλήθος των µολυσµένων κυττάρων και του ελεύθερου  στο αίµα ιού 
παίρνουν πάλι την ανώτερη τιµή τους την 20η περίπου µέρα µετά τη λήψη των φαρµάκων 
όπου αρχίζουν να µειώνονται ακόµα πιο δραστικά σε σχέση µε την προηγούµενη 
δοσολογία και στην 200η µέρα αρχίζουν να σταθεροποιούνται. 
 Ακολουθεί η απόκριση του συστήµατος για τη λήψη της συγκεκριµένης 
δοσολογίας φαρµάκων: 
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                 Εικόνα 4.7- Απόκριση του συστήµατος του ιού µε φαρµακευτική αγωγή µε δοσολογία 0.5. 
  
 Είναι εµφανές, το γεγονός ότι µε την αύξηση της δόσης των φαρµάκων αυξάνεται 
δραµατικά συγκριτικά µε τις (4.3) και (4.5) η ελάχιστη τιµή του πλήθους των υγιών και 
µολυσµένων κυττάρων αλλά και η µέγιστη τιµή του πλήθους τους µε την αύξηση που 
υπάρχει µετά την 50η ηµέρα. Αυτό, λογικά, οφείλεται στο γεγονός ότι µε µεγαλύτερη δόση 
των φαρµάκων τα µολυσµένα κύτταρα µειώνονται και σε συνδυασµό µε την µείωση των 
στελεχών του ελεύθερου ιού στο αίµα ο ιός αρχίζει να  καταστέλλεται µε αποτέλεσµα να 
αυξάνονται τα υγιή κύτταρα. Επίσης, µετά από 7 µήνες πάλι υπάρχει σταθεροποίηση του 
πλήθους των µολυσµένων και υγιών κυττάρων το οποίο αυξήθηκε σηµαντικά (τα υγιή 
υπερτερούν έναντι των µολυσµένων) αλλά κι σταθεροποίηση του πλήθους των στελεχών 
του ιού το οποίο µειώθηκε σηµαντικά συγκριτικά µε τις αντίστοιχες τιµές των εικόνων 
(4.3) και (4.5).  
  Τέλος, ας δούµε τι συµβαίνει στη περίπτωση που οι δόσεις είναι u1,u2=0.8: 
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                       Εικόνα 4.8- Συµπεριφορά µοντέλου του ιού µε την λήψη φαρµάκων για u1=u2=0.8. 
 
 
 Επίσης, µετά την 200η µέρα το πλήθος των υγιών κυττάρων σταθεροποιείται, 
δηλαδή περνάµε σε ένα ασυµπτωµατικό στάδιο αλλά το πλήθος αυξάνεται σε σχέση µε τις 
άλλες δύο περιπτώσεις. Ενώ το πλήθος των µολυσµένων κυττάρων και του ελεύθερου στο 
αίµα ιού µειώνονται ακόµα πιο δραστικά και σταθεροποιούνται µετά τον 7ο µήνα της 
θεραπείας και τις µέρες όπου σταθεροποιούνται το πλήθος των µολυσµένων κυττάρων 
είναι πολύ µικρότερο σε σχέση µε τις άλλε δύο περιπτώσεις. 
 Και η απόκριση του συστήµατος για τη συγκεκριµένη δοσολογία φαρµάκων είναι : 
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                          Εικόνα 4.9- Απόκριση του συστήµατος του ιού µε φαρµακευτική αγωγή µε δοσολογία 0.8. 
 

Άρα, όσο µεγαλύτερη δοσολογία φαρµάκων χορηγείται, τόσο περισσότερο 
αυξάνεται το πλήθος των υγιών κυττάρων τις µέρες όπου αρχίζει η σταθεροποίηση και 
τόσο πιο δραστικά µειώνεται το πλήθος των µολυσµένων κυττάρων και των ελεύθερων 
ιών στο αίµα. 
 
 
4.2.1  Γραµµικοποίηση του συστήµατος 
 

Εφόσον, το σύστηµα αυτό είναι µη-γραµµικό η µελέτη του αποτελεί µια σύνθετη 
διαδικασία. Για το λόγο αυτό, η  προσοµοίωση της συµπεριφοράς του συστήµατος µε 
θεραπευτική αγωγή ή χωρίς που έγινε παραπάνω, έγινε χρησιµοποιώντας τη 
γραµµικοποίηση του συστήµατος γύρω από τα σηµεία ισορροπίας. 

Σηµείο ισορροπίας (ΣΙ)  είναι ένα σηµείο (x1
*, x2

*, x3
*) , αν f(x1

*, x2
*, x3

*)=(0,0,0) 

όπου : f(x1, x2, x3)=	
s − dx& − βx&xf
βx&xf − m*x*
kx* − m&xf

. 

 Εποµένως, για τον προσδιορισµό των σηµείων ισορροπίας θα πρέπει να λυθεί το εξής 

σύστηµα:  	
s − dx& − βx&xf = 0
βx&xf − m*x* = 0
kx* − m&xf = 0

. 

Στην περίπτωση όπου x2=x3= 0 τότε το ΣΙ του συστήµατος που προκύπτει είναι το 
(s/d,0,0), ενώ στην περίπτωση x3 ¹ 0 προκύπτει ως ΣΙ του συστήµατος το (240, 21.6667, 
902.778) . 
Όµως, το πρώτο σηµείο ισορροπίας δε µας αφορά, αφού αντιστοιχεί στην περίπτωση 
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απουσίας µόλυνσης, δηλαδή αφορά τους υγιείς ανθρώπους όπου δεν υπάρχει µόλυνση από 
τον ιό. 

Για τη µελέτη της γραµµικοποίησης γύρω από το δεύτερο σηµείο, υπολογίζουµε 
τον Ιακωβιανό (Jacobian) πίνακα J για την f(x1, x2, x3) ο οποίος είναι: 
 

  J(f)=
−d − βxf 0 −βx&
βxf −m* βx&
0 k −m&

. 

  
Στην περίπτωση που λαµβάνεται υπόψιν η φαρµακευτική αγωγή υπάρχουν οι εξής 

Ιακωβιανοί πίνακες : 
            

                J1(f)=
−d − βxf 0 −β(1 − u&)x&
β(1 − u&)xf −m* βx&

0 k(1 − u*) −m&

   και 

 

               J2(f)=
βx&xf 0
−βx&xf 0

0 −kx*
 . 

  
Άρα, το γραµµικοποιηµένο σύστηµα θα είναι: 
x&
x*
xf

= J1(f)
x&
x*
xf

	+ J2(f)
u&
u* , µε τους δύο πίνακες να υπολογίζονται για τις τιµές: 

 
 (x1 x2 x3 u1 u2 )=(240  21.6667  902.778 0 0). 
 

Εποµένως, το γραµµικοποιηµένο σύστηµα στο χώρο των καταστάσεων (state 
space) είναι το: 
 
x&
x*
xf

	= 
−0.0417 0 −0.0058
0.0217 −0.24 0.0058
0 100 −2.4

x&
x*
xf

 + 
5.2 0
−5.2 0
0 −2166.67

u&
u*  

y=
y&
y*  = 1 1 0

0 0 1

x&
x*
xf

 . 

 
Να σηµειωθεί ότι το παραπάνω γραµµικοποιηµένο σύστηµα χρησιµοποιήθηκε 

στην αναπαράσταση των αποτελεσµάτων στην παράγραφο (4.5). 
 
 
4.3  Εύρωστος Προβλεπτικός Έλεγχος και HIV 
 

Όπως κάθε σύστηµα, έτσι και το σύστηµα του HIV µπορεί να ελεγχθεί 
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χρησιµοποιώντας τον προβλεπτικό έλεγχο. Καθώς, όµως, το σύστηµά µας είναι βιολογικό 
κι αφορά έναν ιό, ο οποίος εµφανίζεται στον άνθρωπο, πιθανότατα θα υπάρχουν κάποιες 
αβεβαιότητες όπως και διαταραχές. Αυτές οι αβεβαιότητες και διαταραχές που 
εµφανίζονται οφείλονται σε διάφορους παράγοντες καθώς ο οργανισµός του κάθε 
ανθρώπου αντιδρά διαφορετικά όταν προσβάλλεται από έναν ιό. Αυτοί οι παράγοντες 
οφείλονται κυρίως στο ανοσοποιητικό σύστηµα του κάθε ανθρώπου, την ηλικία, στον 
τρόπο µε τον οποίο ο οργανισµός αντιδρά στη θεραπευτική αγωγή καθώς και σε πολλούς 
άλλους εξωτερικούς παράγοντας και µηχανισµούς του οργανισµού. 
Αν αυτές οι αβεβαιότητες/διαταραχές δε ληφθούν υπόψιν στην εφαρµογή του 
προβλεπτικού ελέγχου, τότε τα αποτελέσµατα που θα πάρουµε για τη µελλοντική 
συµπεριφορά του συστήµατος θα είναι διαφορετικά. 
Γι’ αυτό το λόγο, προκειµένου να αντιµετωπιστούν αυτές οι αβεβαιότητες και 

διαταραχές του συστήµατος χρησιµοποιείται ο εύρωστος προβλεπτικός έλεγχος . 
 
• Εύρωστος Προβλεπτικός Έλεγχος και HIV 
 
Για να καταλάβουµε πόσο σηµαντικό είναι να λάβουµε υπόψιν τις αβεβαιότητες, 

αρχικά θα εφαρµόσουµε τον προβλεπτικό έλεγχο στο σύστηµα χωρίς να τις υπολογίσουµε. 
Ο προβλεπτικός έλεγχος εφαρµόζεται σε έναν  προβλεπτικό ορίζοντα Ν=25 και τα 
αποτελέσµατα αυτού του ελέγχου αναπαριστώνται παρακάτω: 
 

 
           Εικόνα 4.10- Συµπεριφορά των καταστάσεων του συστήµατος µετά την εφαρµογή του προβλεπτικού   
        ελέγχου, χωρίς να ληφθούν υπόψιν οι αβεβαιότητες, µε ορίζοντα πρόβλεψης N=25. 
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	 Η εφαρµογή του προβλεπτικού ελέγχου χωρίς να ληφθούν υπόψιν οι αβεβαιότητες, 
όπως φαίνεται κι από την παραπάνω εικόνα, δεν οδηγεί σε καλά αποτελέσµατα . Είναι 
φανερό πως δεν υπάρχει ευστάθεια στο σύστηµα. Υπάρχουν συνεχώς αυξοµειώσεις στο 
πλήθος των υγιών κυττάρων, των µολυσµένων κυττάρων και των ελεύθερων στελεχών του 
ιού στο αίµα µε αποτέλεσµα να µη µπορούµε να έχουµε µια ικανοποιητική και 
ολοκληρωµένη εικόνα για την αντίδραση του οργανισµού στον HIV ιό µε την λήψη 
φαρµάκων. Γι’ αυτό το λόγο είναι φανερό πως σε τέτοια συστήµατα όπου υπάρχουν 
αβεβαιότητες είναι απαραίτητο να λαµβάνονται υπόψιν στο σχεδιασµό των ελεγκτών.  
 Παρακάτω αναπαριστάται η εφαρµογή του προβλεπτικού ελέγχου στο σύστηµα 
του HIV, λαµβάνοντας υπόψιν αυτή τη φορά τις αβεβαιότητες, παρέχοντας έτσι, ευρωστία 
στο σύστηµα. Με αυτό το τρόπο, θα κατανοηθεί καλύτερα η ανάγκη της εφαρµογής του 
εύρωστου προβλεπτικού ελέγχου σε αβέβαια συστήµατα. 
 Στην εφαρµογή µας, θεωρήσαµε πως υπάρχει προσθετική αβεβαιότητα στις 
εισόδους του συστήµατος, δηλαδή στη θεραπευτική αγωγή, καθώς το πως θα αντιδράσουν 
τα φάρµακα έναντι στον ιό διαφέρει στον κάθε οργανισµό. Επίσης, ο εύρωστος 
προβλεπτικός έλεγχος εφαρµόστηκε στο γραµµικοποιηµένο σύστηµα του HIV γύρω από 
τα σηµεία ισορροπίας. Η εφαρµογή του στο γραµµικοποιηµένο σύστηµα επιλέχτηκε καθώς 
το αρχικό σύστηµα είναι µη-γραµµικό, γεγονός που δηµιουργεί αρκετές δυσκολίες στον 
έλεγχο, κι επίσης, τα χαρακτηριστικά του µη-γραµµικού συστήµατος δε διαφέρουν πολύ 
σε σχέση µε αυτά τoυ γραµµικοποιηµένου συστήµατος γύρω από τα σηµεία ισορροπίας.  
 Επιπλέον, το πρόβληµα εφαρµόζεται για ορίζοντα πρόβλεψης Ν=30 κι ορίζοντα 
ελέγχου Μ=5. Οι είσοδοί µας (δηλαδή η u1 για το φάρµακο RTI και η u2 για το PI ) 
περιορίζονται στο διάστηµα [0,1], όπως είναι γνωστό κι από την αρχική περιγραφή του 
συστήµατος. Λαµβάνοντας υπόψιν, τις αβεβαιότητες και τους περιορισµούς του 
συστήµατος, υπολογίζονται οι δράσεις του προβλεπτικού ελέγχου και, έπειτα, οι 
καταστάσεις που προκύπτουν, από την εφαρµογή του στο σύστηµα. 

Τέλος, οι είσοδοι κι έξοδοι του συστήµατος που βρέθηκαν µε την εφαρµογή του 
εύρωστου προβλεπτικού ελέγχου στο σύστηµα βελτιστοποιούνται κι έτσι µπορούν να 
αναπαρασταθούν οι προβλεπόµενες είσοδοι κι έξοδοι που προκύπτουν µε τον εύρωστο 
προβλεπτικό έλεγχο. 
 Τα αποτελέσµατα που αναπαριστώνται παρακάτω προκύπτουν από την εφαρµογή 
του εύρωστου προβλεπτικού ελέγχου σε ένα σύστηµα όπου ο ιός έχει προσβάλει τον 
οργανισµό κι οι αρχικές συνθήκες είναι [x1 x2 x3]T=[100 400 250]T. Στο σύστηµα 
εφαρµόστηκαν τρεις διαφορετικές δοσολογίες των φαρµάκων. 

Ας δούµε τι συµβαίνει αναλυτικά σε κάθε περίπτωση και ποια είναι τα 
αποτελέσµατα από την εφαρµογή του εύρωστου προβλεπτικού ελέγχου. 
Στην πρώτη περίπτωση,  η δόση που χορηγήθηκε για τα δύο φάρµακα είναι 0.2. 
Λαµβάνοντας υπόψιν, τις αβεβαιότητες οι οποίες, επίσης είναι φραγµένες  (||w||∞ ≤ 1, όπου 
w οι αβεβαιότητες του συστήµατος), εφαρµόζεται ο εύρωστος προβλεπτικός έλεγχος και 
τα αποτελέσµατα που διεξάγονται είναι τα εξής:
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          Εικόνα 4.11- Καταστάσεις συστήµατος µετά την εφαρµογή του εύρωστου προβλεπτικού ελέγχου για   
                                 ορίζοντα πρόβλεψης Ν=25 και δόση φαρµάκων u1 = u2 =0.2.     
 
 Συγκρίνοντας τις εικόνες (4.10) και (4.11) είναι φανερό πως είναι σηµαντικό να 
λαµβάνονται υπόψιν οι αβεβαιότητες, εφόσον υπάρχουν, για την εφαρµογή και τον 
σχεδιασµό του εύρωστου προβλεπτικού ελέγχου. Έτσι, υπάρχει εύρωστη ευστάθεια στο 
σύστηµα και είναι πιο κατανοητή η εξέλιξη και πορεία του συστήµατος στο µέλλον. 

Αρχικά, υπάρχει µια µείωση στα υγιή κύτταρα, όµως την 150η περίπου µέρα µετά 
τη λήψη των φαρµάκων τα υγιή κύτταρα αρχίζουν να  αυξάνονται σταδιακά . Σε αντίθεση, 
µε αυτά, τα φάρµακα δρουν αµέσως στα µολυσµένα κύτταρα, τα οποία από την πρώτη 
κιόλας µέρα µειώνονται συνεχώς. Τέλος, τα ελεύθερα στελέχη του ιού µέχρι κι την 10η 
περίπου µέρα µετά την λήψη των φαρµάκων αυξάνονται, όµως έπειτα µειώνονται 
συνεχώς. Είναι φανερές οι διαφορές των δύο εικόνων, καθώς στην (4.10) οι αβεβαιότητες 
δεν λήφθηκαν υπόψιν και στο σύστηµα δεν υπάρχει ευστάθεια. 
 Βελτιστοποιώντας τις εισόδους κι εξόδους που προέκυψαν µε την εφαρµογή του 
εύρωστου προβλεπτικού ελέγχου στο σύστηµα έχουµε τα εξής αποτελέσµατα: 
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                                    Εικόνα 4.12- Βέλτιστη ακολουθία προβλεπόµενων εισόδων κι εξόδων. 
  
 Στον άξονα x΄x απεικονίζονται οι βέλτιστοι χρόνοι του εύρωστου προβλεπτικού 
ελέγχου ενώ στον  y΄y οι βέλτιστες τιµές των εξόδων κι εισόδων σε κάθε χρονική στιγµή. 
Επίσης, η βέλτιστη συνάρτηση κόστους του ελέγχου είναι ίση µε 727.9593. 
 Στην δεύτερη περίπτωση,  η δόση που χορηγήθηκε για τα δύο φάρµακα είναι 0.5. 
Κι εδώ οι αβεβαιότητες λαµβάνονται υπόψιν και είναι φραγµένες  (||w||∞ ≤ 1, όπου w οι 
αβεβαιότητες του συστήµατος), για την  εφαρµογή και τον σχεδιασµό του εύρωστου 
προβλεπτικού ελέγχου και τα συµπεράσµατα είναι τα εξής: 
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 Εικόνα 4.13- Καταστάσεις συστήµατος µετά την εφαρµογή του εύρωστου προβλεπτικού ελέγχου   
                       για ορίζοντα πρόβλεψης Ν=25 και δόση φαρµάκων u1 = u2 =0.5. 
 
 Αρχικά,  όπως και στη πρώτη περίπτωση υπάρχει µια µείωση στα υγιή κύτταρα, 
όµως την 150η περίπου µέρα µετά τη λήψη των φαρµάκων τα υγιή κύτταρα αρχίζουν να  
αυξάνονται σταδιακά και υπάρχει σιγά σιγά µια σταθεροποίηση στο πλήθος τους . Σε 
αντίθεση, µε αυτά, τα φάρµακα δρουν αµέσως στα µολυσµένα κύτταρα, τα οποία από την 
πρώτη κιόλας µέρα µειώνονται συνεχώς και µετά τον 8ο µήνα φαίνεται πως το πλήθος τους 
αρχίζει να µηδενίζεται. Με αυτή τη δοσολογία φαρµάκων η µείωση είναι πιο δραστική σε 
σχέση µε την προηγούµενη δοσολογία. Τέλος, τα ελεύθερα στελέχη του ιού µέχρι κι την 
10η περίπου µέρα µετά την λήψη των φαρµάκων αυξάνονται, όµως έπειτα µειώνονται 
συνεχώς και µετά τον 8ο µήνα αρχίζουν να µηδενίζονται. Με την αύξηση της ποσότητας 
των φαρµάκων, συγκρίνοντας τις εικόνες (4.11) και (4.13), συµπεραίνουµε ότι το πλήθος 
των υγιών κυττάρων αυξάνεται κι από κάποια περίοδο και µετά αρχίζει να 
σταθεροποιείται, τα µολυσµένα κύτταρα µειώνονται ακόµα πιο δραστικά και µετά τον 8ο 
µήνα αρχίζουν να εξαφανίζονται και, τέλος, το πλήθος των ελεύθερων στελεχών του ιού 
µειώνεται πιο έντονα κι από κάποιο σηµείο και µετά αρχίζει, επίσης, να µηδενίζεται. 
 Όµως, µε την εφαρµογή του εύρωστου προβλεπτικού ελέγχου προκύπτουν κάποιοι 
είσοδοι κι έξοδοι του συστήµατος. Βελτιστοποιώντας τα λαµβάνουµε τις προβλεπόµενες 
εξόδους και εισόδους οι οποίες φαίνονται στην παρακάτω εικόνα: 
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                          Εικόνα 4.14- Βέλτιστη ακολουθία προβλεπόµενων εισόδων κι εξόδων. 
  
 Οι προβλεπόµενες είσοδοι κι έξοδοι αυτής της περίπτωσης διαφέρουν ελάχιστα σε 
σχέση µε τις αντίστοιχες της πρώτης περίπτωσης. Κι εδώ, στον άξονα x΄x απεικονίζονται 
οι βέλτιστοι χρόνοι του εύρωστου προβλεπτικού ελέγχου ενώ στον  y΄y οι βέλτιστες τιµές 
των εξόδων κι εισόδων σε κάθε χρονική στιγµή. Επίσης, η βέλτιστη συνάρτηση κόστους 
του ελέγχου είναι ίση µε 1499,7. 
 Στην τρίτη και τελευταία  περίπτωση,  η δόση που χορηγήθηκε για τα δύο φάρµακα 
είναι 0.8. Κι εδώ οι αβεβαιότητες λαµβάνονται υπόψιν και είναι φραγµένες  (||w||∞ ≤ 1, 
όπου w οι αβεβαιότητες του συστήµατος). Τα αποτελέσµατα που προκύπτουν από τον 
εύρωστο προβλεπτικό έλεγχο στο σύστηµα είναι: 
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               Εικόνα 4.15- Καταστάσεις συστήµατος µετά την εφαρµογή του εύρωστου προβλεπτικού ελέγχου  
            για ορίζοντα πρόβλεψης Ν=25 και δόση φαρµάκων u1 = u2 =0.8. 
 
 Όπως στις άλλες δύο περιπτώσεις, έτσι κι εδώ υπάρχει µια µείωση στα υγιή 
κύτταρα, όµως την 150η περίπου µέρα µετά τη λήψη των φαρµάκων υπάρχει µια τάση τα 
υγιή κύτταρα να αρχίζουν να σταθεροποιούνται. Τα φάρµακα επιδρούν πιο έντονα στα 
µολυσµένα κύτταρα, κι όσο µεγαλύτερη δοσολογία χορηγηθεί τόσο πιο γρήγορα 
µειώνονται και µετά τον 8ο µήνα είτε µειώνονται αρκετά (δοσολογία πρώτης περίπτωσης) 
είτε αρχίζουν να µηδενίζονται (δοσολογία δεύτερης και τρίτης περίπτωσης). Τέλος, τα 
ελεύθερα στελέχη του ιού εξακολουθούν µέχρι και την 10η περίπου µέρα µετά την λήψη 
των φαρµάκων να αυξάνονται, όµως έπειτα µειώνονται συνεχώς και µετά τον 8ο µήνα 
αρχίζουν να µηδενίζονται όπως και τα µολυσµένα. Τέλος,  να σηµειωθεί ότι όσο 
µεγαλύτερη δόση φαρµάκων χορηγηθεί, το πλήθος των υγιών κυττάρων που αρχίζει να 
σταθεροποιείται είναι µεγαλύτερο, τα µολυσµένα κύτταρα και τα ελεύθερα στελέχη του 
ιού µειώνονται πιο δραστικά κι από κάποια περίοδο και µετά αρχίζουν να εξαφανίζονται. 
 Σηµαντικό είναι, να δούµε, πως διαµορφώθηκαν µε αυτή τη δοσολογία οι 
προβλεπόµενοι είσοδοι και έξοδοι του συστήµατος: 
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                                     Εικόνα 4.16- Βέλτιστη ακολουθία προβλεπόµενων εισόδων κι εξόδων. 
  
 Παραπάνω φαίνονται οι βέλτιστοι προβλεπόµενοι έξοδοι και είσοδοι που 
εφαρµόζονται σε κάθε χρονική στιγµή. Επίσης, η βέλτιστη συνάρτηση κόστους του 
ελέγχου είναι ίση µε 14.587. Και στις τρεις εικόνες που αναπαριστώνται οι βέλτιστες 
ακολουθίες των προβλεπόµενων εισόδων κι εξόδων, το u1 αντιστοιχεί στο φάρµακο της 
θεραπείας RTI, το u2 στο PI, y1 είναι η έξοδος που αντιστοιχεί στο πως εξελίσσεται το 
πλήθος των υγιών και µολυσµένων κυττάρων µετά τη λήψη φαρµάκων και y2 είναι η 
έξοδος που αντιστοιχεί στο πλήθος των ελεύθερων στελεχών του ιού στο αίµα. 
 Άρα, το συµπέρασµα είναι ότι σε ένα αβέβαιο σύστηµα είναι απαραίτητο να 
λαµβάνονται υπόψιν οι αβεβαιότητες του συστήµατος για την εφαρµογή του ελέγχου, 
καθώς αν δεν ληφθούν τα αποτελέσµατα είναι τελείως διαφορετικά. Επίσης, είναι 
απαραίτητο να ληφθούν υπόψιν για να υπάρχει στο σύστηµα εύρωστη ευστάθεια. 
 
 

• Lyapunov control στο σύστηµα του HIV 
 

΄Ενα χρήσιµο εργαλείο προκειµένου να αναλυθεί η ευστάθεια του συστήµατος, να 
εκτιµηθεί η ευρωστία του  στις αβεβαιότητες ή ακόµα να αλλάξουµε τον σχεδιασµό 
προκειµένου να βελτιωθεί η ευρωστία ή η απόδοση, είναι ο έλεγχος που βασίζεται στην 
συνάρτηση Lyapunov (εφόσον είναι διαθέσιµη). 



	

95	

Είναι γνωστό ότι σε αυτή τη µέθοδο, η αβεβαιότητα εφαρµόζεται στις παραµέτρους 
του συστήµατος καθώς και στον εξωτερικό έλεγχο. 
Παρακάτω θα εφαρµοστούν δύο στρατηγικές οι οποίες  βασίζονται στον έλεγχο µε 
συναρτήσεις Lyapunov.  Έχει αποδειχθεί ότι αυτή η µέθοδος είναι αποτελεσµατική κι έχει 
την ικανότητα να µειώσει την συγκέντρωση του ιού σε ένα µη ανιχνεύσιµο επίπεδο ακόµα 
και υπό την επίδραση αβεβαιοτήτων και διαταραχών. 
Στόχος είναι η σταθεροποίηση του νόµου ανάδρασης των καταστάσεων µέσω µιας θετικά 
ηµιορισµένης συνάρτησης V(x) ως εξής: 
 

x=f{(x)+ uJa
Jr& fJ(x)=

s − dx& − βx&xf
βx&xf − m*x*
kx* − m&xf

  + uJfJ(x). 

  
 Ακολουθεί µια αναπαράσταση του συστήµατος µε αρχικές συνθήκες : 
[x1  x2  x3]T=[400 5 25]Τ , πριν την εφαρµογή του ελέγχου µε Lyapunov συναρτήσεις: 
 

 
                   Εικόνα 4.17- Μοντέλο HIV πριν τον έλεγχο µε συναρτήσεις Lyapunov µε αρχικές συνθήκες  
                                            [x1 x2 x3]T=[400 5 25]Τ . 
 
  
 Προκειµένου να εφαρµοστεί αυτός ο έλεγχος θα πρέπει αρχικά να βρεθεί ο νόµος  
ανάδρασης των καταστάσεων µε αβεβαιότητα. Σύµφωνα µε τον έλεγχο Lyapunov, η 
συνάρτηση ελέγχου επιλέγεται ως εξής:  
uJ(x&, x*, xf) = -∇V(x&, x*, xf)fi (x, Δ), όπου Δ : αβεβαιότητα και 
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V(x&, x*, xf)=x&∗ (pÃ

pÃ∗
− ln pÃ

pÃ∗
) + x*∗ (pù

pù∗
− ln pù

pù∗
) + aù

L
xf∗ (pú

pú∗
− ln pú

pú∗
), όπου x&∗ , x*∗ , xf∗  είναι 

σηµεία ισορροπίας. 
 
 
Από V(x&, x*, xf) µπορώ να βρω  ∇V(x&, x*, xf) : 

∇V(x&, x*, xf)=
k�(p)
kpÃ

k�(p)
kpù

		k�(p)
kpú

= 1 − pÃ∗

pÃ
1 − pù	∗

pù

aù
L
(1 − pú∗

pú
) , όπου x&	∗ =	aÃ

	ûL
m*, 

 	x*∗  = Ö
aù

 - daÃ
ûL

, 

 xf∗= ÖL
aÃaù

 - d
û
. 

Άρα, σύµφωνα µε τις συνήθεις τιµές: [x&				∗ x*∗ 			xf∗]T = [240  21.6667  902.778]T . 
  

Αρχικά, η µέθοδος θα εφαρµοστεί στην είσοδο ελέγχου για τα µολυσµένα κύτταρα 
του HIV µοντέλου µε αβεβαιότητα ως: 

x = f0 (x, Δ) + uJ	fJa
Jr& (x, Δ) = 

s − (d ± Δ)x& − βx&xf
βx&xf − (m* ± Δ)x*
kx* − (m& ± Δ)xf

 + u&
0

(m& ± Δ)x*
0

 , όπου: 

 

u&(x&, x*, xf) = - (1 − pÃ∗

pÃ
) (1 − pù	∗

pù
) (aù±m)

(L±m)
(1 − pú∗

pú
)  

0
(m& ± Δ)x*

0
. 

Άρα, u&(x&, x*, xf) = -(m& ± Δ) x*(1-pù
∗

pù
). 

Οπότε, εφαρµόζοντας τον παραπάνω έλεγχο στο σύστηµα µας για τις συνήθεις 
τιµές έχουµε: 

Για αβεβαιότητα Δ=5% και για αρχικές συνθήκες  [x1 x2 x3]T=[400 5 25]Τ  
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Εικόνα 4.18- Έλεγχος Lyapunov στην είσοδο ελέγχου για τα µολυσµένα κύτταρα του HIV µοντέλου                       

           µε αβεβαιότητα 5% κι αρχικές συνθήκες   [x1 x2 x3]T=[400 5 25]Τ . 
 
 
Για αβεβαιότητα Δ=20% και για αρχικές συνθήκες  [x1 x2 x3]T=[400 5 25]Τ  έχουµε: 
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Εικόνα 4.19- - Έλεγχος Lyapunov στην είσοδο ελέγχου για τα µολυσµένα κύτταρα του HIV µοντέλου                       

             µε αβεβαιότητα 20% κι αρχικές συνθήκες   [x1 x2 x3]T=[400 5 25]Τ . 
 
 
Για αβεβαιότητα Δ=-20% και για αρχικές συνθήκες  [x1 x2 x3]T=[400 5 25]Τ  έχουµε
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Εικόνα 4.20- Έλεγχος Lyapunov στην είσοδο ελέγχου για τα µολυσµένα κύτταρα του HIV µοντέλου                       

           µε αβεβαιότητα -20% κι αρχικές συνθήκες   [x1 x2 x3]T=[400 5 25]Τ . 
 
Στην εικόνα (4.18) φαίνεται ότι η αβεβαιότητα δεν επηρεάζει τον στόχο του 

ελέγχου που είναι η µείωση των µολυσµένων κυττάρων και των ελεύθερων στελεχών του 
ιού σε ένα µη ανιχνεύσιµο επίπεδο. 

  Επίσης, στις εικόνες (4.19) και (4.20) αποδεικνύεται ότι παρά την υψηλή αβεβαιότητα, ο   
  έλεγχος εξακολουθεί να είναι αποτελεσµατικός και να πραγµατοποιεί το σκοπό του. 
    Επίσης, οι είσοδοι ελέγχου µπορούν να εφαρµοστούν στα ελεύθερα στελέχη του   
   ιού και το µοντέλο του HIV ιού να περιέχει αβεβαιότητες ως εξής: 

x  = f0 (x, Δ) + uJ	fJa
Jr& (x, Δ) = 

s − (d ± Δ)x& − βx&xf
βx&xf − (m* ± Δ)x*
kx* − (m& ± Δ)xf

 + u&
0
0
xf

 . Σε αυτήν την 

περίπτωση όπου u& έχουµε: 
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u&(x&, x*, xf) = - (1 − pÃ∗

pÃ
) (1 − pù	∗

pù
) (aù±m)

(L±m)
(1 − pú∗

pú
)  

0
0
xf

. 

Άρα, u&(x&, x*, xf) = - xf
(aù±m)
(L±m)

(1-pú
∗

pú
). 

Οπότε, εφαρµόζοντας τον παραπάνω έλεγχο στο σύστηµα µας για τις συνήθεις 
τιµές έχουµε: 

Για αβεβαιότητα Δ=5% και για αρχικές συνθήκες  [x1 x2 x3]T=[400 5 25]Τ  έχουµε: 
 
 
 
 

 
Εικόνα 4.21- Έλεγχος Lyapunov στην είσοδο ελέγχου για τα ελεύθερα στελέχη του HIV µοντέλου µε           

          αβεβαιότητα 5% κι αρχικές συνθήκες   [x1 x2 x3]T=[400 5 25]Τ . 
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Για αβεβαιότητα Δ=20% και για αρχικές συνθήκες  [x1 x2 x3]T=[400 5 25]Τ  έχουµε: 
 

 
Εικόνα 4.22- Έλεγχος Lyapunov στην είσοδο ελέγχου για τα ελεύθερα στελέχη του HIV µοντέλου µε           

          αβεβαιότητα 20% κι αρχικές συνθήκες   [x1 x2 x3]T=[400 5 25]Τ . 
 
 
Για αβεβαιότητα Δ=-20% και για αρχικές συνθήκες  [x1 x2 x3]T=[400 5 25]Τ  έχουµε:
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Εικόνα 4.23- Έλεγχος Lyapunov στην είσοδο ελέγχου για τα ελεύθερα στελέχη του HIV µοντέλου µε           

          αβεβαιότητα -20% κι αρχικές συνθήκες   [x1 x2 x3]T=[400 5 25]Τ . 
 
Φαίνεται και στις τρεις παραπάνω περιπτώσεις ότι µε τη δεύτερη στρατηγική η 

αβεβαιότητα επηρεάζει τον ρόλο του ελέγχου. Μάλιστα όσο µεγαλύτερη είναι η 
αβεβαιότητα τόσο περισσότερο επηρεάζεται ο έλεγχος. Άρα, η πρώτη στρατηγική είναι πιο 
αποτελεσµατική από τη δεύτερη. 

Εποµένως,  χρησιµοποιώντας τον έλεγχο που βασίζεται στις συναρτήσεις 
Lyapunov (τεχνική του εύρωστου ελέγχου) το αν οι αβεβαιότητες επηρεάσουν τον έλεγχο 
εξαρτάται από την στρατηγική που θα επιλεχτεί. 

Αυτό σηµαίνει ότι εφαρµόζοντας τον εύρωστο προβλεπτικό έλεγχο στα αβέβαια 
συστήµατα οι αβεβαιότητες αντιµετωπίζονται µε καλύτερο τρόπο, καθώς δε χρειάζεται να 
εξετάσουµε µε ποια στρατηγική ο έλεγχος επηρεάζεται από τις αβεβαιότητες και µε ποια 
όχι. Οπότε, θα µπορούσαµε να πούµε ότι για τα συστήµατα όπου υπάρχουν αβεβαιότητες 
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ο εύρωστος προβλεπτικός έλεγχος είναι πιο αξιόπιστος σε σχέση µε την τεχνική του 
εύρωστου ελέγχου που βασίζεται στις συναρτήσεις Lyapunov. Επίσης, ένα άλλο 
πλεονέκτηµα του εύρωστου προβλεπτικού ελέγχου είναι ότι εκτός του ότι πετυχαίνει την 
εύρωστη ευστάθεια µπορούµε να προβλέψουµε και τις µελλοντικές κινήσεις του 
συστήµατος καθώς και την επίδραση των αβεβαιοτήτων στο µέλλον. 

Επιπλέον, στο παράδειγµα του συστήµατος του HIV είναι πιο πρακτική η χρήση 
του εύρωστου προβλεπτικού ελέγχου καθώς µπορούµε να ελέγχουµε καλύτερα το 
σύστηµα όπως επίσης και τη δοσολογία των φαρµάκων της θεραπευτικής αγωγής 
προκειµένου να µειωθούν σηµαντικά τα µολυσµένα κύτταρα και τα ελεύθερα στελέχη του 
ιού στο αίµα, ενώ µε την τεχνική Lyapunov δεν υπάρχει αυτή η δυνατότητα. 
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5o ΚΕΦΑΛΑΙΟ 

 
ΣΥΜΠΕΡΑΣΜΑΤΑ  ΚΑΙ  ΜΕΛΛΟΝΤΙΚΗ  ΕΡΕΥΝΑ 

 
 Οι αβεβαιότητες που υπάρχουν στα συστήµατα παίζουν σηµαντικό ρόλο στον 
έλεγχο. Αν κατά την εφαρµογή του προβλεπτικού ελέγχου δεν ληφθούν υπόψιν οι 
αβεβαιότητες  τότε δε θα επιτευχθεί ευστάθεια στο σύστηµα και δε θα είµαστε σε θέση να 
βγάλουµε τα συµπεράσµατά µας για την εξέλιξη του συστήµατος. 
Γι’ αυτό το λόγο, είναι σηµαντικό να λαµβάνονται υπόψιν οι αβεβαιότητες και να 
εφαρµόζεται ο εύρωστος προβλεπτικός έλεγχος του οποίου στόχος είναι η εύρωστη 
ευστάθεια και η καλύτερη απόδοση του συστήµατος παρά τις αβεβαιότητες που υπάρχουν. 
Εκτός, όµως, από τις αβεβαιότητες θα πρέπει να λαµβάνονται υπόψιν και οι περιορισµοί 
του συστήµατος, εφόσον υπάρχουν. 
 Υπάρχουν πολλές τεχνικές για να εφαρµοστεί ο εύρωστος προβλεπτικός έλεγχος σε 
ένα σύστηµα. Ανάλογα µε το είδος των αβεβαιοτήτων που υπάρχουν στο σύστηµα και µε 
το στόχο που θέλουµε να επιτευχθεί επιλέγεται και η κατάλληλη τεχνική. 
Έπειτα από την έρευνα που διεξήχθη, στα πλαίσια της συγκεκριµένης διπλωµατικής, 
συµπέρανα ότι η αβεβαιότητα που χρησιµοποιείται πιο συχνά είναι η φραγµένη 
προσθετική και η πιο ευρέως χρησιµοποιούµενη µέθοδος είναι η τεχνική min-max καθώς 
δεν περιέχει περιορισµό στο είδος των αβεβαιοτήτων. Επίσης, παρατηρήθηκε ότι όσο 
µεγαλύτερο ορίζοντα πρόβλεψης ορίζαµε, όπως επίσης και περίοδο, ο χρόνος εκτέλεσης 
του αλγορίθµου µεγάλωνε. Αυτό, όµως, δεν αποτελεί εµπόδιο στην πραγµατοποίηση του 
αλγορίθµου σε µεγάλο ορίζοντα πρόβλεψης καθώς και σε µεγάλη περίοδο, απλά ο χρόνος 
εκτέλεσης του αλγορίθµου είναι πολύ µεγάλος, µε αποτέλεσµα να µην είναι πρακτική η 
εφαρµογή του σε µεγάλο ορίζοντα πρόβλεψης καθώς τα αποτελέσµατα δεν διεξάγονται 
γρήγορα κι άµεσα. 
 Στην εφαρµογή του εύρωστου προβλεπτικού ελέγχου στο αβέβαιο σύστηµα που 
περιγράφει τον ιό του HIV, λήφθηκαν υπόψιν οι αβεβαιότητες καθώς και οι περιορισµοί 
που υπάρχουν στις δύο εισόδους. Επίσης, ο εύρωστος προβλεπτικός έλεγχος εφαρµόστηκε 
στο γραµµικοποιηµένο σύστηµα. Ο έλεγχος εφαρµόστηκε µε επιτυχία, πετυχαίνοντας το 
σκοπό του, µε βάση τη συγκεκριµένη διπλωµατική εργασία, που ήταν αρχικά η εύρωστη 
ευστάθεια του συστήµατος κι έπειτα η µείωση των µολυσµένων κυττάρων και των 
ελεύθερων στελεχών του ιού στο αίµα µε τη λήψη της θεραπευτικής αγωγής. Βέβαια, πιο 
επιθυµητό θα ήταν το αποτέλεσµα να υπήρχε µε την µείωση των µολυσµένων κυττάρων 
και των ελεύθερων στελεχών του ιού στο αίµα και παράλληλη αύξηση των υγιών 
κυττάρων. Αυτή η αύξηση δεν µπόρεσε να επιτευχθεί, απλά η µείωση των υγιών κυττάρων 
αυξάνοντας τη δόση των φαρµάκων γινόταν όλο και πιο µικρή. 
 Ο εύρωστος προβλεπτικός έλεγχος αποτελεί ένα πεδίο όπου υπάρχουν προοπτικές 
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µελλοντικής εξέλιξης. Ο συγκεκριµένος έλεγχος είναι πολύτιµος για τα αβέβαια 
συστήµατα και κυρίως για τα βιολογικά συστήµατα ελέγχου όπου οι αβεβαιότητες είναι 
αναπόφευκτες.  
 Με την ολοκλήρωση της παρούσας διπλωµατικής εργασίας, θα µπορούσα να 
αναφερθώ σε δύο µελλοντικές έρευνες οι οποίες κατά τη γνώµη µου είναι ιδιαίτερα 
ενδιαφέρουσες. Αρχικά, θα µπορούσε να βελτιωθεί ο χρόνος εκτέλεσης του αλγορίθµου 
για µεγάλο ορίζοντα πρόβλεψης προκειµένου να µπορούµε να λαµβάνουµε τα 
αποτελέσµατα πιο γρήγορα και πιο άµεσα και η εκτέλεση του αλγορίθµου να µην είναι 
χρονοβόρα. Επιπροσθέτως, µελλοντικό και ιδιαίτερο ενδιαφέρον αντικείµενο µελέτης, 
αποτελεί η εφαρµογή του Η∞- ελέγχου στον εύρωστο προβλεπτικό έλεγχο. Μεγάλο 
ενδιαφέρον προκαλεί το ερώτηµα, αν ο Η∞- έλεγχος θα µπορούσε να ενσωµατωθεί και να 
εφαρµοστεί στον εύρωστο προβλεπτικό έλεγχο κι αν τα αποτελέσµατα που θα προκύψουν 
είναι επιτυχή. 
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