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Περιληψη

Στο πλαίσιο [1] της παρούσας διπλωματικής εργασίας θα ασχοληθούμε με ένα τυπι-

κό πρόβλημα βέλτιστου ελέγχου.Συγκεκριμένα θα μελετήσουμε την συμπεριφορά του

διπλού ανάστροφου εκκρεμούς.΄Ενα τέτοιο εκρεμμές αποτελεί κλασσικό μη γραμμικό

σύστημα ευρείας κλίμακας. Στόχος της εργασίας είναι η εύρεση λύσης για συστήματα

μη-γραμμικού προβλεπτικού ελέγχου σε πραγματικό χρόνο.Για το σκοπό αυτό θα κα-

τασκευαστεί ένας προβλεπτικός ελεγκτής (NMPC) ο οποίος θα μπορεί να επιλύει on

time το πρόβλημα ελέγχου. Στη ξένη βιβλιογραφία έχει μελετηθεί εκτενώς το σύστημα

αλλά κυρίως με γραμμικές μεθόδους βελτιστοποίησης π.χ. LQR [8].

Το πρόβλημα που μελετάμε αφορά το swing up 2 εκκρεμών σε αμάξωμα από τυχα-

ία αρχική θέση. Η λύση του προβλήματος προυποθέτει την χρήση της ορθογώνιας

ταξιθεσίας σε πεπερασμένα στοιχεία (OCFE). Για την λύση των διαφορικών εξισώσε-

ων χρησιμοοιήθηκε ο επιλυτής DASSL και ως κύρια γλώσσα προγραμματισμού η C.

Τα αποτελέσματα που αναμένουμε είναι συγκριτικά καλύτερα σε σχέση με άλλες α-

ντίστοιχες γλώσσες προγραμματισμού και επίσης θα έχουμε καλύτερη εποπτεία στο

πως λειτουργεί ο κώδικας μας ώστε να λύσει το πρόβλημα. Στη συνέχεια παραθέτουμε

τις γραφικές παραστάσεις που μας δείχνουν τη συμπεριφορά των γωνιών των εκκρεμών

και εν τέλει εξάγουμε και μερικά χρήσιμα συμπεράσματα με αφορμή την συμπεριφορά

τους.
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Abstract

In this master thesis we will study a typical Optimal Control problem. Specifically

we will study the behavior of a double inverted pendulum. This pendulum is a

large scale nonlinear system. The main target is to find a solution for nonlinear

model predictive control systems in real time. For this purpose we will construct a

predictive controller who will solve on time the control problem.

In our problem we will study the swing up of 2 pendulums in a cart from a random

position. The solution requires the use of Orthogonal Collocation of Finite elements

(OCFE). For the solution of the differential equations we use the DASSL solver

and the programming language that we write the code was C.The results that we

will take are better than others programming languages and we will have a better

understanding how the problem is solved. Finally we will demonstrate the graphs

that they will show us how the angles of the two pendulums behave.Also from these

graphs we will extract some usefull conclusions.
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Κεφάλαιο 1

Εισαγωγή

1.1 Το πρόβλημα του διπλού αναστρόφου εκ-

κρεμούς και εφαρμογές

Από τα πιο χαρακτηριστικά μη γραμμικά συστήματα που εμφανίζονται στη μηχανική

αποτελεί το σύστημα ενός διπλού αναστρόφου εκκρεμούς. Το σύστημα αυτό αποτε-

λείται από 2 εκκρεμή που συνδέονται μεταξύ τους και ένα αμάξωμα το οποίο συνδέεται

με το πρώτο. Με την κίνηση του προσπαθεί να ισορροπήσει και να διατηρήσει σε κατα-

κόρυφη θέση τα 2 εκρεμμή.΄Ολη η κίνηση του αμαξιδίου γίνεται πάνω σε μια μεταλική

κατασκευή,η οποία περιέχει ένα οδοντωτό ιμάντα στον οποίο κινείται το αμαξίδιο(cart).

Η εφαρμογή της θεωρίας της ισορροπίας των αναστρόφων εκρεμμών είναι ιδιαιτέρως

ενδιαφέρουσα και σημαντική γιατί χρησιμοποιείται τόσο στην αεροναυπηγική δηλαδή

στην πτήση των πυραύλων αλλα κυρίως στην ρομποτική. Ειδικότερα ο ρομποτικός

βραγχίονας των ρομπότ λειτουργεί με γνώμονα την ισορροπία των εκρεμμών. Ακόμη

και η ισορροπία ενός ανθρώπου εν κινήση και εν στάση αποτελεί πρόβλημα ισορροπίας

αναστρόφων εκρεμμών.
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Κεφάλαιο 2

Μοντελοποίηση Συστήματος

Στο κεφάλαιο αυτό θα δωθούν οι εξισώσεις κινήσεως των εκκρεμών με τη χρήση των

εξισώσεων Euler-Lagrange [4] και στη συνέχεια θα εξαχθεί το μοντέλο καταστάσεων

του συστήματος. Αρχικά δίνονται οι παράμετροι του συστήματος ώστε να μπορέσουμε

να εξάγουμε τις εξισώσεις που χρειαζόμαστε. Το σύστημά μας αποτελείται από 2

μέρη, τις ράβδους και το αμαξίδιο. Οι ράβδοι θα υποθέσουμε ότι έχουν βάρος με

συντελεστή αi ,όπου i = 1, 2 ο οποίος εκφράζει την απόσταση του κέντρου βάρους

κάθε μιας. Επίσης τα mi και li συμβολίζουν την μάζα και το μήκος κάθε δοκού. Οι

3 παράμετροι αυτοί δίνονται εξαρχής. Στην συνέχεια έχουμε άλλους 2 συντελεστές οι

οποίοι προσδιορίζονται πειραματικά και είναι ο ιξώδης συντελεστής απόσβεσης ci και η

ροπή αδράνειας Ii, (i=1,2). Ορίζοντας ένα σύστημα αξόνων κατά το οποίο το κέντρο

του περνα από το κέντρο μάζας του αμαξιδίου ορίζουμε τις γωνίες ράβδων από αυτό

ως θi
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Σχήμα 2.1: Διπλό ανάστροφο εκρεμμές σε αμαξίδιο
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Σε αυτό το σημείο είναι σημαντικό να ορίσουμε το διάνυσμα συντεταγμένων q το

οποίο συγκροτείται από τις γωνίες θj και το διάστημα s δηλαδή την απόσταση του αμα-

ξώματος από το σημείο στο οποίο βρισκόταν αρχικά. ΄Αρα q = [θ1, θ2, s]
T = [θj, s]

T .

Επίσης N = πλήθος των ράβδων και j = η κάθε γωνία.

2.1 Εξισώσεις κίνησης

Για να μπορέσουμε να εξάγουμε τις εξισώσεις κινήσης για το σύστημα μας , θα πρέπει

να μελετήσουμε πρώτα την κάθε δοκό ξεχωριστά.΄Αρα για κάθε μία θα δίνονται οι

συντεταγμένες από τις εξισώσεις

∀n ∈ {1, 2}

xn = s+
n−1∑
i=1

li sin θi + αn sin θn (2.1)

yn =
n−1∑
i=1

li cos θi + αn cos θn (2.2)

Στη συνέχεια ορίζουμε την δυναμική και κινητική ενέργεια τόσο των εκρεμμών όσο

και του αμαξώματος. Η κινητική ενέργεια της κάθε δοκού δίνεται από τον τύπο

TN =
1

2

N∑
n=1

(mn[ṡ(ṡ+
n−1∑
i=1

liθ̇i cos θi+αnθ̇n cos θn)+αnθ̇n(αnθ̇n+2
n−1∑
m=1

θ̇mlm cos(θn − θm))

+
n−1∑
j=1

n−1∑
k=1

lklj θ̇j θ̇k cos(θj − θk)] + Inθ̇
2
n) (2.3)

Αντίστοιχα η δυναμική ενέργεια είναι

VN =
N∑
n=1

mng(αn cos θn +
n−1∑
i=1

li cos θi) (2.4)

Τέλος έχουμε και την ιξώδης

RN =
N∑
n=1

1

2
cn(θ̇n − θ̇n−1)2, θ̇0 = 0 (2.5)

Η διαφορά της κινητικής με την δυναμική ενέργεια μας δίνει την λαγκρανζιανή συνάρ-

τηση

LN = TN − VN (2.6)



ΚΕΦΑΛΑΙΟ 2. ΜΟΝΤΕΛΟΠΟΙΗΣΗ ΣΥΣΤΗΜΑΤΟΣ 10

Οι εξισώσεις Euler-Lagrange μας δίνουν ότι

d(∂LN

∂q̇
)

dt
− ∂LN

∂q
+
∂RN

∂q̇
= F (2.7)

Επίσης η (2.7) μας δίνει τις εξισώσεις κίνησης

Για κάθε εκκρεμές η εξίσωση κίνησης προκύπτει αν παραγωγηθεί η LN με βάση

την (2.7). Δηλαδή θα έχουμε ότι

d(∂LN

∂q̇j
)

dt
=

1

2

N∑
n=j+1

mn[s̈lj cos θj−ṡθ̇jlj sin θj+2αnθ̈nlj cos (θn − θj)−2αnθ̇nlj(θ̇n−θ̇j) sin (θn − θj)

+ 2
n−1∑
k=1

[ljlk(θ̈k cos(θj − θk)− (θ̇j − θ̇k)θ̇k sin (θj − θk)]]

+mj[s̈αj cos θj−ṡθ̇jαj sin θj+2α2
j θ̈j+2αj[

j−1∑
e=1

[θ̈ele cos (θe − θj)−(θ̇e−θ̇j)θ̇elj sin (θe − θj)]]]+2Ij θ̈j

(2.8)

∂LN
∂qj

=
N∑

n=j+1

1

2
mn[−ṡlj θ̇j sin θj−2αnθ̇nlj θ̇j sin (θj − θn)+2θ̇jlj

n−1∑
k=1

lkθ̇k sin(θk − θj)+2glj sin θj]

+
1

2
mj[−ṡαj θ̇j sin θj + 2αj θ̇j

j−1∑
k=1

lkθ̇k sin (θk − θj) + 2gαj sin θj] (2.9)

∂RN

∂q̇j
= (cj − cj+1)θ̇j − cj θ̇j−1 − cj+1θ̇j+1 (2.10)

Αντίστοιχα για το αμάξωμα θα έχουμε ότι

d(∂LN

∂ṡ
)

dt
=

N∑
n=1

1

2
mn[2s̈+ αnθ̈n cos θn − αnθ̇2n sin θn −

n−1∑
i=1

liθ̇i sin θi] (2.11)

∂LN
∂ṡ

=
∂TN
∂ṡ

=
N∑
n=1

1

2
mn(2ṡ+

n−1∑
i=1

li cos θi + αnθ̇n cos θn) (2.12)

ενώ

∂RN

∂ṡ
= 0 (2.13)

Λύνοντας ως προς κάθε γωνία j και ως προς s θα εξαχθούν οι απαραίτητες διαφορικές

εξισώσεις οι οποίες θα σχηματίσουν και τα μητρώα των εξισώσεων κίνησης. Δηλαδή

θα έχουμε ότι

A(q) =


2m1α

2
1 + 2I1 +m2l

2
1 m2l1α1 cos(θ2 − θ1) (m1α1 + 1

2
m2l1) cos θ1

2m2α2l1 cos(θ1 − θ2) 2(m2α
2
2 + I2) m2α2 cos θ2

1
2
m1α1 cos θ1

1
2
m2α2 cos θ2 m1 +m2 +M


(2.14)
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B(q, q̇) =


−m1ṡα1 sin θ2 + c1 + c2 (2θ̇1 − θ̇2)m2α2l1 sin(θ1 − θ2)− c2 −1

2
m1α1θ̇1 sin θ1

−2m2α2θ̇1l1 sin θ1 − θ2 − c2 c2 +m2α2l1θ̇1 sin(θ1 − θ2) −1
2
m2α2θ̇2 sin θ2

−1
2
(m1α1θ̇1 sin θ1 −m2l1 sin θ1) −1

2
m2α2θ̇2 sin θ2 0


(2.15)

C(q) =


(−m2l1 − α1m1)g sin θ1

−gm2α2 sin θ2

0

 (2.16)

e1 =



0

0

1

0

0

0


(2.17)

όπου A : R3 → R3×3,B : R3 → R3×3,C : R3 → R3, e ∈ R3. Στη συμβολική τους

μορφή θα έχουμε ότι το σύστημα 2ης τάξης γίνεται

A(q)q̈ +B(q, q̇)q̇ + C(q)− ue1 = 0 (2.18)

2.2 Μοντέλο μεταβλητών κατάστασης

Για να μπορέσουμε να μειώσουμε την τάξη του μοντέλου μας θα χρειαστεί να ορίσουμε

έναν μετασχηματισμό της μορφής

v = q̇ =


θ̇1

θ̇2

ṡ

 (2.19)

οπότε v̇ = q̈. Συνεπώς θα έχουμε ότι A(q)v̇ +B(q, v)v +C(q)− ue1 = 0, v = q̇. Σε

μητρωική μορφή θα έχω το σύστημα 1ης τάξηςA(q) 03

03 I3

v̇
q̇

+

B(q, v) 03

−I3 03

v
q

+

C(q)

03

− ue1 = 0 (2.20)

όπου I3 και 03 μοναδιαία και μηδενικά μητρώα διαστάσεων 3 × 3. Τέλος θεωρώ ότι

x = [v, q]T οπότε M(x)ẋ+H(x)x+ c(x)− ue1 = 0



Κεφάλαιο 3

Μη Γραμμικός Προβλεπτικός

΄Ελεγχος

Το πρόβλημα της ισορρόπησης ενός διπλού ανάστροφου εκκρεμούς θα μελετηθεί με

την χρήση του μη γραμμικού προβλεπτικού ελέγχου[2]. Η μέθοδος αυτή βασίζεται στη

βελτιστοποίηση, για τον έλεγχο, μη γραμμικών συστημάτων κλειστού βρόγχου.΄Εστω

ότι έχουμε μια ελεγχόμενη διεργασία και οι μεταβλητές κατάστασης x(n) ∈ X = Rd

οι οποίες μετριούνται σε διακριτές χρονικές στιγμές tn, n ∈ {0, 1, 2, ...}.

Ορισμός 1 Ελεγχόμενη διεργασία ονομάζουμε μια διεργασία για την οποία σε

κάθε χρονική στιγμή tn μπορεί να εφαρμοστεί μια δράση ελέγχου u(n) ∈ U = Rm

επηρεάζοντας έτσι τις μελλοντικές τιμές των μεταβλητών κατάστασης.

Κύριος στόχος των δράσεων ελέγχου είναι η ελαχιστοποίηση της απόκλισης των μετα-

βλητών κατάστασης από τις επιθυμητές τροχίες ή τιμές. Για την επίτευξη του στόχου

ο ελεγκτής μας θα χρησιμοποιεί ένα μοντέλο της διεργασίας της μορφής

x = h(x, u) (3.1)

όπου h : X×U −→ X είναι μια μη γραμμική συνάρτηση η οποία μας δίνει μια εκτίμηση

των μελλοντικών μεταβλητών κατάστασης της επόμενης χρονικής στιγμής. ΄Εστω ότι

γνωρίζουμε την τιμή του διανύσματος κατάστασης x(n) στο παρών χρονικό διάστημα

της δειγματοληψίας από μετρήσεις ή εκτιμήσεις, για μια δεδομένη ακολουθία δράσεων

u(0), u(1), ..., u(Nh − 1) υπολογίζουμε εκ νέου το διάνυσμα κατάστασης και με αυτό

τον τρόπο δημιουργείται μια επαναληπτική διαδικάσια για τον υπολογισμό της τροχιάς
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xu η οποία έχει την εξής μορφή

xu(k + 1) = h(xu(k), u(k)), k = 0, 1, ..., Nh − 1 (3.2)

με αρχική συνθήκη xu(0) = x(n).ΜεNh συμβολίζουμε τον ορίζοντα πρόβλεψης (prediction

horizon).Χάρης τη σχέση (3.2) μπορούμε να υπολογίσουμε την βέλτιστη ακολουθία

ελέγχου u∗(k). Δηλαδή θα πρέπει να ελαχιστοποιεί ένα δείκτη απόδοσης που έχει τη

μορφή

f(δxu, δu) =

Nh−1∑
k=0

L(δxu(k), δu(k)) (3.3)

όπου

L(δxu(k), δu(k)) =

δxu(k)

δu(k)

T Qx Qxu

QT
xu Qu

δxu(k)

δu(k)

 (3.4)

Σε αυτό το σημείο είναι δόκιμο να αναφέρουμε ότι ως μεταβλητές στις συναρτήσεις,

ορίζουμε τις διαφορές στα διανύσματα ελέγχου και των μεταβλητών κατάστασης. Συ-

νεπώς η απόκλιση από μια επιθυμητή τιμή xd εκφράζεται με τον όρο δxu(k) = xu(k)−

xd(n+k) όπου το xd(n+k) εκφράζει την επιθυμητή τιμή των μεταβλητών κατάστασης

τη χρονική στιγμή tn+k. Ακόμη δu(k) = u(k)−u(k−1). Τα μητρώα που εμφανίζονται

στη (3.4) δηλαδή Qx, Qu, Qxu αποτελούν τους συντελεστές κόστους των αντίστοι-

χων αποκλίσεων με την ιδιότητα το Qx θετικά ημι-ορισμένο, το Qu θετικά ορισμένο

και το Qxu τέτοιο ώστε το ολικό μητρώο της (3.4) να είναι θετικά ημι-ορισμένο.

Στο πρόβλημα που αντιμετωπίζουμε έχουμε μια συγκεκριμένη τελική κατάσταση που

θα πρέπει να προσεγγίσουμε οπότε για αυτό το λόγο η (3.3) θα λάβει την μορφή

f(δxu, δu) = δxu(Nh)
TQfδxu(Nh) +

Nh−1∑
k=0

L(δxu(k), δu(k)) (3.5)

με Qf μητρώο συντελεστών κόστους.΄Ετσι θα σχηματιστεί το εξής πρόβλημα βελτι-

στοποίησης που καλούμαστε να το επιλύσουμε

minimize
δu

f(δxu, δu)

s.t. xu(k + 1) = h(xu(k), u(k))

xu(0) = x(n)

Η μέθοδος στην οποία βασίζεται η βελτιστοποίηση της λύσης του προηγούμενου προ-

βλήματος είναι ο κυλιόμενος ορίζοντας πρόβλεψης, ( rolling horizon)στον οποίο για
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Σχήμα 3.1: Στιγμιότυπο αλγορίθμου NMPC

κάθε χρονική στιγμή {n+1, n+2, ...} λύνεται το πρόβλημα και βρίσκουμε μια ακολουθία

δράσεων ελέγχου u(0), u(1), ..., u(Nh − 1).Στη συνέχεια λαμβάνουμε πάντα τη πρώτη

δράση ελέγχου u∗(0) και την εφαρμόζουμε στο πρόβλημα μας ώστε να μελετήσουμε τη

συμπεριφορά του την επόμενη χρονική στιγμή.

3.1 Ορθογώνια ταξιθεσία σε πεπερασμένα στοι-

χεία

Η ορθογώνια ταξιθεσία σε πεπερασμένα στοιχεία (Orthogonal Collocation method on

finite elements) είναι μια μέθοδος προσέγγισης συστημάτων διαφορικών εξισώσεων

από αλγεβρικές μέσω δοκιμαστικών συναρτήσεων (trial functions).
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3.1.1 Μέθοδος συντοπισμού

Η μέθοδος συντοπισμού αποτελεί υποκατηγορία της ορθογώνιας ταξιθεσίας σε πε-

περασμένα στοιχεία. Σύμφωνα με τη μέθοδο αυτή, η προσέγγιση της λύσης ενός

συστήματος διαφορικών εξισώσεων πραγματοποιέιται με τη χρήση πολυωνύμων. Στην

προκειμένη περίπτωση θα χρησιμοποιηθούν πολυώνυμα Lagrange[5].Οι εξισώσεις δυ-

ναμικής του συστήματος έχουν τη μορφή

A(q)v̇ +B(v, q)v + C(q)− e1u = 0, q ∈ Rn+1, v ∈ Rn+1, u ∈ R (3.6)

΄Εστω ότι έχουμε ένα [a, b] χρονικό διάστημα. Ορίζω τον αδιάστατο χρόνο τ ∈ [0, 1]

με

τ =
t− α
b− α

=
t− α
δt

(3.7)

dτ =
dt

δt
(3.8)

όπου a και b ο αρχικός και ο τελικός χρόνος αντίστοιχα. Για να γίνει πιο ευδιάκριτη

η διαφορά μιας μεταβλητής πραγματικού χρόνου από μια αδιάστατου, θα εισάγω τον

συμβολισμό (ṽ) για μια μεταβλητή πραγματικού χρόνου και τον (v̄) για την αντίστοιχη

διακριτού.

v̄(τ) = ṽ(t)

dv̄(τ)

dt
=
dṽ(t)

dτ

dτ

dt

˙̃v(τ) = ˙̄v(t)
1

δt
(3.9)

Αντικαθιστώντας την (3.9) στη (3.6) θα έχουμε ότι

˙̄v(τ) = δtA(q̄)−1(−B(q̄, v̄)v̄ − C(q̄)− e1u) = δth(x̄, ū, τ) (3.10)

Η λύση του παραπάνω συστήματος θα έχει τη μορφή

v(τ) =
k∑
i=0

viφi = V φ(τ) (3.11)

όπου V = [ v0 . . . vk] ∈ R(n+1)×(k+1)
και η φ : [ 0, 1] −→ Rk

ορίζεται ως

φ(τ) =


φ0(τ)
...

φk(τ)

 ∈ Rk+1
(3.12)
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Η φ(τ) είναι μια βάση και τα φi πολυώνυμα βάσης είναι πολυώνυμα Lagrange βαθμού

k οπότε

φi(τ) =
τ − τ0
τi − τ0

τ − τ1
τi − τ1

. . .
τ − τi−1
τi − τi−1

τ − τi+1

τi − τi+1

. . .
τ − τk
τi − τk

=
k∏
i 6=j
j=0

τi − τj
τi − τj

(3.13)

Από τη σχέση (3.13) αντιλαμβανόμαστε ότι

φi(τj) = δij =

1, i = j

0, i 6= j

(3.14)

Επίσης ισχύει ότι ẋ(t) = f(x, u). Από (3.11) έχω ẋ(τ) 1
δt

= f(x, u) ⇒ V φ̇(τ) 1
δt

=

f(x, u) ⇒ V φ̇(τ) = δtf(x, u). Συνεπώς το σφάλμα της προσέγγισης δίνεται από τον

τύπο

r(τ) = δtf(x̄, ū, τ)− V φ̇(τ) (3.15)

Ο στόχος μας είναι η ελάττωση του σφάλματος σε τέτοιο βαθμό ώστε να προσεγ-

γίζει το 0 σε κάποια σημεία j,τα οποία ονομάζονται σημεία ταξιθεσίας(collocation

points).Αυτά επιλέγονται να είναι ίσα με τις ρίζες των Legendre πολυωνύμων k βαθ-

μού οι οποίες υπολογίζονται για το διάστημα [0,1] από τον τύπο Rodrigues παρακάτω

Pk(x) =
1

k!

dk

dxk
[(x2 − x)k] (3.16)

3.1.2 Διακριτοποίηση χρονικού ορίζοντα

΄Οπως είδαμε προηγουμένος και ειδικότερα από την εξίσωση (3.7) μπορούμε να μεταβο-

ύμε από τον πραγματικό χρόνο t στον αδιάστατο τ.Η διαδικασία αυτή πραγματοποιείται

επναληπτικά για όλο το χρονικό ορίζοντα που έχουμε με αποτέλεσμα την δημιουργία

σταθερών χρονικών διαστημάτων δti, i ∈ {1, 2 . . . , ne}, όπου ne είναι ο αριθμός των

πεπερασμένων διαστημάτων που προκύπτουν.
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Σχήμα 3.2: Διακριτοποίηση χρονικού ορίζοντα

Αφού για κάθε πεπερασμένο στοιχείο της διακριτοποίησης ικανοποιείται η εξίσωση

ẋ(τ) 1
δt

= f(x, u) τότε για i ∈ {1, 2, . . . , ne} ισχύει

ẋi = δtif(xi, ui, τ), τ ∈ [0, 1] (3.17)

Επίσης για να μην εμφανίζονται ασυνέχειες κατά την διακριτοποίηση στα όρια κάθε

στοιχείου του χρονικού ορίζοντα θα θεωρήσουμε ότι οι αρχικές συνθήκες ενός πεπε-

ρασμένουν στοιχείου i θα είναι οι τελικές συνθήκες του προηγούμενου i-1 στοιχείου.

Δηλαδή

xi(0) = xi−1(1) (3.18)

3.1.3 Διακριτοποίηση αντικειμενικής συνάρτησης

Η διακριτοποίηση της αντικειμενικής συνάρτησης θα γίνει σύμφωνα με τη μέθοδο που

αναλύθηκε νωρίτερα.Ωστόσο θα θεωρήσω τις διαφορές στο διάνυσμα κατάστασης και

ελέγχου, διότι απώτερος στόχος είναι η ελαχιστοποίηση τους. Οπότε θα έχω ότι

δxi(t) = xi(t) − xd(t) όπου xd : επιθυμητή τιμή και δui(t) = ui(t) − ui−1(t). Η
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αντικειμενική συνάρτηση θα έχει τη μορφή[3]

f(δx, δu) = (δx(tf ))
TQfδx(tf ) +

∫ tf

t0

δx(t)

δu(t)

T Qx Qxu

QT
xu Qu

δx(t)

δu(t)

 dt =

= (δxne)
T (1)Qfδxne(1) +

ne∑
i=1

δti

∫ 1

0

δxi
δui

T Qx Qxu

QT
xu Qu

δxi
δui

 dτ (3.19)
Για όλο το διάστημα κατάστασης θα έχω

xi = Xiφi(τ) (3.20)

όπου

Xi = {xi0, xi1, . . . , xici} ∈ Rns×(ci+1)
(3.21)

φi(τ) =


φi0(τ)
...

φici(τ)

 ∈ Rci+1,∀i ∈ {1, . . . , ne} (3.22)

Η (3.5) θα γίνει

f(δx, δu) = (δxne)
T (1)Qfδxne(1) +

ne∑
i=1

δti

∫ 1

0

Li(δxi, δui)dτ (3.23)

με

Li(δxi, δui) =

δxi
δui

T Qx Qxu

QT
xu Qu

δxi
δui

 =

Xiφi(τ)− xd
ui − ui−1

T Qx Qxu

QT
xu Qu

Xiφi(τ)− xd
ui − ui−1


(3.24)

΄Αρα

f(δx, δu) = (Xneφne(1)− xd)TQf (Xneφne(1)− xd) +
ne∑
i=1

δti

∫ 1

0

Li(δxi, δui)dτ =

φTne
(1)XT

ne
QfXneφne(1)− 2xTdQfXneφne(1) + xTdQfxd +

ne∑
i=1

δti

∫ 1

0

Li(δxi, δui)dτ

(3.25)

Για κάθε Li θα έχουμε ότι

Li(δxi, δui) =
[
δxTi δuTi

]Qx Qxu

QT
xu Qu

δxi
δui

 = φTi (τ)XT
i QxXiφi(τ)−2xTdQxXiφi(τ)+xTdQxxd+

+ 2(δui)
TQT

xuXiφi(τ)− 2(δui)
TQT

xuxd + (δui)
TQuδui (3.26)
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Για να μπορέσουμε όμως να έχουμε μια καλύτερη εποπτεία στις σχέσεις μας χρησι-

μοποιώ τον εξής μετασχηματισμό.Ας θεωρήσουμε ένα τυχαίο μητρώοA := [α0 . . . αn] ∈

Rn×n
όπου αi διανύσματα στηλών και ένα διάνυσμα x =


x0

x1
...

xn

 ∈ R
n

xTAx = xT [α0x0+α1x1+· · ·+αnxn] = x0x
Tα0+· · ·+xnxTαn = [x0x

T . . . xnx
T ]


α0

α1

...

αn


΄Αρα η σχέση μπορεί να γραφτεί ως

xTAx = vec(xxT )Tvec(A) (3.27)

Συνεπώς σύμφωνα με την (3.27) ο πρώτος όρος της (3.25) θα γίνει

φTne
XT
ne
QfXneφne = vec(φne(φ

T
ne

))Tvec(XT
i QxXi) (3.28)

΄Αρα η αντικειμενική συνάρτηση θα είναι

f(δx, δu) = vec(φne(1)(φTne
)(1))Tvec(XT

ne
QxXne) +

ne∑
i=1

δti

∫ 1

0

Li(δxi, δui)dτ (3.29)

Αντίστοιχα για τη (3.26) θα έχω

Li(δxi, δui) = vec(φi(φ
T
i ))Tvec(XT

i QxXi)− 2xTdQxXiφi(τ) + vec(xdx
T
d )Tvec(Qx)+

2(δui)
TQT

xuXiφi(τ)− 2(δui)
TQT

xuxd + δu2iQu (3.30)

Για μεγαλύτερη κατανόηση των συναρτήσεων θα εισάγω τους εξής συμβολισμούς

γ = vec(φne(1)(φne(1)T ) = vec


φ2
0(1) φ0(1)φ1(1) . . . φ0(1)φcne

(1)

φ0(1)φ1(1) φ2
1(1) . . . φ1(1)φcne

(1)
...

...
. . .

...

φcne
(1)φ0(1) φcne

(1)φ1(1) . . . φ2
cne

(1)


(3.31)

ζi =

∫ 1

0

vec(φi(τ)φi(τ)T )dτ = vec



∫ 1

0
φ2
i0dτ

∫ 1

0
φi0φi1dτ . . .

∫ 1

0
φi0φicidτ∫ 1

0
φi0φi1dτ

∫ 1

0
φ2
i1dτ . . .

∫ 1

0
φi1φicidτ

...
...

. . .
...∫ 1

0
φiciφi0dτ

∫ 1

0
φiciφi1dτ . . .

∫ 1

0
φ2
ici
dτ


(3.32)
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εi =

∫ 1

0

φi(τ)dτ =



∫ 1

0
φi0(τ)dτ∫ 1

0
φi1(τ)dτ
...∫ 1

0
φici(τ)dτ

 (3.33)

Η αντικειμενική συνάρτηση τότε θα γίνει

f(δx, δu) = γTvec(XT
ne
QfXne) +

ne∑
i=1

δti[ζ
T
i vec(X

T
i QxXi)− 2xTdQxXiεi+

vec(xdx
T
d )Tvec(Qx) + 2(δui)

TQT
xuXiεi − 2(δui)

TQT
xuxd + δu2iQu] (3.34)

3.2 Μελέτη του προβλήματος βελτιστοποίησης

Για να μπορέσουμε να ισορροπήσουμε ένα διπλό ανάστροφο εκκρεμές θα δημιουρ-

γήσουμε ένα κλασσικό πρόβλημα βέλτιστου ελέγχου που υπόκειται σε περιορισμούς.Οι

εξισώσεις κίνησης που μας δίνονται από τις διαφορικές εξισώσεις της (2.20) αποτελούν

τους περιορισμούς του συστήματός μας και θα προσεγγιστούν με ένα σύστημα αλγε-

βρικών εξισώσεων μέσω της μεθόδου συντοπισμού με πολυώνυμα Lagrange. Με αυτό

τον τρόπο το πρόβλημά μας μετατρέπεται σε ένα πρόβλημα μη-γραμμικού προγραμμα-

τισμού.Η αντικειμενική μας συνάρτηση θα είναι η (3.34). Ο αλγόριθμος που θα μας

βοηθήσει στην επίλυση του προβλήματος θα είναι ο IPOPT. Επειδή όμως ο συγκεκρι-

μένος αλγόριθμος χρησιμοποιεί τις συναρτήσεις Lagrange τότε θα πρέπει και εμείς να

χρησιμοποιήσουμε την ίδια μορφή.

3.2.1 Συνάρτηση Lagrange

Η συνάρτηση Lagrange ενός προβλήματος βελτιστοποίησης

minimize
δu

f(δx, δu)

s.t. g(x, u) = 0

x ∈ Rn, u ∈ Rm

g : Rn ×Rm −→ Rn

(3.35)

θα έχει τη μορφή Λ(δx, δu, λ) = f(δx, δu) +λTg(δx, δu) όπου λ = [λ1 . . . λn]T . Τα λi

είναι οι πολλαπλασιαστές Lagrange που στη προκειμένη περίπτωση θα ισχύει n=6.Ως
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συνάρτηση f(x,u) θα θεωρήσουμε τη (3.34) και ως περιορισμούς θα λάβουμε τη σχέση

M(x)ẋ+H(x)x+ c(x)−ue1 = 0. Για την εύρεση των ακροτάτων θα πρέπει να ισχύει

ότι

∇x,u,λΛ(δx, δu, λ) = 0 (3.36)

Χρησιμοποιώντας την πολυωνυμική προσέγγιση της (3.11) στη (3.10) λαμβάνουμε τους

περιορισμούς που αφορούν τη δυναμική του προβλήματος σε κάθε σημείο ταξιθεσίας j

για κάθε πεπερασμένο σημείο i.

gnij =
1

δti
A(qij)Viφ̇i +B(xij)Viφi + C(qij)− eiui (3.37)

Στο πρόβλημά μας θα θεωρήσουμε το διάστημα δειγματοληψίας δt σταθερό οπότε θα

αντικαταστήσουμε το όρο δti με το δt για κάθε σημείο ελέγχου.Γενικεύοντας για ένα

τυπικό πρόβλημα μη-γραμμικού προγραμματισμού θα ισχύει ότι

Λ(x, u, λ) = f(δx, δu) + λTg(x, u) (3.38)

με

g(x, u) =


g1(x1, u1)

g2(x2, u2)
...

gne(xne , une)

 , g : Rnx ×Rne −→ Rnx (3.39)

nx = ns

ne∑
i=1

(ci + 1) (3.40)

και

λ =


λ1
...

λnx

 ∈ Rnx (3.41)

3.2.2 Κλίση της συνάρτησης Lagrange

Η χρήση του αλγορίθμου IPOPT προϋποθέτει την εύρεση της κλίσης της αντικειμε-

νικής συναρτήσεως και των περιορισμών. Αρχικά ορίζουμε το διευρυμένο διάνυσμα

καταστάσεως Χ του συστήματος, το οποίο θα περιλαμβάνει τα διανύσματα καταστάσε-

ως για κάθε σημείο δειγματοληψίας και επιπλέον τις δράσεις ελέγχου στα σημεία αυτά.
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Δηλαδή η τυπική του μορφή θα είναι

X =



x1

x2
...

xne

u1
...

une


∈ Rnx+ne (3.42)

με

xi = vec(Xi) =


xi0
...

xici

 (3.43)

Η κλίση της (3.38) θα λάβει τη μορφή

∂Λ(x, u, λ)

∂X
=
∂f(x, u)

∂X
+ λT

∂g(x, u)

∂X
(3.44)

Ο υπολογισμός της κλίσης της συνάρτησης Lagrange είναι μια σύνθετη διεργασία

για αυτό στη συνέχεια θα υπολογίσουμε ξεχωριστά τη κλίση για κάθε κομμάτι της

(3.44).Ακόμη θα χρειαστεί να την υπολογίσουμε για κάθε πεπερασμένο σημείο οπότε

για την αντικειμενική θα έχουμε

∂f(δx, δu)

∂X
= [

∂f(δx, δu)

∂x1
, . . . ,

∂f(δx, δu)

∂xne

,
∂f(δx, δu)

∂u1
, . . . ,

∂f(δx, δu)

∂une

] (3.45)

Για κάθε στοιχείο εκτός του τελευταίου ne θα έχω ότι ισχύει

∂f(δx, δu)

∂xi
=
∂δtψTi vec(X

T
i QxXi)

∂xi
+ 2

∂δuiXiQuxγi
∂xi

(3.46)

Θεωρώντας ως δεδομένο ότι ci = 2 η παραγώγιση του πρώτου όρου αναλύεται ως εξής

XT
i QxXi =



xTi0

xTi1

xTi2

xi0

xTi0

xTi1

xTi2

xi1

xTi0

xTi1

xTi2

xi2
 =

[
Â(xi)xi0 Â(xi)xi1 Â(xi)xi2

]
(3.47)

Οπότε

vec(XT
i QxXi) =


Â(xi)xi0

Â(xi)xi1

Â(xi)xi2

 = Ā(xi) (3.48)
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Συνεπώς η μερική παραγώγιση ως προς το διάνυσμα κατάστασης και για κάθε πεπερα-

σμένο σημείο i θα μας δώσει ότι

∂vec(XT
i QxXi)

∂xi
=
∂Ā(xi)

∂xi
=


∂Âxi0
∂xi0

∂Âxi0
∂xi1

∂Âxi0
∂xi2

∂Âxi1
∂xi0

∂Âxi1
∂xi1

∂Âxi1
∂xi2

∂Âxi2
∂xi0

∂Âxi2
∂xi1

∂Âxi2
∂xi2

 (3.49)

Η (3.49) θα γίνει

Pi =
∂Ā(xi)

∂xi
=



2xTi0Qx 0 0

xTi1Qx xTi0Qx 0

xTi2Qx 0 xTi0Qx

xTi1Qx xTi0Qx 0

0 2xTi1Qx 0

0 xTi2Qx xTi1Qx

xTi2Qx 0 xTi0Qx

0 xTi2Qx xTi1Qx

0 0 2xTi2Qx



(3.50)

Αφού έγινε η ανάλυση του πρώτου όρου του αθροίσματος, ακολουθεί η ανάλυση και

του δευτέρου πάλι για όλα τα πεπερασμένα σημεία εκτός του τελευταίου.

2δuiQux
∂Xiγi
∂xi

= 2δuiQux
∂(xi0γi0 + xi1γi1 + xi2γi2)

∂xi
=

= 2δuiQux

[
∂(xi0γi0+xi1γi1+xi2γi2)

∂xi0
. . . ∂(xi0γi0+xi1γi1+xi2γi2)

∂xi2

]
= 2δuiQux

[
γi0I6 γi1I6 γi2I6

]
(3.51)

Η (3.46) θα γίνει

∂f(δx, δu)

∂xi
= δt(φTi Pi + 2δuiQux

[
γi0I6 γi1I6 γi2I6

]
(3.52)

Ενώ για το τελευταίο στοιχείο θα έχουμε

∂f(δx, δu)

∂xne

= ζTPne + δt(ψTne
Pne + 2δuneQux

[
γne0I6 γne1I6 γne2I6

]
) (3.53)

Η παραγώγιση της αντικειμενικής συναρτήσεως ως προς τη δράση ελέγχου ui εμφανίζει

μια ιδιαιτερότητα διότι ο όρος ui παρουσιάζεται στις διαφορές δui+1 = ui+1 − ui και
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δui = ui − ui−1.΄Ετσι θα έχουμε

∂f(δx, δu)

∂ui
= 2δt

δuiQuxXiγi
∂ui

+ 2δt
δui+1QuxXi+1γi+1

∂ui
+ δt

Quδu
2
i

∂ui
+ δt

Quδu
2
i+1

∂ui
=

= 2δtQuxXiγi +QuxXi+1γi+1 + 2δuiQu − 2δui+1Qu =

= 2δt(QuxXiγi + δuiQu)− 2δt(QuxXi+1γi+1 + δui+1Qu) (3.54)

Για την ολοκλήρωση της εύρεσης της κλίσης της συνάρτησης Lagrange θα πρέπει να

υπολογιστεί και η κλίση των μη γραμμικών περιορισμών της. Για κάθε πεπερασμένο

στοιχείο θα ισχύει ότι

Gi =
∂gnij
∂xi

(xi) =

∂gni1

∂xi

∂gni2

∂xi

 (3.55)

∂gnij
∂xi

=
1

δti

∂A(qij)Viφ̇i(τ)

∂xi
+
∂B(qij)υij

∂xi
+
∂C(qij)

∂xi
− e1ui (3.56)

Η καλύτερη κατανόηση της (3.56) προϋποθέτει την ανάλυση κάθε όρου της ξεχωριστά.

Οπότε για

A(qij)Viφ̇iτ = A(qij)
[
υi0 υi1 υi2

]
φ̇0(τij)

φ̇1(τij)

φ̇2(τij)

 = A(qij)[ φ̇0(τij)υi0+φ̇1(τij)υi1+φ̇2(τij)υi2]

= A(qij)φ̇0(τij)υi0 + A(qij)φ̇1(τij)υi1 + A(qij)φ̇2(τij)υi2 (3.57)

Για τα επόμενα μητρώα θα εισάγουμε τις εξής συντομογραφίες για μεγαλύτερη ευκολία

στην ανάγνωση από τον αναγνώστη των σχέσεων που ακολουθούν. Θα έχουμε ότι

cij = cos(θi − θj), sij = sin(θi − θj), ci = cosθi και si = sinθi. Μπορούμε να

παρατηρήσουμε ότι υπάρχει η πιθανότητα στις ίδιες εξισώσεις να εμφανιστούν ίδιες

μεταβλητές καταστάσεως σε διαφορετικά όμως σημεία συντοπισμού. Για να μην υπάρξει

πρόβλημα με το φαινόμενο αυτό θα εισάγουμε ένα δεύτερο δείκτη w.

∂A(qij)Viφ̇i
∂xiw

=


∑2

h=0 φ̇h
∂A(qij)υih
∂xiw

, w = j

˙φ(τ ij), w 6= j

(3.58)

με

∂A(qij)υiw
∂xiw

=


[
A(qij)

∂A(qij)υiw
∂qiw

]
, w = j[

A(qij) 03

]
, w 6= j

(3.59)
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και

∂A(qij)υiw
∂qiw

=


m2l1α1s21θ̇2 − (m1α1 + 1

2
m2l1s1)ṡ −m2l1α1s21θ̇2 0

−2m2α2l1s12θ̇1 2θ̇1m2α2l1s12 −m2α2s2ṡ 0

−1
2
m1α1θ̇1s1 −1

2
m2α2θ̇2s2 0


(3.60)

∂B(xij)υij
∂xij

=
[
∂B(xij)vij

∂vij

∂B(xij)vij
∂qij

]
(3.61)

όπου

∂B(xij)υij
∂vij

=


−m1ṡα1c1 − 1

2
m1θ̇1α1c1 + (2θ̇1 − θ̇2)m2α2l1c12 (θ̇2 − 2θ̇1)m2α2l1c12 0

−m2l1θ̇1α2c12 m2α2(θ̇1l1c12 − 1
2
θ̇2c2) 0

−1
2
(m1θ̇1α1c1 +m2l1c1) −1

2
m2θ̇2α2c2 0


(3.62)

και

∂B(xij)υij
∂qij

=


−m1ṡdotθ1α1c1 + θ̇2(2θ̇1 − θ̇2)m2α2l1c12 − k1 θ̇2(θ̇2 − 2θ̇1)m2α2l1c12 0

−2m2α2θ̇
2
1l1c12 +m2α2l1θ̇1θ̇2c12 m2α2l1c12(2θ̇

2
1 − θ̇1θ̇2)− k2 0

−1
2
θ̇21(m1α1 −m2l1)c1 −1

2
m2α2θ̇

2
2c2 0


(3.63)

με

ki =
1

2
miαiθ̇iṡci (3.64)

Ακόμη

∂C(qij)

∂xij
=
[
03

∂C(qij)

∂qij

]
(3.65)

∂C(qij)

∂qij
=


(−m2l1 − α1m1)gc1 0 0

0 −gm2α2c2 0

0 0 0

 (3.66)

Για w 6= j θα έχω
∂B(xij)vij
∂xiw

=
∂C(xij)

∂xiw
= 03 (3.67)

ενώ οι μερικές παράγωγοι ως προς την δράση ελέγχου θα είναι

∂gnij
∂ui

= −ei (3.68)

Η Ιακωβιανή του συστήματος θα περιλαμβάνει τα

Gi =

φ̇0(τi1)
[
A(qi1) 03

]
∂gni1

∂xi1
φ̇2(τi1)

[
A(qi1) 03

]
φ̇0(τi2)

[
A(qi2) 03

]
φ̇1(τi2)

[
A(qi2) 03

]
∂gni2

∂xi2


(3.69)
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Η τελική μορφή της Ιακωβιανής των περιορισμών του συστήματος θα είναι η

J =


G1 0 · · · 0 e1 0 · · · 0

0 G2 · · · 0 0 e2 · · · 0
...

...
. . .

...
...
...
. . .

...

0 0 · · · Gne 0 0 · · · ene

 (3.70)

Η τελική μορφή της κλίσης της συνάρτησης Lagrange είναι

∂Λ(x, u, λ)

∂X
=
∂f(δx, δu)

∂X
+ λTJ (3.71)

3.2.3 Καμπυλότητα της συνάρτησης Lagrange

Σε κάθε πρόβλημα βελτιστοποίησης η εξασφάλιση τοπικών ακροτάτων προϋποθέτει την

εύρεση της καμπυλότητας. Για αυτό το λόγο την παρέχουμε στον IPOPT ως είσοδο

για να μπορέσει να βρει τα τοπικά ακρότατα της συνάρτησης Lagrange. Ουσιαστικά

βρίσκουμε την Εσσιανή της συνάρτησης και την εισάγουμε στον αλγόριθμο οπότε

θεωρούμε τη

∂(∇XΛ(δx, δu, λ))T

∂X
=
∂(∇Xf(δx, δu))T

∂X
+ λ

∂Gi

∂X
(3.72)

Από τη (3.69) έχω ότι

Gi =

∇Xgni1

∇Xgni2

 =



GT
i11

...

GT
i1(n+1)

GT
i21

...

GT
i2(n+1)


(3.73)

Ο συμβολισμός Gijk αναφέρεται στο περιορισμό που ισχύει για το i σημείο ταξιθεσίας

στο σημείο συντοπισμού j. Επίσης το k αναφέρεται στην εξίσωση κίνησης που μελε-

τάμε. ΄Ετσι για k = 1 έχουμε την εξίσωση κίνησης του πρώτου εκκρεμούς και για

k = 3 την εξίσωση του αμαξώματος. Η καμπυλότητα της αντικειμενικής συνάρτησης
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δίνεται από τον τύπο

∂(∇Xf(δx, δu))T

∂X
=



∂fTx1
∂x1
...

∂fTxne

∂xne

∂fTu0
∂u0
...

∂fTune

∂une


(3.74)

Για κάθε όρο της (3.74) θα ισχύει ότι

∂fxi
∂xi

= δt
∂P T

i ψi
∂xi

(3.75)

Το Pi έχει εκφραστεί στη μορφή

Pi =


Pri1
...

Pri6


οπότε ο ανάστροφος πίνακας μας δίνει ότι

P T
i =

[
PrTi1 · · · PrTi6

]
(3.76)

΄Αρα η (3.75) θα γίνει

∂P T
i ψi
∂xi

=


∂Pri0ψi

∂xi0

∂Pri0ψi

∂xi1

∂Pri0ψi

∂xi2

∂Pri1ψi

∂xi0

∂Pri1ψi

∂xi1

∂Pri1ψi

∂xi2

∂Pri2ψi

∂xi0

∂Pri2ψi

∂xi1

∂Pri2ψi

∂xi2

 = 2


Qx

[
I6ψi00 I6ψi01 I6ψi02

]
Qx

[
I6ψi10 I6ψi11 I6ψi12

]
Qx

[
I6ψi20 I6ψi21 I6ψi22

]
 = 2Si

(3.77)

΄Αρα

∂2f

∂x2i
= 2δtSi (3.78)

Για το τελευταίο στοιχείο ne θα έχω

∂2f

∂x2ne

= ζ
∂P T

ne

∂xne

+ δtψne

∂P T
ne

∂xne

(3.79)

∂2f

∂x2ne

= 2


Qx

[
I6(ζi00 + δtψi00) I6(ζi01 + δtψi01) I6(ζi02 + δtψi02)

]
Qx

[
I6(ζi10 + δtψi10) I6(ζi11 + δtψi11) I6(ζi12 + δtψi12)

]
Qx

[
I6(ζi20 + δtψi20) I6(ζi21 + δtψi21) I6(ζi22 + δtψi22)

]
 = 2Sne

(3.80)
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Στη συνέχεια θα υπολογιστούν οι επόμενοι όροι της εσσιανής της αντικειμενικής.

∂2f

∂xi∂ui
= 2δtQT

ux

∂δui
∂ui

[
γi0I6 γi1I6 γi2I6

]T
= 2δtΞT

i (3.81)

∂2f

∂ui∂xi
= 2δtQux

∂Xiγi
∂xi

= 2δtQux =
[
I6γi0 I6γi1 I6γi2

]
= 2δtΞi (3.82)

∂2f

∂u2i
= 2δtQu

∂δui
∂ui
− 2δtQu

∂δui+1

∂ui
= 4δtQu (3.83)

∂2f

∂ui∂xi+1

= −2δtQux
∂Xi+1γi
∂xi+1

= −2δtQuxΞi+1 (3.84)

∂2f

∂xi∂ui−1
= −2δtQux

∂δui
∂ui−1

= −2δtQuxΞ
T
i (3.85)

∂2f

∂ui∂ui−1
= −2δtQu

∂δui
∂ui−1

= −2δtQu (3.86)

∂2f

∂ui∂ui+1

= −2δtQu
∂δui+1

∂ui+1

= −2δtQu (3.87)

Συγκεντρώνοντας όλα τα δεδομένα θα σχηματίσουμε την τελική μορφή της Εσσιανής

που θα είναι η

∂∇Xf
T

∂X
=



2δtS1 0 · · · 0 2δtΞT
1 0 · · · 0

0 2δtS2 · · · 0 −2δtΞ2 2δtΞT
2 · · · 0

...
...

. . .
...

...
...

. . .
...

0 0 · · · 2δtSne 0 0 · · · 2δtΞT
ne

2δtΞ1 −2δtΞT
2 · · · 0 4δtQu −2δtQu · · · 0

0 2δtΞ2 · · · 0 −2δtQu 4δtQu · · · 0
...

...
. . .

...
...

...
. . .

...

0 0 · · · 2δtΞne 0 0 · · · 2δtQu


(3.88)
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Αφού ολοκληρώθηκε η εύρεση της καμπυλότητας της αντικειμενικής ακολουθεί η κα-

μπυλότητα των περιορισμών. Η (3.69) θα λάβει τη μορφή

Gi =

φ̇0(τi1)
[
A(qi1) 03

]
∂gni1

∂xi1
φ̇2(τi1)

[
A(qi1) 03

]
φ̇0(τi2)

[
A(qi2) 03

]
φ̇1(τi2)

[
A(qi2) 03

]
∂gni2

∂xi2

 =

=



φ̇0(τi1)


ArTi11 0

ArTi12 0

ArTi13 0



grTi11

grTi12

grTi13

 φ̇2(τi1)


ArTi11 0

ArTi12 0

ArTi13 0



φ̇0(τi2)


ArTi11 0

ArTi12 0

ArTi13 0

 φ̇1(τi2)


ArTi11 0

ArTi12 0

ArTi13 0



grTi11

grTi12

grTi13




(3.89)

Οι όροι grijk και Arijk αναφέρονται στην k γραμμή των μητρώων που εκφράζουν την

κίνηση του συστήματός μας. Η (3.56) μπορεί να ξαναγραφτεί ως

∂gnij
∂xij

=
1

δt
[
[
A(qij)

∂A(qij)vij
∂qij

]
+

2∑
h=0,h6=j

[
03

∂A(qij)vih
∂qij

]
] +

∂B(xij)vij
∂xij

+
[
03

∂C(qij)

∂qij

]
(3.90)

Παρακάτω θα αναλύσουμε για κάθε γραμμή διεξοδικά πως δημιουργούνται οι πίνακες

που χρειαζόμαστε ώστε να συμπληρωθεί και η Εσσιανή των περιορισμών. Για το πρώτο

εκκρεμές θα ισχύει ότι η εσσιανή του περιορισμού για το πρώτο σημείο συντοπισμού

θα είναι

∂Gi11

∂xi
=


0 φ0(τi1)

∂Ari11
∂xi1

0

∂gri11
∂xi0

∂gri11
∂xi1

∂gri11
∂xi2

0 φ2(τi1)
∂Ari11
∂xi1

0

 (3.91)

΄Αρα για κάθε σημείο συντοπισμού θα ισχύει ότι

∂Arij1
∂xij

=


0 0 0 0 0 0

0 0 0 m2α1l1s21 m2α1l1s21 0

0 0 0 −(m1α1 + 1
2
m2l1)s1 0 0

 (3.92)

∂grij1
∂xij

=
[
∂grij1
∂vij

∂grij1
∂qij

]
(3.93)

και

∂grijk
∂xiw

= (
∂Arijk
∂xij

)T (3.94)
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∂grij1
∂vij

= φ̇ij(τij)


0 2m2α2l1s12 −1

2
m1α1s1

0 −m2α2l1s12 0

−m1α1s1 0 0

 (3.95)

∂grij1
∂qij

= φ̇ij(τij)


E1 k3 + k4 +

∑2
h=0,h 6=jm2l1θ̇2hc21 0

E2 −E2 0

0 0 0

 (3.96)

E1 = −k3 −
1

2
(ṡ− g)m2l1c1 +

2∑
h=0,h6=j

(−m2l1θ̇2hc21 −
1

2
ṡhm2l1c1)− k4 − α1m1gc1

E2 = k3 + k4 +m2l1c21

2∑
h=0,h6=j

θ̇2h

k3 = m2α1l1θ̇2c21

k4 = θ̇2(2θ̇1 − θ̇2)m2α2l1s12

ενώ

∂grijk
∂xih

= (
∂Arijk
∂xij

)T , h 6= j (3.97)

Ο συμβολισμός θ̇kh αναφέρεται στη γωνιακή ταχύτητα του θ̇k στο σημείο συντοπισμού

h αντί του j.

Για το δεύτερο εκρεμμές θα πραγματοποιηθεί η ίδια διαδικασία οπότε

∂Gi12

∂xi
=


0 φ0(τi1)

∂Ari12
∂xi1

0

∂gri12
∂xi0

∂gri12
∂xi1

∂gri12
∂xi2

0 φ2(τi1)
∂Ari12
∂xi1

0

 (3.98)

∂Arij2
∂xij

=


0 0 0 −2m2α2l1s12 2m2α2l1s12 0

0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 −m2α2s2 0

 (3.99)

∂grij2
∂vij

= φ̇ij(τij)


−2m2α2l1s12 m2α2l1s12 0

0 0 −1
2
m2α2s2

0 0 0

 (3.100)
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∂grij2
∂qij

= φ̇ij(τij)


E3 −E3 0

E4 −E4 − ṡc2 −
∑2

h=0,h 6=j ṡhc2 +m2α2s2(
1
2
θ̇2ṡ+ g) 0

0 0 0


(3.101)

E3 = −2m2α2l1c12(θ̇1 +
2∑

h=0,h6=j

θ̇1h) +m2α2(2θ̇
2
1 − θ̇1θ̇2)l1s12 (3.102)

E4 = m2α2(2θ̇1l1c12 +
2∑

h=0,h 6=j

2θ̇1hl1c12 − l1s12(2θ̇1 − θ̇1θ̇2)) (3.103)

Τέλος για το αμάξωμα έχουμε

∂Arij3
∂xij

=


0 0 0 −1

2
m1α1s1 0 0

0 0 0 0 −1
2
m2α2s2 0

0 0 0 0 0 0

 (3.104)

∂grij3
∂vij

= φ̇ij(τij)


−1

2
m1α1s1 0 0

0 −1
2
m2α2s2 0

0 0 0

 (3.105)

∂grij3
∂qij

= φ̇ij(τij)


E5 + 1

2
θ̇21m2l1s1 0 0

0 E6 0

0 0 0

 (3.106)

E5 = −1

2
m1α1c1(θ̇1 +

2∑
h=0,h 6=j

θ̇1h) +
1

2
θ̇21m1α1s1 (3.107)

E6 = −1

2
m2α2c1(θ̇2 +

2∑
h=0,h 6=j

θ̇2h) +
1

2
θ̇22m2α2s2 (3.108)

Αφού υπολογίστηκε η δεύτερη παράγωγος των περιορισμών του συστήματος θα πρέπει

να εισάγουμε και τους κατάλληλους όρους λ για κάθε πεπερασμένο στοιχείο στο σημείο
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συντοπισμού που μελετείται. Οπότε θα λάβω τη γενική μορφή

λ =


λ1
...

λnx

 =



λ11

λ12
...

λne1

λne2


∈ Rnx (3.109)

όπου

λij =


λij1

λij2

λij3

 ∈ R3
(3.110)

Αντίστοιχη μελέτη γίνεται και για τους περιορισμούς οπότε θα έχουμε

Gi =

Gi1

Gi2

 (3.111)

Η γενική συνάρτηση Lagrange θα γίνει

∂(∇XΛ(δx, δu, λ))T

∂X
=
∂(∇Xf(δx, δu))T

∂X
+

ne∑
i=1

ci∑
j=1

λTij
∂Gij

∂X
(3.112)

λTi1
∂Gi1

∂xi
=


0 φ0(τi1)

∑3
k=1 λi1k

∂Ari1k
∂xi1

0∑3
k=1 λi1k

∂gri1k
∂xi0

∑3
k=1 λi1k

∂gri1k
∂xi1

∑3
k=1 λi1k

∂gri1k
∂xi2

0
∑3

k=1 λi1kφ2(τi1)
∂Ari1k
∂xi1

0

 (3.113)

3∑
k=1

λi1k
∂Ari1k
∂xi1

=


0 0 0 −2λi12m2α2l1s12 − 1

2
λi13m1α1s1 2λi12m2α2l1s12 0

0 0 0 −λi11m2α1l1s12 λi11m2α1l1s12 − 1
2
λi13m2α2s2 0

0 0 0 −λi11(m1α1 + 1
2
m2l1)s1 −λi12m2α2s2 0


(3.114)

Επίσης

3∑
k=1

λi1k
∂gri1k
∂xiw

=
3∑

k=1

λi1k(
∂Ari1k
∂xiw

)T (3.115)

3∑
k=1

λi1k
∂gri1k
∂vi1

=


−1

2
λi13m1α1s1 − 2λi12m2α2l1s12 (2λi11 + λi12)m2α2l1s12 −1

2
λi11m1α1s1

0 m2α2(−λi11l1s12 − 1
2
s2) −1

2
λi12m2α2s2

−λi11m1α1s1 0 0


(3.116)
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3∑
k=1

λi1k
∂gri1k
∂qi1

=


λi11E1 + λi12E3 + λi13(E5 + 1

2
θ̇21m2l1s1) E7 0

λi11E2 + λi12E4 −λi11E2 + λi12E8 0

0 0 0


(3.117)

E7 = λij1(k3 + k4 +
2∑

h=0,h6=j

m2l1θ̇2hc21)− λij2E3 (3.118)

E8 = −E4 − ṡc2 −
2∑

h=0,h 6=j

ṡhc2 +m2α2s2(
1

2
θ̇2ṡ+ g) (3.119)

Τα μητρώα που δημιουργήθηκαν αναφέρονται στο πρώτο σημείο συντοπισμού. Γενικε-

ύοντας για κάθε σημείο θα έχουμε ότι

3∑
k=1

λijk
∂Arijk
∂xij

=
∂Aλijk(qij)

∂xij
(3.120)

ισχύει για κάθε w 6= j ότι

3∑
k=1

λi1k
∂grijk
∂xiw

= (
∂Aλ(qij)

∂xij
)T (3.121)

3∑
k=1

λi1k
∂gri1k
∂xi1

=
∂gλ(xi)

∂xi1
(3.122)

Τελικά η εσσιανή των περιορισμών σε κάθε πεπερασμένο στοιχείο γράφεται στη

μορφή

Hi =


0 φ̇i0(τi1)

∂Aλ(qij)

∂xiw
φ̇i0(τi2)

∂Aλ(qij)

∂xiw

(∂Aλ(qi1)
∂xi1

)T ∂gλ(xi)
∂xi1

ε12

(∂Aλ(qi2)
∂xi2

)T ε21
∂gλ(xi)
∂xi2

 (3.123)

με

εij =

 03 φ̇i(τj)
∂Aλ(qj)

∂qj

φ̇j(τi)
∂Aλ(qi)
∂qi

03

 (3.124)

Τελικά η γενική μορφή της Εσσιανής θα είναι

Hg =


H1 0 · · · 0

0 H2 · · · 0
...

...
. . .

...

0 0 · · · Hne

 (3.125)
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Εν τέλει από τις σχέσεις (3.88), (3.112) και (3.125) θα έχουμε ότι

∂(∇XΛ(δx, δu, λ))T

∂X
=
∂(∇Xf(δx, δu))T

∂X
+Hg(X) (3.126)



Κεφάλαιο 4

Περιγραφή αλγορίθμων IPOPT ,

DASSL και LQR

Στα πλαίσια της επίλυσης του προβλήματος ισορροπίας ενός διπλού αναστρόφου εκρεμ-

μούς χρησιμοποιήθηκαν οι αλγόριθμοι IPOPT, DASSL και LQR.Ο IPOPT εφαρμόζε-

ται για κάθε χρονική στιγμή στη συνάρτηση Lagrange της (3.34) και ως αποτέλεσμα

θα μας δώσει το προσεγγιστικό διάνυσμα κατάστασης και του βέλτιστου ελέγχου. ΄Ε-

νας δεύτερος τρόπος επίλυσης του προβλήματος είναι με χρήση του LQR. Ο τρόπος

που λειτουργεί ο αλγόριθμος και η κατασκευή του ελεγκτή θα αναλυθούν εκτενώς.

4.1 Αλγόριθμος IPOPT 3.12.6

Για την εύρεση της βέλτιστης λύσης μιας συνάρτησης της μορφής

minimize
x∈Rn

f(X)

s.t. g(X) = 0

XL ≤ X ≤ XU

(4.1)

όπου xL, xU είναι το κάτω και το άνω όριο αντίστοιχα του x μπορεί να χρησιμοποιηθεί

ο IPOPT (Interior Point Optimizer)[7].Τόσο η αντικειμενική συνάρτηση f(x) όσο και

οι περιορισμοί g θεωρούνται ότι είναι συνεχείς και 2 φορές παραγωγήσιμοι. Ο IPOPT

χρησιμοποιεί τη μέθοδο φράγματος (barrier method) οπότε ουσιαστικά λύνεται ένα

35
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πρόβλημα με τη μορφή

minimize
X∈Rn

φµ = f(X)− µ
n∑
i=1

ln(Xi)

s.t. g(X) = 0

(4.2)

για μια φθίνουσα ακολουθία τιμών της παραμέτρου φράγματος (barrier parameter)

μ, η οποία συγκλίνει στο μηδέν.Το Xi συμβολίζει το i στοιχείο του διευρυμένου δια-

νύσματος καταστάσεως.Ισοδύναμα η μέθοδος εφαρμόζεται σε ένα σύστημα της μορφής

∇Xf(X) + λT∇Xg(X)− z = 0 (4.3)

g(X) = 0 (4.4)

XZe− µe = 0 (4.5)

όπου Χ:=diag(X),Z:=diag(z), e ένα διάνυσμα μονάδων. Τα λ και z εκφράζουν τους

πολλαπλασιαστές Lagrange για τους περιορισμούς και τις ανισότητες που εμφανίζο-

νται στη (4.1). Με τη μέθοδο φράγματος έχουμε την επίλυση του συστήματος που

εμφανίζεται στις σχέσεις (4.3)-(4.5), λαμβάνοντας υπόψη την προσεγγιστική λύση της

προηγούμενης επανάληψης για μια φθίνουσα ακολουθία των τιμών του μ.Το σφάλμα

της μεθόδου ορίζεται ως

Eµ(Q, λ, ζ) := max{‖∇f(x) +∇g(x)λ− z‖∞
sd

, ‖g(x)‖∞,
‖XZe− µe‖∞

sc
} (4.6)

με sd, sc ≥ 1 παράμετροι κλίμακας. Η προσεγγιστική λύση (X̃∗, λ̃∗, z̃∗) εμφανίζεται

όταν

E0(X̃∗, λ̃∗, z̃∗) ≤ εtol (4.7)

με εtol > 0 ανοχή σφάλματος το οποίο ορίζεται από τον χρήστη. Κατά τη διάρκεια

της προσπάθειας εύρεσης της βέλτιστης λύσης για το σύστημα (4.2) υπολογίζονται

επαναληπτικά οι κατευθύνσεις (dXk , d
λ
k , d

z
k) για κάθε µj το οποίο θα μας οδηγήσει στη

(X̃∗,j+1, λ̃∗,j+1, z̃∗,j+1) στη k-στη επανάληψη. Ο υπολογισμός των κατευθύνσεων γίνε-

ται μέσω της γραμμικοποίησης του συστήματος των σχέσων (4.3)-(4.5) συγκεκριμένα
Wk Ak −I

ATk 0 0

Zk 0 Xk



dXk

dλk

dzk

 = −


∇f(xk) + Akλk − zk

g(xk)

XkZke− µje

 (4.8)
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όπου Ak := ∇Xg(Xk) η Ιακωβιανή των περιορισμών και Wk := ∇2
XXL(Xk, λ, zk) η

Εσσιανή της συνάρτησης Lagrange L(X,λ, z) = f(X) + λTg(X)− z του (4.1).΄Ομως

αντί να λυθεί το μη συμμετρικό σύστημα της (4.8) αντ αυτού λύνουμε τοWk + Σk Ak

ATk 0

dXk
dλk

 = −

∇φµj(Xk) + Akλk

g(Xk)

 (4.9)

με Σk := X−1k Zk και d
z
k = µjX−1k e−zk−Σkd

X
k . Θα πρέπει να μπορέσουμε να εξασφα-

λίσουμε ότι το αριστερό άνω άκρο του πίνακα της (4.9) είναι θετικά ορισμένο, διότι αν ο

Ak δεν έχει πλήρη τάξη (full rank) τότε ο πίνακας μετασχηματισμού των διανυσμάτων

κατεύθυνσης είναι singular με αποτέλεσμα να μην υπάρχει λύση. Εισάγονται τότε 2

βαθμωτά μεγέθη δw, δc ≥ 0 και λύνεται το σύστημαWk + Σk + δwI Ak

ATk −δcI

dXk
dλk

 = −

∇φµj(Xk) + Akλk

g(xk)

 (4.10)

Αφού υπολογιστούν οι κατευθύνσεις πάνω στις οποίες θα κινηθούν οι μεταβλητές

μας, με γνώμονα τον αλγόριθμο γραμμικής αναζήτησης με φίλτρο (filter line-search

algorithm) επιλέγουμε το κατάλληλο βήμα ώστε να ισχύει

Xk+1 := Xk + αkd
X
k (4.11)

λk+1 := λk + αkd
λ
k (4.12)

zk+1 := zk + αzkd
z
k (4.13)

Για τις μεταβλητές z χρησιμοποιούμε διαφορετικό βήμα διότι έχει παρατηρηθεί ότι με

αυτόν τον τρόπο δεν επηρεάζεται το βήμα για στις υπόλοιπες μεταβλητές. Με τη

γραμμική αναζήτηση οι στόχοι που έχουν τεθεί εξαρχής είναι 2 : η ελαχιστοποίηση

της αντικειμενικής συνάρτησης φµj(X) και της παραβίασης των περιορισμών θ(X) :=

‖g(X)‖.Με χρήση της ακολουθίας μεγεθών βήματος αk,l = 2−lαmaxk , l = 1, 2, ... όπου

αmaxk := max{α ∈ (0, 1] : xk+αdXk ≥ (1−τj)xk} και τj ∈ (0, 1) εξετάζεται αν με βάση

τους δυο στόχους που αναφέρθηκαν παραπάνω το σημείο Xk(αk,l) είναι βέλτιστο. Στην

περίπτωση που το ζέυγος τιμών (θ(Xk(αk,l)), φµj(Xk(αk,l))) δεν ισχύει τότε χρησιμο-

ποιείται ένα φίλτρο Fk ⊆ {(θ, φ) ∈ R2 : θ ≥ 0}. Το φίλτρο αυτό περιέχει όλα τα ζεύγη

(θ, φ) τα οποία είναι απαγορευμένα για την εύρεση της βέλτιστης λύσης. Κατά τη γραμ-

μική αναζήτηση ένα σημείο xk(αk,l) απορρίπτεται εάν (θ(Xk(αk,l)), φµj(Xk(αk,l)) ∈ Fk.
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Στο αρχικό στάδιο της διαδικασίας θεωρούμε ως F0 := {(θ, φ) ∈ R2 : θ ≥ θmax} με

θmax να δίνεται από το χρήστη. Στη περίπτωση που το σημείο στο οποίο εξετάζεται η

εύρεση της βέλτιστης λύσης απορριφθεί χρησιμοποιούμε μια διόρθωση δεύτερης τάξε-

ως ώστε να βελτιώσουμε το προτεινόμενο βήμα.Συνεπώς θα έχουμε dX,sock για το βήμα

d̃Xk = αk,0d
X
k ικανοποιώντας τη σχέση

ATk d
X,soc
k + g(Xk + αk,0d

X
k ) = 0 (4.14)

και η νέα κατεύθυνση γίνεται

dX,cork = αk,0d
X
k + dX,sock (4.15)

Για περισσότερες πληροφορίες και αναλυτικότερη παρουσίαση του αλγορίθμου μπορεί

να ανατρέξει ο αναγνώστης στο [7]. Ο υπολογισμός της εύρεσης της βέλτιστης λύσης

του συστήματος μας χρησιμοποιεί όλη την Εσσιανή του συστήματος διότι έχουμε ει-

σάγει το πλήρες διάνυσμα κατάστασης Χ.

4.2 Αλγόριθμος DASSL

Κατά τη μοντελοποίηση της κίνησης των εκκρεμών και του αμαξώματος εμφανίζεται

ένα σύστημα διαφορικών εξισώσεων που καλούμαστε να λύσουμε για να λάβουμε τα

πραγματικά αποτελέσματα. Παρατηρούμε ότι το σύστημα έχει τη γενική μορφή των

διαφορικών εξισώσεων δηλαδή

F (t, x, ẋ) = 0, ẋ(t0) = x0, ẋ, x ∈ Rn
(4.16)

Ο αλγόριθμος DASSL [6] λύνει 2 ειδών προβλημάτων. Αυτών των οποίων δεν μπορο-

ύμε να τα φέρουμε στη γενική μορφή των διαφορικών εξισώσεων και εκείνα στα οποία

όταν βρίσκονται στη μορφή Aẋ = Bx και προσπαθούμε να τα μετατρέψουμε στη συ-

νήθη μορφή πολλαπλασιάζουμε με A−1. Εάν ο Α είναι αραιός πίνακας ενδεχομένως ο

αντίστροφος του να μην είναι, οπότε θα πρέπει να λυθεί η εξίσωση στην αρχική της

μορφή.

Η κεντρική ιδέα πάνω στην οποία είναι γραμμένος ο κώδικας αποτελεί η προσπάθεια α-

ντικατάστασης των παραγώγων της (4.16) με τις προσεγγιστικές διαφορές. Το σύστη-

μα λύνεται για τον τωρινό χρόνο tn χρησιμοποιώντας τη μέθοδο Newton.΄Εστω ότι
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έχουμε το σύστημα της (4.16) αντικαθιστώντας της παραγώγους θα λάβουμε ότι

F (tn, xn,
xn − xn−1
4tn

) = 0 (4.17)

Από τη μέθοδο Newton θα λάβουμε τη λύση

ym+1
n = ymn − (

∂F

∂ẋ
+

1

4
∂F

∂x
)−1F (tn, x

m
n ,
xmn − xn−1
4tn

) (4.18)

με m δείκτης της επανάληψης.Ο DASSL είναι μια επέκταση αυτής της μεθόδου. Αντί

να χρησιμοποιήσει τη μέθοδο (4.17) ο αλγόριθμος προσεγγίζει τη παράγωγο χρησιμο-

ποιώντας τη kη τάξης μέθοδο των προς τα πίσω διαφορών (BDF) .Προβλέπει τη τιμή

της xn στη χρονική στιγμή tn εκτιμώντας τα πολυώνυμα παρεμβολής στις προηγούμε-

νες k + 1 χρονικές στιγμές.Επίσης λαμβάνουμε και μια εκτίμηση για τη παράγωγο ẋn.

Για να μπορέσουμε να λύσουμε το (4.17) αποτελεσματικά το μετασχηματίζουμε στη

μορφή

F (tn, xn, α̂x+ β) = 0 (4.19)

όπου α̂ μια σταθερά που αλλάζει όταν αλλάζει το βήμα ή η τάξη της μεθόδου και β είναι

ένα διάνυσμα το οποίο εξαρτάται από την λύση στις προήγουμενες χρονικές στιγμές.

΄Αρα η τροποποιήμενη Newton’s method που χρησιμοποιείται από το DASSL για να

λυθεί το σύστημα θα λάβει τη μορφή

xm+1
n = xmn − c(

∂F

∂ẋ
+ α

∂F

∂x
)−1F (tn, x

m
n , α̂x

m + β) (4.20)

Ο πίνακας G = (∂F
∂ẋ

+ α∂F
∂x

) υπολογίζεται και χρησιμοποιείται για όσα χρονικά δια-

στήματα χρειάζεται.Εν γένει οι συντελεστές α και α̂ είναι διαφορετικοί ωστόσο αν οι

τιμές τους είναι πολύ διαφορετικές ενδεχομένως η (4.20) να μην συγκλίνει σε λύση.

Για αυτό το λόγο έχουμε διαλέξει το συντελεστή c ο οποίος επιταχύνει τη σύγκλιση

όταν α 6= α̂ με

c =
2

1 + α̂/α
(4.21)

Η τιμή της σύγκλισης δίνεται από τον τύπο

ρ = (
‖xm+1 − xm‖
‖x1 − x0‖

)1/m (4.22)

Η κάθε επανάληψη συγκλίνει όταν ισχύει

ρ

1− ρ
‖xm+1 − xm‖ < 0.3 (4.23)
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Αφότου διαπιστωθεί ότι ισχύει η (4.23) ενεργοποιείται ένα τεστ ελέγχου το οποίο κα-

θορίζει αν η λύση που βρέθηκε ικανοποιεί την ανοχή του τοπικού σφάλματος που έχει

καθοριστεί από το χρήστη. Δηλαδή θα πρέπει να ισχύει ότι C‖yn−y0n‖ ≤ 1 με C στα-

θερά η οποία εξαρτάται από τη τάξη και το ιστορικό του βήματος της μεθόδου.Εάν το

τεστ ελέγχου ικανοποιηθεί τότε ο κώδικα προχωράει στο επόμενο βήμα.Διαφορετικά

μειώνεται το μέγεθος του βήματος ή/και η τάξη της μεθόδου και επαναλαμβάνεται το

βήμα.

΄Ενα από τα πιο συνηθισμένα προβλήματα που προκύπτουν χρησιμοποιώντας τον DAS-

SL είναι η εύρεση των αρχικών τιμών των x, ẋ. Συνήθως οι χρήστες γνωρίζουν τις

τιμές του x0 αλλά όχι τις ẋ0. Για να λυθεί αυτό το πρόβλημα στο DASSL υπάρχει

μια επιλογή η οποία υπολογίζει τις τιμές του ẋ έχοντας λάβει υπόψιν τις αρχικές τιμές

του x και μια εκτίμηση των αρχικών ẋ0. Ο αλγόριθμος χρησιμοπιεί την προς τα πίσω

μέθοδο Euler σε συνδυασμό με τη αποσβεννύμενη επαναληπτική μέθοδο Newton.

4.2.1 Δομή κώδικα

Για να μπορέσουμε να χρησιμοποιήσουμε τον DASSL θα πρέπει να στην επιθυμητή

μορφή τη διαφορική εξίσωση που θέλουμε να λύσουμε. Θα την ονομάσουμε F και

θα ισχύει F (t, x, ẋ) = 0. Η F δημιουργείται από τη συνάρτηση RES η οποία έχει ως

είσοδο το χρόνο T στον οποίο ζητάμε να βρεθεί η λύση της εξίσωσης και τα διανύσματα

x, ẋ.Η έξοδος της συνάρτησης ονομάζεται DELTA με DELTA = F (T, x, ẋ) να είναι

το υπόλοιπο του συστήματος διαφορικών εξίσωσεων μας.

Στο αρχικό στάδιο σαν χρήστες θα πρέπει να δώσουμε στον κώδικα μας τις αρχικές

τιμές των T, x, ẋ. Αυτό σημαίνει ότι θα πρέπει να ισχύει F (t, x, ẋ) = 0.Επίσης αν δεν

γνωρίζουμε τις αρχικές τιμές των ẋ μπορούμε να ζητήσουμε από τον ίδιο τον κώδικα

να τις βρει.Διαλέγουμε με ποια μέθοδο θα ψάξει τη λύση του συστήματος ο κώδικας.

Διαθέτουμε 2 επιλογές. Είτε τη άμεση μέθοδο είτε τη Krylov.Αφού τελειώσουμε

την εισαγωγή τον τιμών τρέχουμε τη ρουτίνα και αφού τελειώσει η διαδικασία είτε

επιτυχημένα είτε όχι παρατηρούμε την εμφάνιση μιας τιμής IDID. Αυτή μας δηλώνει

τι συνέβει κατά τη διάρκεια λειτουργίας του κώδικα. Αν μας δώσει θετικό αριθμό

τότε σημαινεί ότι είχαμε εύρεση λύσης, σε διαφορετική περίπτωση μας εμφανίζει έναν

αρνητικό. Σε λάθος μπορούμε να οδηγηθούμε με διαφόρους τρόπους. Συνήθως όταν
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τα διαφορικά συστήματα δεν έχουν σωστά ορισμένη λύση τότε ο κώδικας μας πιθανόν

να εμφανίσει προβλήματα.Επίσης σε πολλά προβλήματα μπορεί να μην υπάρχει λύση ή

ακόμα και να μην είναι μοναδική. Σε αυτή τη περίπτωση ο κώδικας έχει μια δικλείδα

ασφαλείας και εμφανίζει αρνητικό IDID.

4.3 Αλγόριθμος LQR

Ο αλγόριθμος LQR χρησιμοποιείται για την ελαχιστοποίηση μιας συνάρτησης κόστους

J.Ο κώδικας που δημιουργήθηκε στο Matlab χρησιμοποιεί τη μέθοδο αυτή για τα

γραμμικά συστήματα οπότε θεωρούμε σκόπιμο να λύσουμε το πρόβλημα μας με τη

μέθοδο που μας πάρεχει. Ωστόσο λόγω της δημιουργίας του προβλεπτικού ελεγκτή στη

συνέχεια θα πρέπει να τα μετατρέψουμε από συστήματα συνεχές χρόνου σε συστήματα

διακριτού.΄Ετσι μια συνάρτηση κόστους της μορφής

J =

∫ tf

t0

(xTQx+ uTRu)dt =

tf∑
k=t0

Lk(xk, uk) (4.24)

με

Lk(xk, uk) = xTkQxk + uTkRuk (4.25)

Το state-space γύρω από το σημείο ισορροπίας x = 0 περιγράφεται από την

ẋ = Cx+Du (4.26)

όπου

C =

 03 I3

−A(0)−1 ∂C(0)
∂q

03

 (4.27)

και

D =

 0

A(0)−1r

 (4.28)

ο νόμος ελέγχου που ελαχιστοποιεί το κόστος έχει τη μορφή

u = −Kx (4.29)

Το K δίνεται από τη

K = R−1DTP (t) (4.30)
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Σχήμα 4.1: Γωνία εκκρεμών με τη μέθοδο LQR

Το P (t) υπολογίζεται από τη λύση της Riccati εξίσωσης

ΦT [P − PΓ(R + ΓTPΓ)−1ΓTP ]Φ− P +Q = 0 (4.31)

με Φ ≈ eCδt και Γ ≈ Dδt. Ακόμη Q ∈ R6×6
και R ∈ R είναι θετικά ορισμένοι πίνακες

κόστους ελέγχου.Σε αυτό το σημείο όμως θα πρέπει να τονίσουμε ότι η LQR μέθο-

δος βελτιστοποίησης χρησιμοποιείται μόνο σε γραμμικά συστήματα ελέγχου διότι μας

δίνει αποδεκτά αποτελέσματα. Σε μη γραμμικά συστήματα χρειάζεται να εισάγουμε την

έννοια του προβλεπτικού ελέγχου. ΄Οπως φαίνεται και από τα σχήματα (4.1),(4.2) η

χρήση της LQR θα μας δώσει το επιθυμητό αποτέλεσμα σε ένα μικρό μελλοντικό χρο-

νικό διάστημα. Ωστόσο όπως προαναφέραμε επειδή εξάγεται το γραμμικό μοντέλο του

συστήματος για την ισορρόπησή του δεν εξασφαλίζεται η συγκεκριμένη συμπεριφορά

για μεγαλές αποκλίσεις από τη θέση ισορροπίας δίοτι τότε εμφανίζονται μη γραμμικές

συμπεριφορές.
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Σχήμα 4.2: Θέση αμαξιδίου με τη μέθοδο LQR
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4.4 Συναρτήσεις Laguerre

Για τη κατασκευή του προβλεπτικού ελεγκτή θα χρησιμοποιήσουμε τις συναρτήσεις

Laguerre [15] οι οποίες θα μας δώσουν την επιθυμητή συμπεριφορά του συστήματος

σε θέσεις κόντα στο σημείο ισορροπίας. Για να μπορέσω να μελετήσω το πρόβλημα θα

πρέπει να λάβω το διακριτό state-space του συστήματος για περίοδο δειγματοληψίας

Τ=0.002. Με την εντολή ΄ζερο-ορδερ ηολδ΄ λαμβάνω το διακριτό μοντέλο. ΄Ετσι θα

έχω ότι

˙x(k + 1) = Adx(k) +Bdu(k)

y(k) = x(k)

όπου

Ad =



1 0.0001 0 0.002 0 0

0 0.997 0.0001 0 0.002 0

0 0 1 0 0 0.002

0 0.141 −0.0428 1 0.0001 0

0 −0.2656 0.1355 0 0.9997 0

0 0.0009 −0.0007 0 0 1


(4.32)

και

Bd =



0

0

0

−0.0036

0.0029

0.0014


(4.33)

Στη συνέχεια σχηματίζουμε το Augmented Model που έχει τη μορφή∆x(k + 1)

y(k + 1)

 =

 Ad 0

IAd I

∆x(k + 1)

y(k + 1)

+

 Bd

IBd

∆u(k) (4.34)

y(k) =
(

0 I
)∆x(k)

y(k)

 (4.35)

Στόχος είναι να υπολογίσουμε τη βέλτιστη ακολουθία

∆u(k) = −Kmpcxaug (4.36)
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με

Kmpc = L(0)TΩ−1Ψ (4.37)

και

L(0)T =
√

1− α2[ 1− α− α2 . . . (−1)Nc−1αNc−1] (4.38)

Ω =

Np∑
m=1

φmQφ
T
m +RL (4.39)

Ψ =

Np∑
m=1

φmQA
m
aug (4.40)

φTm =
m−1∑
i=0

Am−i−1aug BaugL(i)T (4.41)

L(i) = [ l1(i) . . . lNc(i)]
T

(4.42)

όπου l(i) συναρτήσεις Laguerre , α ∈ (0, 1)και Q και RL πίνακες ρύθμισεις. Για

παραμέτρους a = 0.4 και Q ένας διαγώνιος πίνακας 12 × 12. Για Np = 100 και

Nc = 20 υπολογίζω το Kmpc και στη συνέχεια λαμβάνω το σύστημα

xaug(k + 1) = (Aaug −BaugKmpc)xaug(k) +Baug∆u(k) (4.43)

y(k) = Caugxaug(k) (4.44)

Στο σύστημα παρατηρούμε ότι υπάρχει συμμετρία στις 6 πρώτες γραμμές δηλαδή ε-

παναλαμβάνονται. Για αυτό θα λάβουμε το πρώτο 6 × 6 μπλοκ Aaug − BaugKmpc του

Augmented συστήματος.



Κεφάλαιο 5

Αποτελέσματα και γραφικές

παραστάσεις

Σε αυτό το κεφάλαιο θα μελετήσουμε τα αποτελέσματα που θα μας δώσει το πρόγραμμα

που δημιουργήθηκε στη Matlab και θα παρουσιαστούν οι γραφικές παραστάσεις της

κάθε συνιστώσας του διανύσματος καταστάσεως. Είναι λογικό ότι η απόδοση του

κώδικα που γράφτηκε διαφέρει για κάθε λειτουργικό σύστημα και για αυτό το λόγω

θα αναφέρουμε και τις προδιαγραφές του λειτουργικού στο οποίο δημιουργήθηκε το

πρόγραμμα μας.

5.1 Σύστημα κλειστού βρόγχου

Ο αλγόριθμος βελτιστοποίησης που χρησιμοποιούμε στηρίζεται στην επαναληπτική δια-

δικασία για την εύρεση της βέλτιστης τιμής των μεταβλητών. Για αυτό το λόγο θα

πρέπει να δημιουργηθεί ένα σύστημα κλειστού βρόγχου ώστε να εξασφαλίσει την ύπαρ-

ξη της επανάληψη στη λειτουργία των αλγορίθμων μας. Στη συνέχεια παραθέτουμε ένα

τυπικό παράδειγμα συστήματος κλειστού βρόγχου με βάση του οποίου επιλυθήκε το

πρόβλημα του μη γραμμικού προβλεπτικού ελέγχου. ΄Οπως φαίνεται από το σχήμα

έχουν δημιουργηθεί 2 βασικές ῾῾βαθμίδες᾿᾿ στις οποίες επιδρούν οι αλγόριθμοι που ανα-

φέρθηκαν παραπάνω. Στη πρώτη με το τίτλο NMPC εφαρμόζεται ο αλγόριθμος MPC

έχοντας ως αρχικές τιμές τη θέση των εκκρεμών στην αρχή της δειγματοληψίας. Στη

συνέχεια λύνοντας το πρόβλημα μας δίνει ως έξοδο τόσο το διάνυσμα u όσο και την
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Σχήμα 5.1: Σύστημα NMPC κλειστού βρόγχου

πρόβλεψη για τις τιμές του διανύσματος καταστάσεως. Στη συνέχεια η δράση ελέγχου

εισάγεται στη βαθμίδα Plant όπου εκφράζεται το γραμμικό σύστημα του μοντέλου μας.

Η λύση του θα μας δώσει τις τιμές του διανύσματος κατάστασης για το γραμμικοποιη-

μένο σύστημα για κάθε χρονικό διάστημα που μελετάμε. Αυτές θα εκφραστούν με το

συμβολισμό y .Η βαθμίδα Model εκφράζει το μη γραμμικό μοντέλο του προβλήματός

μας. Τέλος το State Estimation αποτελεί την διόρθωση στις τιμές της εκτίμησης αν

υπάρχει με βάση της πραγματικές. Η d είναι μια ενδεχόμενη διαταραχή που μπορεί να

εμφανιστεί. Αφού γίνει η διόρθωση τότε οι τιμές του διανύσματος καταστάσεως θα

εισαχθούν πάλι στον NMPC ως αρχικές τιμές για να ξαναλύσει το πρόβλημα στην

επόμενη χρονική στιγμή. Για την επίλυση του ίδιου προβλήματος με τη γλώσσα προ-

γραμματισμού C το σχήμα (5.1) δεν διαφέρει παρά μόνο στα μπλοκ του. Δηλαδή στη

θέση του NMPC θα έχουμε τον αλγόριθμο IPOPT και στις θέσεις του γραμμικού

και του μη γραμμικού συστήματος , τον DASSL και το προσσεγιστικό μοντέλο από

τη μεθοδο συντοπισμού αντίστοιχα.

5.2 Αριθμητικά δεδομένα

Ο κώδικας του προγράμματος που δημιουργήθηκε εκτελέστηκε από λειτουργικό με

επεξεργαστή Celeron Dual-Core 2.10 GHz και λειτουργικό Windows 10 . Για το
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σύστημα μας οι φυσικοί παράμετροι του είναι

mc = 1.2kg

mi = 0.128kg, ∀i ∈ {1, 2}

li = 0.34m

Ii = 265.644× 10−6

ci = 10−5

g = 9.8
m

s2

Οι παράμετροι της διακριτοποίησης

ne = 80

ci = 2,∀i ∈ {1, ..., ne}

k = 2

δt = 0.05s

Σε κάθε πεπερασμένο στοιχείο πέρα από το μηδενικό σημείο συντοπισμού υπάρχουν

και τα άλλα 2 που διαλέγουμε. Για καλύτερη μελέτη της δυναμικής συμπεριφοράς του

συστήματος θα μπορούσαμε να επιλέγουμε διαφορετικού πλήθους σημείων συντοπι-

σμού σε κάθε διάστημα. Ωστόσο στο συγκεκριμένο παράδειγμα θα θεωρήσουμε για

κάθε πεπερασμένο στοιχείο τον ίδιο αριθμό σημείων συντοπισμού. Αυτό οφείλεται στο

γεγονός ότι έχουμε ικανοποιητική προσσέγγιση του μοντέλου μας από την OCFE.

Στη συνέχεια παρέχουμε τους περιορισμούς του συστήματος καθώς και τα μητρώα

στάθμισης.Για την εύρεση της βέλτιστης λύσης της (4.1) θα ισχύουν οι περιορισμοί

−5 ≤ ṡ ≤ 5[
m

s
]

−3 ≤ θ̇i ≤ 3[
rad

s
]

−2 ≤ s ≤ 2[m]

−3π

8
≤ θi ≤

3π

8
[rad]

−25 ≤ u ≤ 25[N ]
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Τα μητρώα στάθμισης θα διαμορφωθούν ως εξής

Qx =



5 0 0 0 0 0

0 5 0 0 0 0

0 0 5 0 0 0

0 0 0 10 0 0

0 0 0 0 10 0

0 0 0 0 0 10


(5.1)

Qu = 1 (5.2)

5.3 Αποτελέσματα των συναρτήσεων Laguerre

Τα τελικά αποτελέσματα δίνονται από τις συναρτήσεις Laguerre με αρχικές συνθήκες

s

θ1

θ1

ṡ

θ̇1

θ̇2


=



0

10

−10

0

0

0


(5.3)

Στο σχήμα βλέπουμε τη συμπεριφορά των εκκρεμών. ΄Οπως παρατηρούμε το σύστημα

μας κάνει μια ταλάντωση γύρω από το σημείο 0 που είναι ο στόχος μας, παίρνοντας ως

μέγιστη τιμή για χρόνο t = 1s και στη συνέχεια από τη χρονική στιγμή για 4 δευτε-

ρόλεπτα και ύστερα και τα δύο εκκρεμή βρίσκονται στο σημείο ισορροπίας. Αντίστοιχα

τη θέση του αμαξιδίου την μελετάμε από το σχήμα (5.3) Και εδώ παρατηρούμε ότι την

ίδια χρονική στιγμή με τα εκρεμμή θα έχουμε τη μέγιστη μετατόπιση από την αρχική

θέση και στη συνέχεια από το 4ο δευτερόλεπτο θα επιστρέψει στην θέση 0.

Η συμπεριφορά των ταχυτήτων σε σχέση με τις γώνιες των εκκρεμών είναι τελείως

διαφορετική καθώς για χρόνο 2 δευτερολέπτων φθάνουν στο σημείο 0.

Αν συγκρίνουμε τα αποτελέσματα των (4.1) και (5.2) θα δούμε ότι η LQR είναι πιο

γρήγορη μέθοδος καθότι σε σημεία κόντα στην ισορροπία καταφέρνει να ισορροπήσει
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Σχήμα 5.2: Γωνίες εκκρεμών
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Σχήμα 5.3: Θέση αμαξιδίου
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Σχήμα 5.4: Ταχύτητες εκκρεμών
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Σχήμα 5.5: Γωνίες εκκρεμών

το σύστημα πιο σύντομα. Για αρχικές συνθήκες

s

θ1

θ1

ṡ

θ̇1

θ̇2


=



0

5

5

0

0

0


(5.4)

θα έχω τις γραφικές (5.5)-(5.8)
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Σχήμα 5.6: Ταχύτητες εκκρεμών
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Σχήμα 5.7: Ταχύτητα αμαξιδίου
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Σχήμα 5.8: Θέση αμαξιδίου



Κεφάλαιο 6

Συμπεράσματα και μελλοντικές

προεκτάσεις

Στην παρούσα διπλωματική εργασία έγινε μια προσπάθεια μελέτης ενός άκρου μη γραμ-

μικού συστήματος ελέγχου , του διπλού αναστρόφου εκκρεμούς. Η αρχή έγινε από

την εξαγωγή των εξισώσεων κίνησης που μας έδιναν την συμπεριφορά του συστήματος.

Στη συνέχεια δόθηκαν διάφοροι τρόποι μελέτης του προβλήματος ισορροπίας, χρησι-

μοποιώντας 2 γλώσσες προγραμματισμού, την C και τη Matlab. Τελικά επιλέχθηκε η

Matlab για την εξαγωγή των αποτελεσμάτων. Η μία επιλογή ήταν η γραμμικοποίηση

του συστήματος και η μελέτη του με τη μέθοδο LQR η οποία είναι ευρέως διαδεδομένη.

Η δέυτερη μέθοδος ήταν η κατασκευή ενός προβλεπτικού ελεγκτή με τις συναρτήσεις

Laguerre. ΄Οπως είδαμε και οι 2 μέθοδοι δίνουν ικανοποιητικά αποτελέσματα και σε

σύντομο χρονικό διάστημα λειτουργίας. Παρότι οι αρχικές συνθήκες είναι πολύ κο-

ντινές μεταξύ τους εντούτοις μεταβάλουν σημαντικά τη δυναμική του συστήματος και

ειδικότερα την γωνιακή ταχύτητα. Καθώς απομακρυνόμαστε από το σημείο ισορρο-

πίας εμφανίζονται μη γραμμικές συμπεριφορές και αυτο μεταβάλλει αρκετά το μοντέλο

μας. Αυτό οφείλεται και στο γεγονός της μη χρησιμοποίησης περιορισμών τόσο στις

ταχύτητες των εκκρεμών όσο και στο αμαξίδιο. Επίσης λόγω του αυξημένου χρόνου

λειτουργίας του Matlab για την επίλυσης με προβλεπτικό έλεγχο είναι προτιμότερο η

υλοποίηση των IPOPT και DASSL δίοτι η γλώσσα C επιλύει τάχυτατα τα προβλήματα

βελτιστοποίησης σε σχέση με τη Matlab. Συνεπώς για μελλοντική προέκταση του

προβλήματος προτείνεται
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• Η γενίκευση του προβλήματος για Ν αριθμό εκκρεμών. Δηλαδη η ανάπτυξη

μεθόδων για την ισορρόπηση Ν πλήθους εκκρεμών.

• Η δημιουργία του μη γραμμικού ελεγκτή εξ ολοκλήρου στη γλώσσα προγραμ-

ματισμού C. Ο χρήστης θα αντιληφθεί την ταχύτητα των υπολογισμών για την

εύρεση της βέλτιστης λύσης.

• Η δημιουργία του μοντέλου και του προβλεπτικού ελεγκτή στο Simulink του

Matlab. Με αυτό τον τρόπο ο χρήστης θα έχει καλύτερη εποπτεία του μοντέλου

του καθώς θα μπορεί να εισάγει διάφορα σήματα ως είσοδοι και να δημιουργήσει

τους περιορισμούς που θέλει στο σύστημά του.

• Η σύνδεση παραπάνω από τη μια διάταξη εκκρεμών και έλεγχος της συγχρονι-

σμένης κίνησης τους.

• Η μείωση της τάξης του μοντέλου με σκοπό την ελάττωση της διάστασης του

προβλήματος και περιορισμό του χρόνου λύσης του.

]
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