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Περίληψη 

 

Το αντικείμενο της παρούσης διπλωματικής εργασίας είναι ο σχεδιασμός 

ενός συστήματος ελέγχου για ένα σύστημα διπλού εκκρεμούς αρθρωμένου 

σε αμαξίδιο. Ο σκοπός του ελέγχου είναι η μετακίνηση των εκκρεμών από 

την κατακόρυφη προς τα κάτω θέση ευσταθούς ισορροπίας στην 

κατακόρυφη προς τα άνω θέση ασταθούς ισορροπίας και η 

σταθεροποίηση τους σε αυτήν τη θέση.  

Η διαδικασία του ελέγχου περιλαμβάνει δύο κύρια στάδια, την ταλάντευση 

προς τα άνω (swing-up) και στη συνέχεια τη σταθεροποίηση στη θέση 

ασταθούς ισορροπίας. Το πρώτο στάδιο περιλαμβάνει την κατάστρωση 

των μη γραμμικών διαφορικών εξισώσεων που διέπουν το σύστημα και τη 

διατύπωση των συνοριακών συνθηκών. Έπειτα λύνεται με αριθμητική 

μέθοδο το προκύπτον Πρόβλημα Συνοριακών Τιμών (BVP) και 

υπολογίζεται offline η τροχιά της χειραγωγούμενης μεταβλητής που 

απαιτείται για το swing-up. Σε συνδυασμό με το offline- feedforward 

κομμάτι του ελέγχου χρησιμοποιείται και ελεγκτής ανάδρασης που 

σταθεροποιεί το εκκρεμές στην προδιαγεγραμμένη τροχιά.  

Το δεύτερο στάδιο της σταθεροποίησης στη θέση ασταθούς ισορροπίας 

επιτυγχάνεται με τη σχεδίαση ενός βέλτιστου προβλεπτικού ελεγκτή με 

μοντέλα (Model Predictive Control, MPC). Αρχικά, γραμμικοποιούνται οι 

διαφορικές εξισώσεις και καταστρώνεται η συνάρτηση κόστους που 

πρέπει να ελαχιστοποιηθεί. Στη συνέχεια γίνεται ο μετασχηματισμός σε 

πρόβλημα τετραγωνικού προγραμματισμού (Quadratic Programming, QP) 

και υπολογίζεται online η δράση ελέγχου για κάθε διάστημα 

δειγματοληψίας. Ταυτόχρονα λαμβάνονται υπόψη οι περιορισμοί στη 

δράση ελέγχου και στις μεταβλητές κατάστασης (αν αυτό είναι 

επιθυμητό), που είναι και το μεγάλο πλεονέκτημα της μεθόδου. 
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Abstract 

 

The subject of this diploma thesis is the design of a control system for a 

double inverted pendulum hinged on a cart. The objective of the control is 

the swing-up of the pendulums from the downward stable equilibrium to 

the upward unstable equilibrium position and the stabilization in this 

position.  

The control process consists of two main stages; a) the swinging-up of the 

pendulums and b) the stabilization in the upward unstable equilibrium 

position. The first stage includes the derivation of the non-linear 

differential equations of motion that describe the system and the statement 

of the boundary conditions. The resulting Boundary Value Problem (BVP) 

is solved numerically and the trajectory of the control action, that is 

required for the swing-up, is computed offline. In combination with the 

offline-feedforward part, a feedback controller is designed that stabilizes 

the pendulums along the predetermined trajectories.  

The second stage, namely the stabilization in the upward unstable 

equilibrium position, is accomplished by the design of an optimal Model 

Predictive Controller (MPC). Initially, the non-linear differential equations 

of motion that describe the system are linearized and the cost function that 

needs to be minimized is formulated. Then, the transformation to a 

Quadratic Program (QP) takes place and the control is calculated online for 

every action sampling interval. Simultaneously, constraints in the 

manipulated and output variables, if desired, are taken into account, which 

consists of the main advantage of the method. 
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ΚΕΦΑΛΑΙΟ 1 

 

 

Εισαγωγή 

 

 

Τα συστήματα ανάστροφων εκκρεμών χρησιμοποιούνται ευρύτατα στη 

θεωρία ελέγχου, καθώς παρουσιάζουν ιδιαίτερο ενδιαφέρον. Οι 

ιδιαιτερότητες των συστημάτων αυτών τα καθιστούν σημεία αναφοράς 

για την αξιολόγηση των διαφόρων τεχνικών ελέγχου. Ορισμένες από τις 

ιδιότητες που διαθέτουν και κάνουν τη μελέτη τους απαιτητική είναι: 

• Ασταθή συστήματα 

• Παρουσιάζουν έντονες μη-γραμμικότητες 

• Διαθεσιμότητα λιγότερων δράσεων ελέγχου από βαθμούς 

ελευθερίας (underactuated συστήματα) 

Η μελέτη τους όμως βρίσκει εφαρμογή και στην πράξη, όπως για 

παράδειγμα: 

• Ρομποτική 

• Εμβιομηχανική 



7 
 

• Πυραυλικά συστήματα συμπεριφέρονται ως ανάστροφα εκκρεμή 

κατά το στάδιο της εκτόξευσης 

• Συστήματα μεταφοράς που απαιτούν ισορροπία, π.χ. Segway 

Είναι ξεκάθαρο, ότι οι περισσότερες από αυτές τις εφαρμογές βασίζονται 

καίρια στην επιτυχή εφαρμογή των τεχνικών ελέγχου και μάλιστα με 

βέλτιστο τρόπο. Αυτό καθιστά επιτακτική την εφαρμογή νέων μεθόδων, 

που εκμεταλλευόμενες την τεχνολογική πρόοδο, μπορούν να καλύψουν τις 

υπάρχουσες ανάγκες προσφέροντας καλύτερα αποτελέσματα. 

 

 

1.1 Διατύπωση προβλήματος & στόχοι 

 

 

Στόχος της παρούσης διπλωματικής εργασίας είναι ακριβώς αυτή η 

εφαρμογή της καινοτόμου μεθόδου του Βέλτιστου Προβλεπτικού Ελέγχου 

(MPC) με σκοπό την ισορροπία των εκκρεμών στην κατακόρυφη προς τα 

άνω θέση. Ο Βέλτιστος Προβλεπτικός Έλεγχος εφαρμόζεται με επιτυχία 

στη χημική βιομηχανία εδώ και δεκαετίες. Ωστόσο, τα τελευταία χρόνια 

γίνεται συστηματική προσπάθεια για εφαρμογή του σε γρήγορα 

μηχατρονικά συστήματα, όπως αυτό του διπλού ανάστροφου εκκρεμούς. 

Μεγάλο πλεονέκτημα της μεθόδου είναι η δυνατότητα επιβολής 

περιορισμών στις δράσεις ελέγχου και στις ελεγχόμενες μεταβλητές, αν 

αυτό είναι επιθυμητό. Έτσι, η διεργασία εκτελείται πάντοτε εντός των 

προδιαγεγραμμένων ορίων και αποφεύγεται η πιθανότητα 

καταστροφικών αστοχιών. 

Προς χάριν πληρότητας, παρουσιάζεται αρχικά μια μέθοδος για την 

ανύψωση (swing-up) των εκκρεμών. Το πρόβλημα αυτό είναι έντονα μη-

γραμμικό και αυτό προσθέτει επιπλέον εμπόδια στην επίλυση. Στην 

παρούσα εργασία, διατυπώνεται μία πρόταση ελέγχου, που συνδυάζει 

έλεγχο πρόδρασης και ανάδρασης, ώστε να επιτευχθεί η ανύψωση. 
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Συνοπτικά, τα στάδια της εργασίας είναι με τη σειρά τα ακόλουθα: 

• Μοντελοποίηση του συστήματος και εξαγωγή των εξισώσεων 

κίνησης 

• Παρουσίαση μεθοδολογίας για την ανύψωση των εκκρεμών 

• Ανάλυση της μεθόδου Βέλτιστου Προβλεπτικού Ελέγχου (MPC) για 

τη σταθεροποίηση των εκκρεμών 

• Βέλτιστη εκτίμηση καταστάσεων  

• Προσομοιώσεις για διαφορετικές συνθήκες λειτουργίας 
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ΚΕΦΑΛΑΙΟ 2 

 

 

Μοντελοποίηση συστήματος 

 

 

Σε αυτό το κεφάλαιο εξάγονται οι μη γραμμικές εξισώσεις κίνησης του 

συστήματος των εκκρεμών και του αμαξιδίου με τη χρήση των εξισώσεων 

Euler-Lagrange. Στη συνέχεια γίνεται η γραμμικοποίηση γύρω από το 

επιθυμητό σημείο ισορροπίας και διαμορφώνεται το μοντέλο μεταβλητών 

κατάστασης που θα χρησιμοποιήσει ο γραμμικός προβλεπτικός ελεγκτής. 

Σχήμα 2.1: Σχηματικό μοντέλο διπλού εκκρεμούς πάνω 
σε αμαξίδιο 
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Το Σχήμα 2.1 αποτελεί μια λεπτομερή προσέγγιση του πραγματικού 

συστήματος. Κάθε εκκρεμές είναι ελεύθερο να περιστραφεί στο επίπεδο xy 

ως προς το σημείο σύνδεσής του με το προηγούμενο ή το επόμενο 

εκκρεμές, καθώς και ως προς το αμάξωμα. Οι ράβδοι θεωρούνται 

συμπαγείς, μήκους 𝑙𝑖 , μάζας 𝑚𝑖  και ροπής αδράνειας 𝐽𝑖 . Σε πρακτικές 

εφαρμογές οι ράβδοι δεν είναι απόλυτα ομογενείς και το κέντρο μάζας 

τους δεν βρίσκεται ακριβώς στο μέσον τους. Για το λόγο αυτό έχει 

μοντελοποιηθεί και η απόσταση του κέντρου μάζας από την προηγούμενη 

άρθρωση, ως 𝑎𝑖 . Επιπλέον έχει μοντελοποιηθεί η τριβή στις αρθρώσεις 

μεταξύ των εκκρεμών μέσω του συντελεστή τριβής 𝑑𝑖 . Το αμάξωμα 

κινείται στη διεύθυνση του άξονα x και έχει μάζα 𝑚𝑐 ενώ ασκείται τριβή 

από το έδαφος με συντελεστή 𝑏. 

 

 

2.1 Εξισώσεις κίνησης 

 

 

Για την κινηματική και κινητική ανάλυση του συστήματος, ορίζεται ένα 

σταθερό σύστημα συντεταγμένων καθώς και το επίπεδο μηδενικής 

δυναμικής ενέργειας, το οποίο διέρχεται από το κέντρο μάζας του 

αμαξιδίου, έτσι ώστε να μη ληφθεί υπόψη η δυναμική του ενέργεια κατά 

τους υπολογισμούς. Οι εξισώσεις εξάγονται για τη γενική περίπτωση των 𝑛 

εκκρεμών. 

 

Αρχικά, οι συντεταγμένες των κέντρων μάζας των εκκρεμών 

συμβολίζονται ως 𝑥𝑖 , 𝑦𝑖 , 𝑖 ∈ {1,2, … , 𝑛} και υπολογίζονται ως 

 

 𝑥𝑖 = 𝑥𝑐 −∑ 𝑙𝑘𝑠𝑖𝑛𝜑𝑘

𝑖−1

𝑘=1

− 𝑎𝑖𝑠𝑖𝑛𝜑𝑖  
 

(2.1) 
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 𝑦𝑖 =∑𝑙𝑘𝑐𝑜𝑠𝜑𝑘

𝑖−1

𝑘=1

+ 𝑎𝑖𝑐𝑜𝑠𝜑𝑖  
 

(2.2) 

Με παραγώγιση προκύπτουν και οι ταχύτητες και οι επιταχύνσεις των 

κέντρων μάζας 

 �̇�𝑖 = �̇�𝑐 −∑𝑙𝑘𝜔𝑘𝑐𝑜𝑠𝜑𝑘

𝑖−1

𝑘=1

− 𝑎𝑖𝜔𝑖𝑐𝑜𝑠𝜑𝑖  
 

(2.3) 

 �̇�𝑖 = −∑ 𝑙𝑘𝜔𝑘𝑠𝑖𝑛𝜑𝑘

𝑖−1

𝑘=1

− 𝑎𝑖𝜔𝑖𝑠𝑖𝑛𝜑𝑖  
 

(2.4) 

 
�̈�𝑖 = �̈�𝑐 −∑𝑙𝑘(𝛼𝑘𝑐𝑜𝑠𝜑𝑘 −𝜔𝑘

2𝑠𝑖𝑛𝜑𝑘)

𝑖−1

𝑘=1

− 𝑎𝑖(𝛼𝑖𝑐𝑜𝑠𝜑𝑖

−𝜔𝑖
2𝑠𝑖𝑛𝜑𝑖) 

 
(2.5) 

 �̈�𝑖 = −∑𝑙𝑘(𝛼𝑘𝑠𝑖𝑛𝜑𝑘 +𝜔𝑘
2𝑐𝑜𝑠𝜑𝑘)

𝑖−1

𝑘=1

− 𝑎𝑖(𝛼𝑖𝑠𝑖𝑛𝜑𝑖 −𝜔𝑖
2𝑐𝑜𝑠𝜑𝑖) 

 
(2.6) 

Η δυναμική ενέργεια του αμαξιδίου είναι μηδενική, ενώ η κινητική του 

ενέργεια ισούται με  

 𝑇𝑐 =
1

2
𝑚𝑐�̇�𝑐

2 
 

(2.7) 
Αντίστοιχα για τα εκκρεμή ισχύει για την κινητική ενέργεια 

 𝑇𝑖 =
1

2
𝐽𝑖𝜔𝑖

2 +
1

2
𝑚𝑖(�̇�𝑖

2 + �̇�𝑖
2) 

 
(2.8) 

ενώ για τη δυναμική ενέργεια 

 𝑈𝑖 = 𝑚𝑖𝑔𝑦𝑖  
 

(2.9) 
Ορίζεται επίσης η συνάρτηση σκέδασης του Rayleigh ως 

 𝑅𝑖 =
1

2
𝑑𝑖(𝜔𝑖

2 −𝜔𝑖−1
2 ) 

 
(2.10) 

Η Lagrangian ορίζεται ως η διαφορά της κινητικής με τη δυναμική ενέργεια 

του συστήματος ως εξής 

 𝐿 = 𝑇 − 𝑉 = 𝑇𝑐 +∑𝑇𝑖

𝑛

𝑖=1

−∑𝑈𝑖

𝑛

𝑖=1

 
 

(2.11) 
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Ορίζοντας το διάνυσμα των γενικευμένων συντεταγμένων του 

συστήματος στη μορφή  

 𝒒 = [𝑥𝑐  𝜑1 𝜑2…𝜑𝑛]
𝑇  

 
(2.12) 

διατυπώνονται οι εξισώσεις κίνησης του συστήματος με τη βοήθεια των 

εξισώσεων Euler-Lagrange. Αυτές έχουν τη μορφή 

 
𝑑

𝑑𝑡
(
𝜕𝐿

𝜕�̇�𝑗
) −

𝜕𝐿

𝜕𝑞𝑗
+
𝜕𝑅

𝜕�̇�𝑗
= 𝑄𝑗

𝑛𝑐 
 

(2.13) 

όπου 𝑄𝑗
𝑛𝑐  οι γενικευμένες μη-συντηρητικές δυνάμεις που επιδρούν σε κάθε 

βαθμό ελευθερίας 𝑞𝑗. 

Επιπλέον εισάγεται για διευκόλυνση ο όρος  

 𝑀𝑙 =∑𝑚𝑖

𝑛

𝑖=𝑙

 
 
 

 

Αναλυτικά λοιπόν προκύπτει η εξίσωση κίνησης για το αμαξίδιο: 

 
𝜕𝐿

𝜕�̇�𝑐
= 𝑚𝑐�̇�𝑐 +∑𝑚𝑖�̇�𝑖

𝑛

𝑖=1

 
 

(2.14) 

 

𝑑

𝑑𝑡
(
𝜕𝐿

𝜕�̇�𝑐
) = 𝑚𝑐�̈�𝑐 +∑𝑚𝑖�̈�𝑖

𝑛

𝑖=1

= (𝑚𝑐 +𝑀1)�̈�𝑐

−∑𝑚𝑖

𝑛

𝑖=1

(∑ 𝑙𝑘(𝛼𝑘𝑐𝑜𝑠𝜑𝑘 −𝜔𝑘
2𝑠𝑖𝑛𝜑𝑘)

𝑖−1

𝑘=1

+∑𝑚𝑖

𝑛

𝑖=1

𝑎𝑖(𝛼𝑖𝑐𝑜𝑠𝜑𝑖 −𝜔𝑖
2𝑠𝑖𝑛𝜑𝑖)) 

 
(2.15) 

 
𝜕𝐿

𝜕𝑥𝑐
= 0 

 
(2.16) 

 𝑄𝑗
𝑛𝑐 = 𝑢 − 𝑏�̇�𝑐  

 
(2.17) 

Συνεπώς από τη (2.13) προκύπτει 
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(𝑚𝑐 +∑𝑚𝑖

𝑛

𝑖=1

) �̈�𝑐

−∑𝑚𝑖

𝑛

𝑖=1

(∑ 𝑙𝑘𝛼𝑘𝑐𝑜𝑠𝜑𝑘 + 𝑎𝑖𝛼𝑖𝑐𝑜𝑠𝜑𝑖

𝑖−1

𝑘=1

)

+∑𝑚𝑖

𝑛

𝑖=1

(𝑙𝑘𝜔𝑘
2𝑠𝑖𝑛𝜑𝑘 + 𝑎𝑖𝜔𝑖

2𝑠𝑖𝑛𝜑𝑖) + 𝑏�̇�𝑐 − 𝑢

= 0 
 

 
(2.18) 

Αντίστοιχα προκύπτουν οι εξισώσεις για τα εκκρεμή, η μορφή των οποίων 

είναι η ακόλουθη: 

 

𝜕𝐿

𝜕�̇�𝑗
=
𝜕𝐿

𝜕𝜔𝑗
= −𝑚𝑗𝑎𝑗(�̇�𝑗𝑐𝑜𝑠𝜑𝑗 + �̇�𝑗𝑠𝑖𝑛𝜑𝑗)

− ∑ 𝑚𝑖

𝑛

𝑖=𝑗+1

𝑙𝑗(�̇�𝑖𝑐𝑜𝑠𝜑𝑗 + �̇�𝑖𝑠𝑖𝑛𝜑𝑗) + 𝐽𝑗𝜔𝑗 

 
(2.19) 

 

𝑑

𝑑𝑡
(
𝜕𝐿

𝜕𝜔𝑗
) = 𝑚𝑗𝑎𝑗(�̇�𝑗𝜔𝑗𝑠𝑖𝑛𝜑𝑗 − �̇�𝑗𝜔𝑗𝑐𝑜𝑠𝜑𝑗 − �̈�𝑗𝑐𝑜𝑠𝜑𝑗

− �̈�𝑗𝑠𝑖𝑛𝜑𝑗)

+ ∑ 𝑚𝑖

𝑛

𝑖=𝑗+1

𝑙𝑗(�̇�𝑖𝜔𝑗𝑠𝑖𝑛𝜑𝑗 − �̇�𝑖𝜔𝑗𝑐𝑜𝑠𝜑𝑗 − �̈�𝑖𝑐𝑜𝑠𝜑𝑗

− �̈�𝑖𝑠𝑖𝑛𝜑𝑗) + 𝐽𝑗𝛼𝑗 

 
(2.20) 

 

𝜕𝐿

𝜕𝜑𝑗
= 𝑚𝑗𝑎𝑗𝜔𝑗 (�̇�𝑗𝑠𝑖𝑛𝜑𝑗 − �̇�𝑗𝑐𝑜𝑠𝜑𝑗)

+ ∑ 𝑚𝑖

𝑛

𝑖=𝑗+1

𝑙𝑗𝜔𝑗(�̇�𝑖𝑠𝑖𝑛𝜑𝑗 − �̇�𝑖𝑐𝑜𝑠𝜑𝑗)

+ 𝑚𝑗𝑎𝑗𝑔𝑠𝑖𝑛𝜑𝑗 + ∑ 𝑚𝑖

𝑛

𝑖=𝑗+1

𝑙𝑗𝑔𝑠𝑖𝑛𝜑𝑗  

 
(2.21) 

 
𝜕𝑅

𝜕𝜔𝑗
= −𝑑𝑗+1𝜔𝑗+1 +𝜔𝑗(𝑑𝑗 + 𝑑𝑗+1) − 𝑑𝑗𝜔𝑗−1 

 
(2.22) 

 

Έπειτα από τις πράξεις προκύπτει μια πιο απλοποιημένη μορφή των 

εξισώσεων, που μπορεί να εκφραστεί σε μητρωική μορφή. Για το σκοπό 

αυτό, αφού οριστεί ο όρος   
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𝑁𝑗 = (𝑚𝑗𝑎𝑗 + 𝑙𝑗𝑀𝑗+1) 

ορίζονται τα μητρώα 

𝑨(𝒒) =

[
 
 
 
 
(𝑚𝑐 +𝑀1) −𝑁1𝑐𝑜𝑠𝜑1 −𝑁2𝑐𝑜𝑠𝜑2 ⋯ −𝑁𝑛𝑐𝑜𝑠𝜑𝑛
−𝑁1𝑐𝑜𝑠𝜑1 𝑚1𝑎1

2 + 𝑙1
2𝑀2 + 𝐽1 𝑁2𝑙1cos (𝜑1 − 𝜑2) ⋯ 𝑁𝑛𝑙1cos (𝜑1 − 𝜑𝑛)

−𝑁2𝑐𝑜𝑠𝜑2 𝑁2𝑙1cos (𝜑1 − 𝜑2) 𝑚2𝑎2
2 + 𝑙2

2𝑀3 + 𝐽2 ⋯ 𝑁𝑛𝑙2cos (𝜑2 − 𝜑𝑛)
⋮ ⋮ ⋮ ⋱ ⋮

−𝑁𝑛𝑐𝑜𝑠𝜑𝑛 𝑁𝑛𝑙1cos (𝜑1 − 𝜑𝑛) 𝑁𝑛𝑙2cos (𝜑2 − 𝜑𝑛) ⋯ 𝑚𝑛𝑎𝑛
2 + 𝐽𝑛 ]

 
 
 
 

 

 
 

𝑩(𝒒, �̇�)

=

[
 
 
 
 
0 𝑁1𝑠𝑖𝑛𝜑1𝜑1̇ 𝑁2𝑠𝑖𝑛𝜑2𝜑2̇ ⋯ 𝑁𝑛𝑠𝑖𝑛𝜑𝑛𝜑�̇�
0 0 𝑁2𝑙1sin (𝜑1 − 𝜑2)𝜑2̇ ⋯ 𝑁𝑛𝑙1sin (𝜑1 − 𝜑𝑛)𝜑�̇�
0 −𝑁2𝑙1sin (𝜑1 − 𝜑2)𝜑1̇ 0 ⋯ 𝑁𝑛𝑙2sin (𝜑2 − 𝜑𝑛)𝜑�̇�
⋮ ⋮ ⋮ ⋱ ⋮
0 −𝑁𝑛𝑙1sin (𝜑1 − 𝜑𝑛)𝜑1̇ −𝑁𝑛𝑙2sin (𝜑2 −𝜑𝑛)𝜑2̇ ⋯ 0 ]

 
 
 
 

 

 

𝑪 =

[
 
 
 
 
 
𝑏 0 0 0 ⋯ 0
0 𝑑1 + 𝑑2 −𝑑2 0 ⋯ 0
0 −𝑑2 𝑑2 + 𝑑3 −𝑑3 ⋯ 0
0 0 −𝑑3 𝑑3 + 𝑑4 ⋯ 0
⋮ ⋮ ⋮ ⋮ ⋱ ⋮
0 0 0 0 ⋯ 𝑑𝑛]

 
 
 
 
 

 

𝒈(𝒒) =

[
 
 
 
 

0
𝑁1𝑔𝑠𝑖𝑛𝜑1
𝑁2𝑔𝑠𝑖𝑛𝜑2

⋮
𝑁𝑛𝑔𝑠𝑖𝑛𝜑𝑛]

 
 
 
 

 

𝒆𝟏 =

[
 
 
 
 
1
0
0
⋮
0]
 
 
 
 

 

όπου 𝑨:ℝ𝑛+1 ⟶ℝ(𝑛+1)×(𝑛+1), 𝑩:ℝ𝑛+1×ℝ𝑛+1 ⟶ℝ(𝑛+1)×(𝑛+1), 𝑪:ℝ ⟶

ℝ(𝑛+1)×(𝑛+1), 𝒆𝟏, 𝒈(𝒒) ∈ ℝ
𝑛+1

 . Συνεπώς οι εξισώσεις κίνησης μπορούν να 

εκφραστούν στη συνοπτική μητρωική μορφή  

 𝑨(𝒒)�̈� + 𝑩(𝒒, �̇�)�̇� + 𝑪�̇� − 𝒈(𝒒) − 𝒆𝟏𝑢 = 𝟎 (2.23) 
 

2.2 Μοντέλο μεταβλητών κατάστασης 
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Το σύστημα (2.23) 2ης τάξης μετατρέπεται σε σύστημα 1ης τάξης με τον 

ορισμό του διανύσματος γενικευμένων ταχυτήτων 

 𝒗 = �̇� =

[
 
 
 
 
�̇�𝑐
�̇�1
�̇�2
⋮

�̇�𝑛]
 
 
 
 

 
 

(2.24) 

από όπου συνεπάγεται ότι 

 �̇� = �̈� (2.25) 
Η σχέση (2.24), δηλαδή ο προσδιορισμός των γενικευμένων ταχυτήτων με 

παραγώγιση των γενικευμένων συντεταγμένων ισχύει για την γενική 

επίπεδη κίνηση, ενώ αντίστοιχη σχέση ισχύει και για τις γενικευμένες 

επιταχύνσεις. 

 

Έτσι το σύστημα (2.23) μπορεί να γραφτεί ως 1ης τάξης στη μορφή  

 

 𝑨(𝒒)�̇� + (𝑩(𝒒, 𝒗) + 𝑪)𝒗 + 𝑪𝒗 − 𝒈(𝒒) − 𝒆𝟏𝑢 = 𝟎 (2.26) 
 

και τίθεται σε μητρωική μορφή ως 

 

[
𝑰𝑛+1 𝟎𝑛+1
𝟎𝑛+1 𝑨(𝒒)

] [
�̇�
�̇�
] + [

𝟎𝑛+1 −𝑰𝑛+1
𝟎𝑛+1 (𝑩(𝒒, 𝒗) + 𝑪)

] [
𝒒
𝒗
] + [

𝟎𝑛+1
−𝒈(𝒒)

]

− [
𝟎𝑛+1
𝒆𝟏

] 𝑢 = 𝟎 

 

 
(2.27) 

Ορίζοντας τέλος το διάνυσμα μεταβλητών κατάστασης 

 𝒙 = [
𝒒
𝒗
] 

 
(2.28) 

η (2.27) μπορεί να εκφραστεί συνοπτικά στη μορφή 

 𝜧(𝒙)�̇� + 𝑲(𝒙)𝒙 + 𝑪𝒗 + 𝒄(𝒙) − 𝒆𝑢 = 𝟎 (2.29) 
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ΚΕΦΑΛΑΙΟ 3 

 

 

Ανύψωση (swing-up) εκκρεμών 

 

 

Το ανέβασμα (swing-up) των εκκρεμών πάνω σε αμαξίδιο είναι ένα 

απαιτητικό πρόβλημα, το οποίο παρουσιάζει δυσκολίες λόγω του 

περιορισμένου μήκους της ράγας στην οποία εδράζεται το αμαξίδιο, σε 

αντίθεση με τις αντίστοιχες προσπάθειες που έχουν γίνει για 

περιστροφικά ανάστροφα εκκρεμή. Επιπλέον το πρόβλημα παρουσιάζει 

έντονες μη-γραμμικότητες, που δεν μπορούν να αντιμετωπιστούν εύκολα 

με τις συνηθισμένες μεθόδους. Σύμφωνα με το [9], προτείνεται μια 

μέθοδος ελέγχου πρόδρασης (feedforward), κατά την οποία υπολογίζεται 

offline η επιθυμητή τροχιά της χειραγωγούμενης μεταβλητής, επιλύοντας 

ένα Πρόβλημα Συνοριακών Τιμών (Boundary Value Problem, BVP) δύο 

σημείων. Επειδή το προκύπτον BVP είναι υπερκαθορισμένο, εισάγονται 

άγνωστες παράμετροι στην τροχιά της χειραγωγούμενης μεταβλητής, 

ώστε το πρόβλημα να μπορεί να επιλυθεί. Ταυτόχρονα, εξαιτίας της 

μεγάλης ακρίβειας του feedforward ελέγχου, το κομμάτι του ελέγχου που 

αφορά την ανάδραση (feedback), μπορεί να σχεδιασθεί με γραμμικές 

μεθόδους, γραμμικοποιώντας το μοντέλο κατά μήκος της τροχιάς. 

Σύμφωνα με το [9], η συγκεκριμένη μέθοδος έχει επαληθευτεί και 

πειραματικά. Στο κεφάλαιο αυτό αναλύονται τα επιμέρους τμήματα της 

προτεινόμενης τεχνικής. 
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3.1 Σχεδιασμός μη-γραμμικού ελεγκτή 

πρόδρασης (feedforward-offline) 

 

 

Στο παρόν κεφάλαιο, για ευκολία υπολογισμών, εξετάζεται το μοντέλο με 

δύο εκκρεμή και χρησιμοποιείται η επιτάχυνση του αμαξιδίου �̈�𝑐  ως 

χειραγωγούμενη μεταβλητή. Υπενθυμίζεται λοιπόν, ότι το μη-γραμμικό 

μοντέλο έχει τη μορφή 

 �̈�𝑐 = 𝑢 (3.1) 
 �̈� = 𝒇(𝝋, �̇�, 𝑢) (3.2) 

 

όπου 𝝋 = [ 𝜑1 𝜑2]
𝑇 και 𝒇 = [ 𝑓1 𝑓2]

𝑇, δηλαδή το συνολικό σύστημα είναι 6ης 

τάξης. 

 

Το πρόβλημα του swing-up μέσα σε ένα πεπερασμένο χρονικό διάστημα 

𝑡 ∈ [0, 𝑇] διατυπώνεται ως εξής: απαιτείται το swing-up από την κάτω 

θέση ευσταθούς ισορροπίας των εκκρεμών, για την οποία ισχύουν οι 

αρχικές συνοριακές συνθήκες 

Σχήμα 3.1: Διάγραμμα βαθμίδων συστήματος ελέγχου 
για την ανύψωση των εκκρεμών 



18 
 

 𝑥𝑐(0) = 0, 𝑥�̇�(0) = 0,𝝋(0) = [ 𝜋, 𝜋]
𝑇
, �̇�(0) = 𝟎  (3.3) 

 

μέχρι την άνω θέση, δηλαδή τη θέση ασταθούς ισορροπίας των εκκρεμών, 

για την οποία ισχύουν οι τελικές συνοριακές συνθήκες 

 𝑥𝑐(𝛵) = 0, 𝑥�̇�(𝛵) = 0,𝝋(𝛵) = 𝟎, �̇�(𝛵) = 𝟎 (3.4) 
 

Οι διαφορικές εξισώσεις (3.1), (3.2) μαζί με τις συνοριακές συνθήκες (3.3) 

και (3.4) συνθέτουν ένα μη-γραμμικό Πρόβλημα Συνοριακών Τιμών 

(Boundary Value Problem, BVP) δύο σημείων για τα 𝑥𝑐(𝑡), 𝑥�̇�(𝑡), 𝝋(𝑡), �̇�(𝑡) 

που εξαρτάται από τη χειραγωγούμενη μεταβλητή 𝑢(𝑡). Ο προσδιορισμός 

του 𝑢(𝑡) είναι και ο κύριος σκοπός του feedforward τμήματος του ελέγχου. 

Ο χρόνος 𝛵, στον οποίο απαιτείται να ολοκληρωθεί το swing-up είναι 

παράμετρος σχεδιασμού του ελέγχου και εξαρτάται από τους 

περιορισμούς του προβλήματος. Αν επιλεχθεί πολύ μικρός, τότε 

απαιτούνται έντονες δράσεις της χειραγωγούμενης μεταβλητής που 

μπορεί να υπερβαίνουν τις διαθέσιμες, ενώ δεν μπορεί να επιλεχθεί πολύ 

μεγάλος, καθώς δεν υπάρχουν ενδιάμεσα σημεία ισορροπίας, δηλαδή 

μπορεί το πρόβλημα να μην έχει λύση. 

Για τον προσδιορισμό του feedforward ελέγχου, εφαρμόζεται η τεχνική της 

αντιστροφής των δυναμικών εισόδου-εξόδου, σύμφωνα με το [11], δηλαδή 

προσδιορίζεται η επιθυμητή τροχιά του αμαξιδίου 𝑥𝑐
∗(𝑡) εκ των προτέρων 

και η δράση ελέγχου προκύπτει απλώς ως η δεύτερη παράγωγος της 

τροχιάς του αμαξιδίου, δηλαδή 

 𝑢∗(𝑡) = 𝑥𝑐
∗̈(𝑡) (3.5) 

Οι διαφορικές εξισώσεις (3.2) γράφονται λοιπόν με εισαγωγή των 

feedforward μεταβλητών ως 

 �̈�∗ = 𝒇(𝝋, �̇�∗, 𝑥𝑐
∗̈) (3.6) 

και οι συνοριακές συνθήκες (3.3) και (3.4) ως 

 𝑥𝑐
∗(0) = 0, 𝑥𝑐

∗̇(0) = 0,𝝋∗(0) = [ 𝜋, 𝜋]
𝑇
, 𝝋∗̇ (0) = 𝟎 (3.7) 

 𝑥𝑐
∗(𝛵) = 0, 𝑥𝑐

∗̇(𝛵) = 0,𝝋∗(𝛵) = 𝟎,𝝋∗̇ (𝛵) = 𝟎 (3.8) 
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Το παρόν BVP είναι υπερκαθορισμένο από οκτώ συνοριακές συνθήκες για 

δύο διαφορικές εξισώσεις 2ης τάξης (ή τέσσερις εξισώσεις 1ης τάξης). Για το 

σκοπό αυτό, σύμφωνα με το [9] εισάγονται 8-4=4 ελεύθερες παράμετροι,   

𝒑 = [𝑝1 𝑝2 𝑝3 𝑝4]
𝑇 , στις διαφορικές εξισώσεις, διαμέσου της συνάρτησης 

𝑥𝑐
∗(𝑡) = 𝛸(𝑡, 𝒑), ώστε το πρόβλημα να είναι επιλύσιμο. 

Η 𝛸(𝑡, 𝒑) επιλέγεται έτσι ώστε να ικανοποιεί τις συνοριακές συνθήκες 

(3.7), (3.8) που αφορούν στο αμαξίδιο, άρα πρέπει να είναι τουλάχιστον 

μία φορά παραγωγίσιμη. Επιλέγεται η σειρά συνημιτόνων  

 
𝛸(𝑡, 𝒑) = 𝑎0 + 𝑎1 cos (

𝜋𝑡

𝑇
) +∑𝑝𝑖−1 cos (

𝑖𝜋𝑡

𝑇
)

5

𝑖=2

 

 

(3.9) 

Οι όροι 𝑎0 και 𝑎1 προκύπτουν με εφαρμογή των συνοριακών (3.7) ως 𝑎0 =

−𝑝1 − 𝑝3 και 𝑎1 = −𝑝2 − 𝑝4. Οι συνοριακές συνθήκες (3.8) ικανοποιούνται 

αυτόματα, καθώς με την παραγώγιση μένουν μόνο όροι ημιτόνου. 

Η επίλυση του BVP (3.6)-(3.8) γίνεται αριθμητικά στο MATLAB με τη 

χρήση της συνάρτησης bvp4c, η οποία είναι σχεδιασμένη για την επίλυση 

BVP δύο συνοριακών σημείων με άγνωστες παραμέτρους. Η bvp4c δέχεται 

ως είσοδο τις διαφορικές εξισώσεις (3.6), τις συνοριακές συνθήκες (3.7), 

(3.8) καθώς και αρχικές εκτιμήσεις των λύσεων σε ένα ομοιόμορφο 

πλέγμα 30 σημείων στο διάστημα [0, 𝑇]. Οι αρχικές εκτιμήσεις επιλέγεται 

να είναι γραμμικές παρεμβολές μεταξύ των συνοριακών συνθηκών (3.7) 

και (3.8) για τις γωνιές και οι κλίσεις των γραμμών αυτών για τις γωνιακές 

ταχύτητες. Η αριθμητική μέθοδος που χρησιμοποιεί η bvp4c είναι έμμεση 

μέθοδος Runge-Kutta, και συγκεκριμένα η μέθοδος Lobatto IIIA, που είναι 

μέθοδος συντοπισμού. 
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Στο Σχήμα παρουσιάζονται οι τροχιές που προέκυψαν για 3 διαφορετικούς 

χρόνους ανύψωσης 𝑇 = {1.8 , 2.2, 2.5} 𝑠. Παρατηρείται ότι για 𝑇 = 1.8 𝑠 η 

κίνηση του αμαξιδίου είναι μικρότερη, αλλά η επιτάχυνσή του, δηλαδή η 

δράση ελέγχου, εντονότερη. Τα αντίθετα ισχύουν για επιλογή χρόνου 

ανύψωσης 𝑇 = 2.5 𝑠. Η μέση επιλογή του 𝑇 = 2.2 𝑠 οδηγεί σε 

ικανοποιητικά αποτελέσματα. 

 

Σχήμα 3.2: Τροχιές θέσης αμαξιδίου, δράσης ελέγχου και 
γωνιών εκκρεμών για τρεις διαφορετικούς χρόνους 

ανύψωσης Τ 
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3.2 Σχεδιασμός ελεγκτή ανάδρασης (feedback) 

 

 

Η πραγματική εφαρμογή της ανύψωσης των εκκρεμών απαιτεί την 

παρουσία ελέγχου ανάδρασης, που σταθεροποιεί τα εκκρεμή στις 

προδιαγεγραμμένες τροχιές. Αυτό χρειάζεται, καθώς πάντα υπάρχει μια 

απόκλιση μεταξύ μοντέλου και διεργασίας, είτε λόγω σφαλμάτων 

μοντελοποίησης, είτε λόγω παρουσίας διαταραχών.  

Για την αντιστάθμιση, λοιπόν ενός πιθανού μόνιμου σφάλματος στη θέση 

του αμαξιδίου 𝑥𝑐 , το μοντέλο (3.1), (3.2) επεκτείνεται με την εισαγωγή του 

μοντέλου διαταραχής 𝑥�̇̂� = 𝑥𝑐 και έτσι προκύπτει το νέο διάνυσμα 

μεταβλητών κατάστασης  

𝒙 = [𝑥𝑐  𝜑1 𝜑2 𝑥�̇�  𝜑1̇ 𝜑2̇ 𝑥�̂�]
𝑇 ∈ ℝ𝟕  

Έτσι, το σύστημα (3.1), (3.2) μαζί με την 𝑥�̇̂� = 𝑥𝑐 μπορεί να γραφεί ως �̇� =

𝒇(𝒙, 𝑢). 

Το feedforward τμήμα του ελέγχου είναι αρκετά ακριβές, για το λόγο αυτό 

το κομμάτι της ανάδρασης σχεδιάζεται με γραμμικές μεθόδους 

γραμμικοποιώντας το σύστημα �̇� = 𝒇(𝒙, 𝑢) κατά μήκος των τροχιών 𝒙∗ =

[𝑥𝑐
∗ 𝜑1

∗ 𝜑2
∗  𝑥�̇�

∗ 𝜑1̇
∗ 𝜑2̇

∗ 𝑥�̂�
∗]𝑇 , όπου  𝑥�̂�

∗(𝑡) = ∫ 𝑥𝑐
∗(𝜏)𝑑𝜏

𝑡

0
 και 𝑢∗. Από αυτό 

προκύπτει το γραμμικό χρονικά μεταβαλλόμενο σύστημα  

 𝜟�̇� = 𝛢(𝑡)𝜟𝒙 + 𝒃(𝑡)𝛥𝑢 (3.10) 

με 𝛢(𝑡) =
𝜕𝒇

𝜕𝒙
|
(𝒙∗(𝑡), 𝑢∗(𝑡))

 και 𝒃(𝑡) =
𝜕𝒇

𝜕𝑢
|
(𝒙∗(𝑡), 𝑢∗(𝑡)

. 

Σύμφωνα με το Σχήμα 3.1 

 𝑢 = 𝑢∗ + 𝒌(𝑡)(𝒙∗ − �̂�) (3.11) 
δηλαδή η δράση ελέγχου αποτελείται από το feedforward κομμάτι του 

ελέγχου  𝑢∗(𝑡) και το κομμάτι της ανάδρασης 𝒌(𝑡)(𝒙∗ − �̂�). Ο υπολογισμός 

των κερδών 𝒌(𝑡) βασίζεται στο βέλτιστο Γραμμικό Τετραγωνικό 

σχεδιασμό που ελαχιστοποιεί την αντικειμενική συνάρτηση κόστους  



22 
 

 𝐽 = 𝜟𝒙𝑇(𝑇)𝛭𝜟𝒙(𝑇) + ∫ (𝜟𝒙𝑇𝑄𝜟𝒙 + 𝛥𝑢𝑇𝑅𝛥𝑢)𝑑𝑡
𝛵

0

 (3.12) 

με τους συμμετρικούς θετικά ημιορισμένους πίνακες 𝛭 ∈ ℝ𝟕×𝟕, 𝑄 ∈ ℝ𝟕×𝟕 

και τη θετική σταθερά 𝑅 > 0. Τελικά, προκύπτει από τη λύση της Riccati 

ότι  

 𝒌(𝑡) = 𝑅−1𝒃(𝑡)𝑃(𝑡) (3.13) 
όπου  

�̇� = −𝛲𝛢(𝑡) − 𝛢(𝑡)𝑇𝑃 + 𝑃𝒃(𝑡)𝑅−1𝒃(𝑡)𝑇𝑃 − 𝑄 

𝛲(𝑇) = 𝑀 
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ΚΕΦΑΛΑΙΟ 4 

 

 

Σταθεροποίηση εκκρεμών με τη μέθοδο 

του Βέλτιστου Προβλεπτικού Ελέγχου 

(MPC) 

 

 

Το κύριο τμήμα της παρούσης εργασίας αποτελεί την προσπάθεια 

σταθεροποίησης των εκκρεμών στην κατακόρυφη προς τα άνω θέση με τη 

χρήση Βέλτιστου Προβλεπτικού Ελέγχου με Μοντέλα (Model Predictive 

Control, MPC). Η συγκεκριμένη μέθοδος εφαρμόζεται για γραμμικά 

συστήματα, ενώ έχει γίνει επέκταση της μεθόδου και για μη γραμμικά 

συστήματα (Non-linear MPC, NMPC). Το [14] ασχολείται με τον έλεγχο 

ενός απλοποιημένου συστήματος εκκρεμών με αβαρείς ράβδους και 

συγκεντρωμένες μάζες με χρήση NMPC, ωστόσο η συγκεκριμένη μέθοδος 

εμφανίζει έντονες υπολογιστικές απαιτήσεις και επιλέχθηκε να 

χρησιμοποιηθεί για την ανύψωση των εκκρεμών η μέθοδος που 

παρουσιάζεται στο Κεφάλαιο 3. 

Όπως προαναφέρθηκε, ο MPC χρησιμοποιεί γραμμικά μοντέλα για τον 

υπολογισμό της βέλτιστης δράσης ελέγχου. Για το λόγο αυτό, 

γραμμικοποιείται το μοντέλο γύρω από την άνω θέση ασταθούς 

ισορροπίας και έτσι μπορεί να χρησιμοποιηθεί  ο MPC για τη 

σταθεροποίηση των εκκρεμών, με την προϋπόθεση ότι εκεί ισχύει η 

γραμμική προσέγγιση. Αυτό σημαίνει, ότι αν υπάρξει αρκετά μεγάλη 
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απόκλιση των εκκρεμών από τη θέση αυτή, είναι πιθανόν ο ελεγκτής να 

αστοχήσει. 

Η συνολική στρατηγική που ακολουθείται για την ανύψωση και 

σταθεροποίηση των εκκρεμών έχει ως εξής: α) με τη μεθοδολογία που 

αναπτύχθηκε στο Κεφάλαιο 3 ανυψώνονται τα εκκρεμή μέχρι μια θέση 

στην οποία ισχύει η γραμμική προσέγγιση (π.χ. 𝝋 < 𝟑𝟎°) και β) μόλις 

φτάσουν σε αυτή τη θέση αναλαμβάνει ο MPC τη σταθεροποίησή τους. 

Στο παρόν κεφάλαιο αναλύεται ο τρόπος με τον οποίο λειτουργεί η 

μέθοδος του MPC. Αρχικά παρουσιάζονται τα βασικά στοιχεία της μεθόδου 

και αναλύεται το πρόβλημα της ευστάθειας. Στη συνέχεια 

γραμμικοποιείται το μοντέλο γύρω από την άνω θέση ισορροπίας. Ωστόσο 

επειδή το γραμμικό μοντέλο αποτελεί μια προσέγγιση της 

πραγματικότητας, είναι αναγκαίο να σχεδιαστεί εκτιμητής καταστάσεων 

που να αντισταθμίζει αυτές τις αποκλίσεις, καθώς και τις αβεβαιότητες 

που προέρχονται από τις μετρήσεις. 

 

 

4.1 Εισαγωγή στον MPC 

 

 

Ο γραμμικός προβλεπτικός έλεγχος αποτελεί μια μέθοδο βασισμένη στη 

βελτιστοποίηση για τον έλεγχο γραμμικών συστημάτων σε διατάξεις 

κλειστού βρόχου. Έστω ότι δίνεται μια ελέγξιμη διεργασία με μεταβλητές 

κατάστασης 𝒙(𝑛) ∈ 𝑿 =  ℝ𝑑  οι οποίες μετρούνται σε διακριτές χρονικές 

στιγμές 𝑡𝑛, 𝑛 ∈ {0,1,2… } και 𝒖(𝑛) ∈ 𝑼 = ℝ𝑚 η δράση ελέγχου που 

εφαρμόζεται αυτή τη χρονική στιγμή ώστε να επηρεάσει άμεσα ή έμμεσα 

τις τιμές των μεταβλητών κατάστασης μελλοντικών στιγμών. Ο MPC 

επιδιώκει να υπολογίσει αυτές τις δράσεις, ώστε να ελαχιστοποιούν ένα 

προκαθορισμένο κριτήριο, με τη μορφή μιας αντικειμενικής συνάρτησης, 

που συνήθως εκφράζει την απόκλιση των μεταβλητών κατάστασης ή των 

δράσεων ελέγχου ή ακόμα και τις μεταβολές αυτών από ορισμένες 

επιθυμητές τροχιές. 
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Μία ευρύτερα γνωστή και χρησιμοποιούμενη μέθοδος που επίσης 

βασίζεται στην ελαχιστοποίηση μιας συνάρτησης είναι ο γραμμικός 

τετραγωνικός ελεγκτής (LQR).  Αυτή η μέθοδος ελαχιστοποιεί την 

αντικειμενική συνάρτηση σε άπειρο χρονικό ορίζοντα, προϋπολογίζει 

offline ένα μητρώο κέρδους 𝐾 και εφαρμόζει τη δράση ελέγχου ως  

𝒖 = −𝐾𝒙 

Στον MPC αντίθετα, η αντικειμενική συνάρτηση ελαχιστοποιείται για 

πεπερασμένο χρονικό ορίζοντα. Σε κάθε διάστημα δειγματοληψίας, αφού 

έχει ληφθεί η μέτρηση ή η εκτίμηση των τρεχουσών καταστάσεων, 

επιλύεται online το πρόβλημα βελτιστοποίησης με αρχική κατάσταση την 

τρέχουσα κατάσταση του συστήματος. Από τη βελτιστοποίηση προκύπτει 

η πεπερασμένη βέλτιστη ακολουθία ελέγχου, από την οποία εφαρμόζεται 

μόνον η πρώτη δράση στη διεργασία. Στο επόμενο διάστημα 

δειγματοληψίας λαμβάνονται οι νέες μετρήσεις ή εκτιμήσεις που 

προέκυψαν μετά την εφαρμογή της δράσης ελέγχου και επαναλαμβάνεται 

η ανωτέρω διαδικασία, εφαρμόζεται δηλαδή η λεγόμενη αρχή του 

κυλιόμενου ορίζοντα (receding horizon principle).  

Συγκεκριμένα, ο MPC χρησιμοποιεί ένα γραμμικό μοντέλο της διεργασίας 

της μορφής 

 𝑥(𝑘 + 1) = 𝐴𝑥(𝑘) + 𝐵𝑢(𝑘), 𝑘 = 0,1,… , 𝑛𝑦 − 1 (4.1) 
 𝑦(𝑘) = 𝐶𝑥(𝑘) (4.2) 

όπου 𝑥(𝑘) ∈ ℝ𝑛 είναι οι καταστάσεις του συστήματος, 𝑦(𝑘) ∈ ℝ𝑙 είναι οι 

μετρήσιμες και ελεγχόμενες έξοδοι και 𝑢(𝑘) ∈ ℝ𝑚 οι δράσεις ελέγχου ή 

είσοδοι του συστήματος. 𝑛𝑦 είναι ο ορίζοντας πρόβλεψης, δηλαδή ο 

αριθμός των διαστημάτων δειγματοληψίας στο μέλλον για τα οποία 

γίνεται πρόβλεψη της κατάστασης του συστήματος. Ο ορίζοντας 

πρόβλεψης επηρεάζει την απόδοση του MPC, καθώς μια μεγάλη τιμή του 

𝑛𝑦 ενισχύει την ευστάθεια του ελεγκτή, αλλά δυσχεραίνει τη σύγκλιση 

στην περίπτωση ύπαρξης διαταραχών και σφαλμάτων του μοντέλου. 

Επίσης πρέπει να είναι αρκετά μικρός ώστε να μην αυξάνει κατά πολύ τις 

υπολογιστικές απαιτήσεις, αφού η βέλτιστη δράση πρέπει να υπολογίζεται 

εντός ενός διαστήματος δειγματοληψίας, ενώ πρέπει να είναι αρκετά 

μεγάλος, ώστε να συμπεριλαμβάνεται με επάρκεια η δυναμική 

συμπεριφορά του συστήματος κατά την επίλυση. 
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 Γνωρίζοντας την τρέχουσα κατάσταση του συστήματος, 𝑥(0), είτε από 

μέτρηση είτε από εκτίμηση, ζητείται ο υπολογισμός της ακολουθίας των 

δράσεων {𝑢(0), 𝑢(1),… , 𝑢(𝑛𝑢 − 1)}, όπου 𝑛𝑢 είναι ο ορίζοντας ελέγχου, 

δηλαδή ο αριθμός των διαστημάτων δειγματοληψίας στο μέλλον για τα 

οποία απαιτείται ο υπολογισμός των δράσεων ελέγχου ούτως ώστε να 

ελαχιστοποιείται ένα προκαθορισμένο κριτήριο. Ισχύει πάντα ότι 𝑛𝑢 < 𝑛𝑦 

και μάλιστα είναι επιθυμητό 𝑛𝑢 ≪ 𝑛𝑦 , ώστε τυχόν καθυστερήσεις χρόνου 

που ενυπάρχουν στο σύστημα να μπορούν να ληφθούν υπόψη μέχρι το 

τέλος του ορίζοντα πρόβλεψης. Για 𝑛𝑢 < 𝑘 < 𝑛𝑦 υπάρχουν διάφορες 

επιλογές για τη δράση ελέγχου, όπως 𝑢(𝑘) = 𝑢(𝑘 − 1) ή 𝑢(𝑘) = 0. Στο 

υποκεφάλαιο της ευστάθειας του MPC τονίζεται ποιες πρέπει να είναι οι 

δράσεις ελέγχου για 𝑛𝑢 < 𝑘 < 𝑛𝑦 . 

Συνάρτηση κόστους 

Η συνάρτηση κόστους 𝐽 τιμωρεί αποκλίσεις των προβλεπόμενων εξόδων 

𝑦(𝑘) ή στη γενικότερη περίπτωση των καταστάσεων 𝑥(𝑘) από μία τροχιά 

αναφοράς 𝑞(𝑘) για κάθε 𝑘 = 1,… , 𝑛𝑦 . Επίσης τιμωρεί αποκλίσεις της 

χειραγωγούμενης μεταβλητής 𝑢(𝑘) από τις επιθυμητές τιμές 𝑟(𝑘) για κάθε 

𝑘 = 1,… , 𝑛𝑢 ή γενικά για κάθε 𝑘 = 1,… , 𝑛𝑦. Είναι επίσης δυνατόν να 

τιμωρούνται οι αποκλίσεις της μεταβολής της δράσης ελέγχου 𝛥𝑢(𝑘) από 

τις επιθυμητές τιμές 𝑠(𝑘). Συνεπώς επιλέγεται η συνάρτηση κόστους ως 

μια τετραγωνική συνάρτηση στη γενική μορφή 

 

𝐽 = (𝑥𝑛𝑦 − 𝑞𝑛𝑦)
𝑇

𝑃 (𝑥𝑛𝑦 − 𝑞𝑛𝑦)

+ ∑ (𝑥𝑖 − 𝑞𝑖)
𝑇𝑄(𝑥𝑖 − 𝑞𝑖) +

𝑛𝑦−1

𝑖=0

(𝑢𝑖 − 𝑟𝑖)
𝑇𝑅(𝑢𝑖 − 𝑟𝑖)

+ (𝛥𝑢𝑖 − 𝑠𝑖)
𝑇𝑆(𝛥𝑢𝑖 − 𝑠𝑖) 

(4.3) 

όπου για ευκολία συμβολισμού τέθηκε 𝑥(𝑖) = 𝑥𝑖  κ.ο.κ. Τα μητρώα 𝑄, 𝑅, 𝑆, 𝑃 

είναι τα μητρώα στάθμισης, τα οποία ρυθμίζουν τη βαρύτητα του ελέγχου, 

δηλαδή υποδεικνύουν τις αποκλίσεις ποιων μεταβλητών πρέπει να τιμωρεί 

αυστηρότερα το πρόβλημα ελαχιστοποίησης. Για να υπάρχει λύση στο 

πρόβλημα ελαχιστοποίησης, θα πρέπει τα μητρώα 𝑄, 𝑃 να είναι θετικά 

ημιορισμένα και τα μητρώα 𝑅, 𝑆 θετικά ορισμένα.  Τα παραπάνω μητρώα, 

οι ορίζοντες πρόβλεψης και ελέγχου καθώς και οι τροχιές αναφοράς, είναι 

παράμετροι ρύθμισης της δυναμικής επίδοσης του συστήματος και πρέπει 

κάθε φορά να επιλεγούν κατάλληλα. Ιδιαίτερα, το μητρώο 𝑃 παίζει 
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σημαντικό ρόλο στην εξασφάλιση της ευστάθειας του ελέγχου, όπως 

αναλύεται στη συνέχεια. 

Περιορισμοί 

Η δυνατότητα του MPC να χειρίζεται περιορισμούς είναι ένα από τα 

μεγάλα πλεονεκτήματά του σε σχέση με άλλες συμβατικές μεθόδους. Στη 

γενική περίπτωση οι περιορισμοί για τις εξόδους, τις δράσεις ελέγχου και 

τις μεταβολές τους είναι της μορφής 

 𝑦𝑚𝑖𝑛 < 𝑦𝑘 < 𝑦𝑚𝑎𝑥, 𝑘 = 1,2,… , 𝑛𝑐  (4.4) 
 𝑢𝑚𝑖𝑛 < 𝑢𝑘 < 𝑢𝑚𝑎𝑥, 𝑘 = 0,1, … , 𝑛𝑐 (4.5) 
 𝛥𝑢𝑚𝑖𝑛 < 𝛥𝑢𝑘 < 𝛥𝑢𝑚𝑎𝑥, 𝑘 = 0,1,… , 𝑛𝑐  (4.6) 

είναι δηλαδή γραμμικές ανισότητες. 𝑛𝑐 είναι ο ορίζοντας των περιορισμών, 

που στη γενική περίπτωση είναι διαφορετικός από τους ορίζοντες ελέγχου 

και πρόβλεψης. 

Διατύπωση προβλήματος βέλτιστου ελέγχου 

Συνεπώς, το πρόβλημα βέλτιστου προβλεπτικού ελέγχου διατυπώνεται ως 

εξής 

𝑚𝑖𝑛𝑖𝑚𝑖𝑧𝑒
𝑢

 

 𝐽 = (𝑥𝑛𝑦 − 𝑞𝑛𝑦)
𝑇

𝑃 (𝑥𝑛𝑦 − 𝑞𝑛𝑦)

+∑(𝑥𝑖 − 𝑞𝑖)
𝑇
𝑄(𝑥𝑖 − 𝑞𝑖) +

𝑛𝑦−1

𝑖=0

(𝑢𝑖 − 𝑟𝑖)
𝑇𝑅(𝑢𝑖

− 𝑟𝑖) + (𝛥𝑢𝑖 − 𝑠𝑖)
𝑇𝑆(𝛥𝑢𝑖 − 𝑠𝑖)  

 

(4.7) 
 

𝑠. 𝑡. 𝑥𝑘+1  = 𝐴𝑥𝑘 + 𝐵𝑢𝑘   
 𝑦𝑘 = 𝐶𝑥𝑘  
 𝑦𝑚𝑖𝑛 < 𝑦𝑘 < 𝑦𝑚𝑎𝑥 
 𝑢𝑚𝑖𝑛 < 𝑢𝑘 < 𝑢𝑚𝑎𝑥  
 𝛥𝑢𝑚𝑖𝑛 < 𝛥𝑢𝑘 < 𝛥𝑢𝑚𝑎𝑥  
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4.2 Ευστάθεια του MPC 

 

 

Η ευστάθεια του ελεγκτή είναι μια πολύ σημαντική ιδιότητα που πρέπει να 

λαμβάνεται υπόψη κατά το σχεδιασμό συστημάτων κλειστού βρόχου. Αν 

δεν έχουν ληφθεί τα απαραίτητα μέτρα, ώστε να είναι ευσταθές το 

σύστημα, τότε είναι πιθανόν οι δράσεις ελέγχου που υπολογίζονται να 

οδηγήσου σε αστάθεια και μη φραγμένες αποκρίσεις, γεγονός που μπορεί 

να επιφέρει καταστροφικά αποτελέσματα σε μια διεργασία. Το [1] αναλύει 

διεξοδικά το ζήτημα της ευστάθειας για διάφορες περιπτώσεις 

συστημάτων. 

Η προσέγγιση που εφαρμόζεται για να εξασφαλισθεί η ευστάθεια του 

κλειστού βρόχου είναι βασισμένη στη θεωρία Lyapunov. Σύμφωνα με 

αυτή, η ευστάθεια του κλειστού βρόχου εξασφαλίζεται αυτόματα στον 

LQR, με την προϋπόθεση το σύστημα (𝐴, 𝛣) να είναι σταθεροποιήσιμο 

(stabilizable), καθώς αυτό είναι πρόβλημα βελτιστοποίησης άπειρου 

ορίζοντα (infinite horizon). Σε προβλήματα βελτιστοποίησης 

πεπερασμένου ορίζοντα (finite horizon) όμως, όπως αυτό του MPC, η 

ευστάθεια η ιδιότητα αυτή δεν ισχύει. Ωστόσο, είναι δυνατόν να 

διατυπωθούν κάποια κριτήρια που αφορούν κυρίως το μητρώο στάθμισης 

της τερματικής συνθήκης, 𝛲, για διάφορες περιπτώσεις συστημάτων, ώστε 

να εξασφαλίζεται η ευστάθεια. 

Σύμφωνα με το [1], διατυπώνεται η απαραίτητη συνθήκη για ευστάθεια σε 

γραμμικά συστήματα με περιορισμούς στη δράση ελέγχου και στις 

καταστάσεις. Το σύστημα είναι στη μορφή (4.1), όπου το 𝐴 δεν είναι 

απαραίτητα ευσταθές και η δράση ελέγχου 𝑢 υπόκειται στον περιορισμό 

𝑢 ∈  𝕌, όπου το 𝕌 είναι συμπαγές (compact) σύνολο και περιέχει το 0 στο 

εσωτερικό του. Αντίστοιχα οι καταστάσεις 𝑥 υπόκεινται στον περιορισμό 

𝑥 ∈  𝕏, όπου το 𝕌 είναι κλειστό (closed) σύνολο και περιέχει το 0 στο 

εσωτερικό του. Η αντικειμενική συνάρτηση έχει τη μορφή (4.3), χωρίς τους 

όρους που αφορούν τη μεταβολή της δράσης ελέγχου 𝛥𝑢. Το μητρώο 𝛲 

επιλέγεται να είναι η λύση της διακριτής αλγεβρικής εξίσωσης Riccati 

(DARE), δηλαδή 
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 𝑃 = 𝐴𝐾
𝑇𝑃𝐴𝐾 + 𝑄

∗ (4.8) 
όπου 𝐴𝐾 = 𝛢 + 𝛣𝛫, 𝑄∗ = 𝑄 + 𝐾𝑇𝑅𝐾 και  

 𝛫 = (𝛣𝑇𝑃𝐵 + 𝑅)−1𝐵𝑇𝑃𝐴𝑇 (4.9) 
Το μητρώο 𝛫 μπορεί να είναι γενικά οποιοδήποτε μητρώο για το οποίο το 

μητρώο 𝐴𝐾 είναι ευσταθές. Επίσης, οι δράσεις ελέγχου μετά το πέρας του 

ορίζοντας ελέγχου 𝑛𝑢 επιλέγονται ως 

 𝑢𝑗 = −𝐾𝑥𝑗  (4.10) 
Αυτή η μέθοδος ουσιαστικά, αφού οδηγήσει την κατάσταση του 

συστήματος και τις δράσεις ελέγχου σε ένα υποσύνολο 𝑥 ∈  𝕏𝑓 και 𝑢 ∈  𝕌 

σε 𝑛𝑢 διαστήματα δειγματοληψίας, όπου 𝕏𝑓 το σύνολο των τερματικών 

περιορισμών, διατηρεί το σύστημα σε αυτό το σύνολο μέσω του 

σταθεροποιητικού μητρώου 𝐾. 

 

 

4.3 Μετασχηματισμός προβλήματος MPC σε 

πρόβλημα τετραγωνικού προγραμματισμού 

(Quadratic Program, QP) 

 

 

Το πρόβλημα (4.7) αναζητεί λύση για τις δράσεις ελέγχου 𝑢, ωστόσο στη 

μορφή αυτή δεν μπορεί να επιλυθεί με γνωστό τρόπο. Σε αυτό το 

υποκεφάλαιο γίνεται ο μετασχηματισμός του αρχικού προβλήματος σε 

πρόβλημα τετραγωνικού προγραμματισμού (Quadratic Programming, QP), 

δηλαδή η μετατροπή του αρχικού προβλήματος σε μορφή όπου οι μόνοι 

άγνωστοι είναι οι δράσεις ελέγχου 𝑢 και η οποία είναι εύκολα επιλύσιμη 

από διαθέσιμα λογισμικά. 

Επαναλαμβάνεται ότι το πρόβλημα πεπερασμένου ορίζοντα MPC με 

περιορισμούς, χωρίς τους όρους που αφορούν τη μεταβολή της δράσης 

ελέγχου 𝛥𝑢, και θέτοντας τις επιθυμητές τροχιές ίσες με το 0, έχοντας 

δηλαδή πρόβλημα ρυθμιστή (regulation), διατυπώνεται ως 
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𝑚𝑖𝑛𝑖𝑚𝑖𝑧𝑒
𝑢

  𝐽 = 𝑥𝑛𝑦
𝑇 𝑃 𝑥𝑛𝑦 + ∑ 𝑥𝑖

𝑇𝑄𝑥𝑖 +

𝑛𝑦−1

𝑖=0

𝑢𝑖
𝑇𝑅𝑢𝑖   

  
 𝑠. 𝑡. 𝑥𝑘+1  = 𝐴𝑥𝑘 + 𝐵𝑢𝑘, 𝑘 = 0,1,… , 𝑛𝑦−1  

 𝑦𝑘 = 𝐶𝑥𝑘 , 𝑘 = 0,1,… , 𝑛𝑦 

 𝑢𝑘 = −𝐾𝑥𝑘 , 𝑛𝑢 < 𝑘 < 𝑛𝑦 

 𝑦𝑚𝑖𝑛 < 𝑦𝑘 < 𝑦𝑚𝑎𝑥 , 𝑘 = 1,2,… , 𝑛𝑐 
 𝑢𝑚𝑖𝑛 < 𝑢𝑘 < 𝑢𝑚𝑎𝑥, 𝑘 = 0,1,… , 𝑛𝑐  

Δεδομένης μιας αρχικής συνθήκης 𝑥0 = 𝑤 και μιας ακολουθίας δράσεων 

ελέγχου {𝑢𝑘}, η λύση της εξίσωσης διαφορών (4.1) είναι η 

 𝑥𝑘 = 𝛢
𝑘𝑤 +∑𝛢𝑘−𝑖−1𝐵𝑢𝑖

𝑘−1

𝑖=0

, 𝑘 = 0,1,… , 𝑛𝑦 (4.11) 

Ορίζοντας τα διανύσματα  

𝑢 = [

𝑢0
𝑢1
⋮

𝑢𝑛𝑢−1

] , 𝑥 = [

𝑥1
𝑥2
⋮
𝑥𝑛𝑦

] 

Συνεπώς η (4.11) γράφεται ως 

 𝑥 = 𝛢∗𝑤 + 𝐵∗𝑢 (4.12) 
όπου τα μητρώα 𝛢∗ και 𝛣∗ διαστάσεων 𝑛𝑛𝑦×𝑛 και 𝑛𝑛𝑦×𝑚𝑛𝑢 προκύπτουν 

ως 

 
𝛢∗ =

(

 
 
 
 
 
 

𝛢
𝛢2

⋮
𝛢𝑛𝑢

𝐴𝑐𝛢
𝑛𝑢

𝐴𝑐
2𝛢𝑛𝑢

⋮

𝐴𝑐
𝑛𝑦−𝑛𝑢𝛢𝑛𝑢)

 
 
 
 
 
 

 

 

(4.13) 
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𝐵∗ =

[
 
 
 
 
 
 

𝐵 0 … 0
𝐴𝐵 𝐵 … 0
⋮ ⋮ ⋱ ⋮

𝛢𝑛𝑢−1𝐵 𝛢𝑛𝑢−2𝐵 … 𝐵
𝐴𝑐𝛢

𝑛𝑢−1𝐵 𝐴𝑐𝛢
𝑛𝑢−2𝐵 … 𝐴𝑐𝐵

⋮ ⋮ ⋱ ⋮

𝐴𝑐
𝑛𝑦−𝑛𝑢𝛢𝑛𝑢−1𝐵 𝐴𝑐

𝑛𝑦−𝑛𝑢𝛢𝑛𝑢−2𝐵 … 𝐴𝑐
𝑛𝑦−𝑛𝑢𝐵]

 
 
 
 
 
 

 

 

(4.14) 

και 𝐴𝑐 είναι ο πίνακας μετάβασης κλειστού βρόχου, 𝐴𝑐 = 𝛢 − 𝛣𝛫. 

Ορίζονται επίσης τα μητρώα  

 
𝑄0 = 𝑑𝑖𝑎𝑔(𝑄, 𝑄 … ) 

 
(4.15) 

 𝑄𝐶 = 𝑑𝑖𝑎𝑔(𝑄 + 𝐾
𝑇𝑅𝐾,…𝑄 + 𝐾𝑇𝑅𝐾) (4.16) 

που έχουν μέγεθος 𝑛(𝑛𝑢 − 1)×𝑛(𝑛𝑢 − 1) και 𝑛(𝑛𝑦 − 𝑛𝑢)×𝑛(𝑛𝑦 − 𝑛𝑢) 

αντίστοιχα και στη συνέχεια ορίζονται επίσης 

 𝑅∗ = 𝑑𝑖𝑎𝑔(𝑅, 𝑅 … ) (4.17) 
 𝑄∗ = 𝑑𝑖𝑎𝑔(𝑄0, 𝑄𝑐 , 𝑃) (4.18) 

με διαστάσεις 𝑚𝑛𝑢×𝑚𝑛𝑢 και 𝑛𝑛𝑦×𝑛𝑛𝑦 αντίστοιχα. Είναι εμφανές, ότι το 

μητρώο 𝑄∗ είναι θετικά ημιορισμένο, ενώ το μητρώο 𝑅∗ είναι θετικά 

ορισμένο. Συνεπώς η αντικειμενική συνάρτηση μπορεί να γραφεί ως 

 𝐽 = 𝑥𝑛𝑦
𝑇 𝑃 𝑥𝑛𝑦 + ∑ 𝑥𝑖

𝑇𝑄𝑥𝑖 +

𝑛𝑦−1

𝑖=0

𝑢𝑖
𝑇𝑅𝑢𝑖

= 𝑤𝑇𝑄𝑤 + 𝑥𝑇𝑄∗𝑥 + 𝑢
𝑇𝑅∗𝑢 

(4.19) 

Με αντικατάσταση της (4.11) στην (4.19) το δεξί μέλος μπορεί να γραφτεί 

ως 

 
𝑤𝑇𝑄𝑤 + (𝛢∗𝑤 + 𝐵∗𝑢)

𝑇𝑄∗(𝛢∗𝑤 + 𝐵∗𝑢) + 𝑢
𝑇𝑅∗𝑢

= 𝑢𝑇𝐻𝑢 + 2𝑤𝑇𝑌𝑤 + 𝑤𝑇𝑌𝑤 
(4.20) 

όπου 𝛨 = 𝑅∗ + 𝐵∗
𝑇𝑄∗𝐵∗, 𝐹 = 𝐴∗

𝑇𝑄∗𝐵∗, 𝑌 = 𝑄 + 𝐴∗
𝑇𝑄∗𝐴∗. Ο όρος 𝑤𝑇𝑌𝑤 

είναι σταθερός για το τρέχον χρονικό βήμα και συνεπώς δεν επηρεάζει 

στην ελαχιστοποίηση. Συνεπώς, καταλήγουμε σε μια τετραγωνική 

συνάρτηση κόστους με παρουσία γραμμικού όρου, εκφρασμένη ως προς τη 

δράση ελέγχου 𝑢. Αυτό αποτελεί ένα πρόβλημα QP, και είναι επιλύσιμο από 

διαθέσιμους κώδικες στο διαδίκτυο. Πρώτα πρέπει όμως να εκφραστούν 

και οι περιορισμοί ως προς τη 𝑢. 
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Αρχικά, για τη χειραγωγούμενη μεταβλητή, ορίζονται τα διανύσματα 

𝑢∗ = (𝑢𝑚𝑖𝑛, 𝑢𝑚𝑖𝑛…) ∈ 𝑅
𝑚(𝑛𝑐+1) και 𝑢∗ = (𝑢𝑚𝑎𝑥, 𝑢𝑚𝑎𝑥…) ∈ 𝑅

𝑚(𝑛𝑐+1). Έτσι, 

ο περιορισμός (4.5) γράφεται ως 

 𝑢∗ ≤ 𝐼∗𝑢 + 𝐾∗𝑥 ≤ 𝑢
∗ (4.21) 

όπου  

 

𝐼∗

= {
(𝐼𝑞 , 0𝑞,𝑟)

𝑇
, 𝛼𝜈 𝑛𝑐 > 𝑛𝑢 − 1 𝜇𝜀 𝑞 = 𝑚𝑛𝑢, 𝑟 = 𝑚(𝑛𝑐 − 𝑛𝑢 + 1)

(𝐼𝑞 , 0𝑞,𝑟), 𝛼𝜈 𝑛𝑐 ≤ 𝑛𝑢 − 1 𝜇𝜀 𝑞 = 𝑚(𝑛𝑐 + 1), 𝑟 = 𝑚(𝑛𝑢 − 𝑛𝑐 − 1)
 

 

(4.22) 

 

𝐾∗

=

{
 
 

 
 [
0𝑞,𝑙 0𝑞,𝑠
0𝑟,𝑙 𝐷

] ,   𝛼𝜈 𝑛𝑐 > 𝑛𝑢 − 1 𝜇𝜀 𝑞 = 𝑚𝑛𝑢, 𝑟 = 𝑚(𝑛𝑐 − 𝑛𝑢 + 1),

 𝑙 = 𝑛(𝑛𝑢 − 1), 𝑠 = 𝑛(𝑛𝑦 − 𝑛𝑢 + 1)

0, 𝛼𝜈 𝑛𝑐 ≤ 𝑛𝑢 − 1 

 
(4.23) 

και ο υποπίνακας 𝐷 δίνεται ως 

 𝐷 = [

−𝐾0 0 … 0 0
0 −𝐾1 … 0 0
⋮ ⋮ ⋱ ⋮ ⋮
0 0 … −𝐾𝑛𝑐−𝑛𝑢 0

] , 𝐾𝑖 = 𝐾 (4.24) 

Τα σύμβολα 𝐼𝑞  και 0𝑞,𝑟  υποδεικνύουν μοναδιαίους και μηδενικούς πίνακες 

καταλλήλων διαστάσεων αντίστοιχα. Κάνοντας χρήση της (4.11), ο 

περιορισμός στη δράση ελέγχου εκφράζεται ισοδύναμα ως 

 𝑢∗ − 𝐾∗𝐴∗𝑤 ≤ (𝐼∗ + 𝐾∗𝐵∗)𝑢 ≤ 𝑢
∗ − 𝐾∗𝐴∗𝑤 (4.25) 

Αντίστοιχη δουλειά γίνεται και για τους περιορισμούς στη μεταβλητή 

εξόδου. Ορίζονται τα διανύσματα 𝑦∗ = (𝑦𝑚𝑖𝑛, 𝑦𝑚𝑖𝑛 …) ∈ 𝑅
𝑝𝑛𝑐  και 𝑦∗ =

(𝑦𝑚𝑎𝑥, 𝑦𝑚𝑎𝑥 …) ∈ 𝑅
𝑝𝑛𝑐  και ο περιορισμός (4.4) γράφεται ως 

 𝑦∗ ≤ 𝐶∗𝑥 ≤ 𝑦
∗ (4.26) 

όπου 

 𝐶∗ = [

𝐶1 0 … 0 0
0 𝐶2 … 0 0
⋮ ⋮ ⋱ ⋮ ⋮
0 0 … 𝐶𝑛𝑐 0

] , 𝐶𝑖 = 𝐶 (4.27) 

Τελικά, και πάλι με χρήση της (4.11) εκφράζεται ο περιορισμός στις 

εξόδους του συστήματος ως 
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 𝑦∗ − 𝐶∗𝐴∗𝑤 ≤ 𝐶∗𝐵∗𝑢 ≤ 𝑦
∗ − 𝐶∗𝐴∗𝑤 (4.28) 

Συνεπώς το αρχικό πρόβλημα (4.7) του MPC με περιορισμούς, μπορεί να 

εκφραστεί ως πρόβλημα τετραγωνικού προγραμματισμού με παράμετρο 

την αρχική, δηλαδή την τρέχουσα, κατάσταση του συστήματος και έχει τη 

μορφή  

𝑚𝑖𝑛𝑖𝑚𝑖𝑧𝑒
𝑢

 𝑢𝑇𝐻𝑢 + 2𝑤𝑇𝐹𝑢 
(4.29) 

𝑠. 𝑡. 𝐺𝑢 ≤ 𝑣 + 𝐸𝑤 
όπου 

 𝑣 = (

𝑢∗

−𝑢∗
𝑦∗

−𝑦∗

) (4.30) 

  𝐺 = (

(𝐼∗ + 𝐾∗𝐵∗)
−(𝐼∗ + 𝐾∗𝐵∗)

𝐶∗𝐵∗
−𝐶∗𝐵∗

) (4.31) 

 𝐸 = (

−𝐾∗𝐴∗
𝐾∗𝐴∗
−𝐶∗𝐴∗
𝐶∗𝐴∗

) (4.32) 

 

 

 

4.4 Γραμμικοποίηση- Διακριτοποίηση 

μοντέλου 

 

 

Ο σκοπός του ελέγχου μέσω MPC είναι η σταθεροποίηση των εκκρεμών 

στην κατακόρυφη προς τα άνω θέση ισορροπίας. Επίσης, όπως έχει ήδη 

τονιστεί, ο MPC είναι μια μεθοδολογία που χρησιμοποιεί γραμμικά μοντέλα 

για τον υπολογισμό της βέλτιστης δράσης ελέγχου. Συνεπώς, και με βάση 

την παραδοχή ότι η κίνηση γίνεται γύρω από τη θέση ισορροπίας, 
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γραμμικοποιείται το μοντέλο γύρω από αυτή τη θέση και αυτό 

χρησιμοποιείται για τους μετέπειτα υπολογισμούς. 

Υπενθυμίζεται ότι το πραγματικό σύστημα περιγράφεται από το σύστημα 

κανονικών διαφορικών εξισώσεων (2.29) και εύκολα φαίνεται ότι η 

κατακόρυφη προς τα άνω θέση 𝒙𝒔𝒕 = [
𝟎𝒏+𝟏
𝟎𝒏+𝟏

] καθώς και η μηδενική δράση 

ελέγχου 𝑢𝑠𝑡 = 0 αποτελούν τη στατική λύση του συστήματος (2.29), ισχύει 

δηλαδή �̇� = 𝒇(𝒙𝒔𝒕, 𝑢𝑠𝑡) = 𝟎. 

Θεωρώντας μικρές διαταραχές γύρω από τη θέση ισορροπίας, 𝒙 = 𝒙𝒔𝒕 + �̃�, 

𝑢 = 𝑢𝑠𝑡 + �̃� και τα ∥ �̃� ∥, ∥ �̃� ∥ μικρά, χρησιμοποιώντας την ιδιότητα της 

διαφορισιμότητας, μπορεί να γραφεί η (2.29) ως 

 

�̇� = 𝒇(𝒙𝒔𝒕 + �̃�, 𝑢𝑠𝑡 + �̃�)

≈ 𝒇(𝒙𝒔𝒕, 𝑢𝑠𝑡) +
𝜕𝒇

𝜕𝒙
|
(𝒙𝒔𝒕, 𝑢𝑠𝑡)

�̃�

+
𝜕𝒇

𝜕𝑢
|
(𝒙𝒔𝒕, 𝑢𝑠𝑡)

�̃� 

(4.33) 

όπου τετραγωνικοί και όροι ανώτερης τάξης ως προς �̃�, �̃� έχουν αγνοηθεί. 

Οι εκφράσεις 
𝜕𝒇

𝜕𝒙
|
(𝒙𝒔𝒕, 𝑢𝑠𝑡)

 και 
𝜕𝒇

𝜕𝑢
|
(𝒙𝒔𝒕, 𝑢𝑠𝑡)

 είναι μητρώα μερικών 

παραγώγων, υπολογισμένα στο σημείο (𝒙𝒔𝒕, 𝑢𝑠𝑡). Οι πίνακες αυτοί είναι οι 

Ιακωβιανοί του συστήματος και τίθεται 

 �̃� =
𝜕𝒇

𝜕𝒙
|
(𝒙𝒔𝒕, 𝑢𝑠𝑡)

 (4.34) 

 �̃� =
𝜕𝒇

𝜕𝑢
|
(𝒙𝒔𝒕, 𝑢𝑠𝑡)

 (4.35) 

Επιπλέον, ισχύει �̇� = (𝒙𝒔𝒕 + �̃�)̇ = �̇̃�. Συνεπώς, προκύπτει το 

γραμμικοποιημένο μοντέλο 

 �̇̃� = �̃��̃� + �̃��̃� (4.36) 
Στο εξής η (4.36) θα γράφεται χωρίς το σύμβολο ~ πάνω από τις 

μεταβλητές, ωστόσο εννοείται ότι οι μεταβλητές αυτές αντιπροσωπεύουν 

μεταβλητές απόκλισης και όχι τις πραγματικές. Στην προκειμένη 

περίπτωση βέβαια συμπίπτουν, λόγω του ότι το σημείο στατικής 

ισορροπίας (𝒙𝒔𝒕, 𝑢𝑠𝑡) = (𝟎, 0). 
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Όλα τα σύγχρονα συστήματα ελέγχου εφαρμόζονται σε ψηφιακούς 

μικροελεγκτές, συνεπώς οι εξισώσεις (4.36) πρέπει να διακριτοποιηθούν. 

Αρχικά, η (4.36)  πολλαπλασιάζεται από αριστερά με 𝑒−𝐴𝑡 

𝑒−𝐴𝑡�̇� = 𝑒−𝐴𝑡𝐴𝒙 + 𝐵𝑒−𝐴𝑡𝑢 

𝑒−𝐴𝑡�̇� − 𝑒−𝐴𝑡𝐴𝒙 = 𝐵𝑢 

𝑑

𝑑𝑡
(𝑒−𝐴𝑡𝒙) = 𝑒−𝐴𝑡𝐵𝑢 

Ολοκληρώνοντας την παραπάνω έκφραση στο διάστημα 0 έως 𝑡 θα δώσει 

𝑒−𝐴𝑡𝒙(𝑡) = 𝒙(0) + ∫ 𝑒−𝐴𝜏𝐵𝑢(𝜏)𝑑𝜏
𝑡

0

 

 𝒙(𝑡) = 𝑒𝐴𝑡𝒙(0) + ∫ 𝑒𝐴(𝑡−𝜏)𝐵𝑢(𝜏)𝑑𝜏
𝑡

0

 (4.37) 

Εκφράζοντας την παραπάνω σχέση τη χρονική στιγμή 𝑡 + 𝜏′ δίνει 

 

𝒙(𝑡 + 𝜏′) = 𝑒𝐴(𝑡+𝜏
′)𝒙(0) + ∫ 𝑒𝐴(𝑡+𝜏

′−𝜏)𝐵𝑢(𝜏)𝑑𝜏
(𝑡+𝜏′)

0

= 𝑒𝐴𝜏
′
(𝑒𝐴𝑡𝒙(0) + ∫ 𝑒𝐴(𝑡−𝜏)𝐵𝑢(𝜏)𝑑𝜏

𝑡

0

)

+∫ 𝑒𝐴(𝑡+𝜏
′−𝜏)𝐵𝑢(𝜏)𝑑𝜏

(𝑡+𝜏′)

0

= 𝑒𝐴𝜏
′
𝒙(𝑡) + ∫ 𝑒𝐴(𝑡+𝜏

′−𝜏)𝐵𝑢(𝜏)𝑑𝜏
(𝑡+𝜏′)

𝑡

 

(4.38) 

Τέλος, θεωρώντας ότι ο χρόνος δειγματοληψίας 𝑇 είναι σταθερός και ότι 

το 𝑢 παραμένει σταθερό για αυτό το διάστημα προκύπτει ότι 

 

𝒙(𝑡𝑖) = 𝑒
𝐴𝑇𝒙(𝑡𝑖−1) + ∫ 𝑒𝐴(𝑡𝑖−𝜏)𝑑𝜏

𝑡𝑖

𝑡𝑖−1

𝐵𝑢(𝑡𝑖−1)

= 𝑒𝐴𝑇𝒙(𝑡𝑖−1) + 𝐴
−1(𝑒𝐴𝑇 − 𝐼)𝐵𝑢(𝑡𝑖−1)

= 𝛷𝒙(𝑡𝑖−1) + 𝛣𝑑𝑢(𝑡𝑖−1) 
 

(4.39) 

Συνεπώς, το σύστημα έχει γραμμικοποιηθεί και διακριτοποιηθεί, με βάση 

τις παραδοχές που έχουν γίνει και μπορούν να εφαρμοστούν οι αλγόριθμοι 

που υπολογίζουν τη βέλτιστη δράση του ελεγκτή. 
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4.5 Παρατηρητής καταστάσεων- Φίλτρο 

Kalman 

 

Στις εξισώσεις που παρουσιάσθηκαν για τον MPC εμφανίζεται ως 

παράμετρος η τρέχουσα κατάσταση του συστήματος. Ωστόσο αυτή 

προέρχεται από μετρήσεις, οι οποίες περιέχουν θόρυβο, ενώ δεν 

μετρούνται όλες οι καταστάσεις του συστήματος, παρά μόνο οι γωνίες. 

Επιπλέον, διαταραχές εισέρχονται και στη διεργασία, ενώ επίσης η 

διεργασία αυτή καθ’ αυτή παρουσιάζει αποκλίσεις σε σχέση με το μοντέλο, 

καθώς αυτό αποτελεί μόνο μια γραμμική προσέγγιση του πραγματικού 

συστήματος.  Καθίσταται λοιπόν εμφανής η ανάγκη σχεδιασμού ενός 

παρατηρητή καταστάσεων για την εκτίμηση των άγνωστων μεταβλητών, 

ενώ ταυτόχρονα εξαλείφει τις αβεβαιότητες από τις μετρήσεις. Ένας 

τέτοιος παρατηρητής είναι το λεγόμενο φίλτρο Kalman. 

Θεωρείται ότι οι διαταραχές που εισέρχονται στο σύστημα, καθώς και ο 

θόρυβος των μετρήσεων, μοντελοποιούνται ικανοποιητικά με λευκό 

Γκαουσιανό θόρυβο μηδενικής μέσης τιμής. Με την υπόθεση αυτή το 

μοντέλο του συστήματος τίθεται στη μορφή 

 𝒙(𝑡𝑖+1) = 𝛷𝒙(𝑡𝑖) + 𝛣𝑑𝑢(𝑡𝑖) + 𝐺𝑑𝒘𝑑(𝑡𝑖) (4.40) 
 𝒚(𝑡𝑖) = 𝐶𝒙(𝑡𝑖) + 𝒗(𝑡𝑖) (4.41) 

όπου όπως προαναφέρθηκε ισχύει 

𝛦{𝒗(𝑡𝑖)} = 𝟎 

𝛦{𝒘𝑑(𝑡𝑖)} = 𝟎 

Υποτίθεται επίσης, ότι ο θόρυβος στη διεργασία έχει συμμεταβλητότητα 𝑄 

και ο θόρυβος στις μετρήσεις συμμεταβλητότητα 𝑅, δηλαδή 

𝛦{𝒗(𝑡𝑖)𝒗(𝑡𝑖)
𝑇} = 𝑄 

𝛦{𝒘𝑑(𝑡𝑖)𝒘𝑑(𝑡𝑖)
𝑇} = 𝑅 

Η εκτίμηση του διανύσματος κατάστασης �̂�+(𝑡𝑖) προκύπτει στη μορφή 

 �̂�+(𝑡𝑖) = �̂�
−(𝑡𝑖) + 𝛫(𝑡𝑖)(𝒚(𝑡𝑖) − 𝐶�̂�

−(𝑡𝑖))    (4.42) 
όπου  
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 �̂�−(𝑡𝑖+1) = 𝛷�̂�
+(𝑡𝑖) + 𝛣𝑑𝑢(𝑡𝑖) (4.43) 

Η εξίσωση (4.42) αποτελεί την ανανέωση της εκτίμησης της κατάστασης 

του συστήματος μετά τη μέτρηση, ενώ η εξίσωση (4.43) είναι η προβολή 

της εκτίμησης της κατάστασης στην επόμενη χρονική στιγμή. Οι αρχικές 

συνθήκες του συστήματος περιλαμβάνουν την εκτίμηση της αρχικής 

κατάστασης 

 𝛦{𝒙(0)} = �̂�0 (4.44) 
καθώς και της συμμεταβλητότητας της κατάστασης 

 𝛦{𝒙(0)𝒙(0)𝑇} = 𝑃0  (4.45) 
Κατόπιν, ακολουθεί η εκτίμηση της κατάστασης στην επόμενη χρονική 

στιγμή μέσω της σχέσης (4.43) καθώς και της συμμεταβλητότητας της 

κατάστασης μέσω της σχέσης 

 𝑃−(𝑡𝑖) = 𝛷𝑃
+(𝑡𝑖 − 1)𝛷

𝑇 + 𝑄 (4.46) 
Έπειτα, υπολογίζεται το κέρδος του φίλτρου Kalman για την τρέχουσα 

χρονική στιγμή μέσω της σχέσης 

 𝛫(𝑡𝑖) = 𝑃
−(𝑡𝑖)𝛷

𝑇(𝛷𝑃−(𝑡𝑖)𝛷
𝑇 + 𝑅)−1 (4.47) 

Τέλος, συλλέγεται η μέτρηση και ανανεώνεται η εκτίμηση της κατάστασης 

του συστήματος μέσω της σχέσης (4.42) ενώ ανανεώνεται και η εκτίμηση 

της συμμεταβλητότητας με βάση την εξίσωση 

 𝑃+(𝑡𝑖) = (𝛪 − 𝛫(𝑡𝑖)𝛷)𝑃
−(𝑡𝑖) (4.48) 

Την επόμενη χρονική στιγμή επαναλαμβάνεται η ανωτέρω διαδικασία. 

Αξίζει να σημειωθεί, ότι αν δεν είναι γνωστή η αρχική συμμεταβλητότητα 

των καταστάσεων, αυτή επιλέγεται αρκετά μεγάλη, και τελικά συγκλίνει 

στην πραγματική τιμή. 
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4.6 Αποτελέσματα προσομοιώσεων 

 

 

Για τις προσομοιώσεις χρησιμοποιήθηκαν τα αριθμητικά δεδομένα που 

παρουσιάζονται στον παρακάτω πίνακα: 

Εκκρεμές Εσωτερικό 
𝑖 = 1 

Εξωτερικό 
𝑖 = 2 

Μήκος 𝑙𝑖  (m) 0.323 0.480 
Μάζα 𝑚𝑖  (kg) 0.853  0.510  

Ροπή αδράνειας 𝐽𝑖  (Nms
2) 0.0126  0.0185  

Απόσταση κέντρου μάζας από την 
προηγούμενη άρθρωση 𝑎𝑖  (m) 

0.2145 0.223 

Συντελεστής τριβής 𝑑𝑖  0.005 0.005 
 

Αμαξίδιο 
Μάζα 𝑚𝑐 (kg) 0.624 

Συντελεστής τριβής 𝑏 0.005 

 

Η προσομοίωση για τον MPC ξεκινά μόλις ένα από τα δύο εκκρεμή φτάσει 

σε μια θέση όπου ισχύει η γραμμική προσέγγιση. Η θέση αυτή ορίζεται ως 

𝜑𝑖 = 30°.  Αρχικά προσομοιώνεται η διεργασία χωρίς θόρυβο μέτρησης, με 

τη δράση ελέγχου 𝑢 στη συνάρτηση κόστους και με τις παραμέτρους του 

MPC όπως παρακάτω: 

Ορίζοντας πρόβλεψης 40 
Ορίζοντας ελέγχου 4 

Ορίζοντας περιορισμών 4 
R 10 
Q 0.01 

𝑢𝑚𝑖𝑛(= −𝑢𝑚𝑎𝑥) (
𝑚

𝑠2
) -18 

 

Πίνακας 4.2: Παράμετροι MPC- 1η Προσομοίωση 

Πίνακας 4.1: Παράμετροι μοντέλου 
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Το αποτέλεσμα της προσομοίωσης παρουσιάζεται στο παρακάτω Σχήμα 

4.1: 

 

Παρατηρείται, ότι ακόμα και χωρίς παρατηρητή, το σύστημα συγκλίνει 

στις επιθυμητές τιμές, δηλαδή η εγγενής απόκλιση γραμμικού μοντέλου- 

διεργασίας αντιμετωπίζεται επιτυχώς. Επίσης, οι περιορισμοί στη δράση 

ελέγχου γίνονται καθόλα σεβαστοί από τον MPC. Ωστόσο, παρατηρείται 

έντονο άλμα στη δράση ελέγχου στην εκκίνηση. Αν επιχειρηθεί να 

μειωθούν περαιτέρω τα όρια για τη δράση ελέγχου, τότε το πρόγραμμα 

επίλυσης του Τετραγωνικού Προγράμματος αποτυγχάνει να βρει εφικτή 

λύση και το σύστημα οδηγείται σε αστάθεια, όπως παρακάτω: 

Σχήμα 4.1: Αποτέλεσμα προσομοίωσης για τις 
παραμέτρους του Πίνακα 4.2 



40 
 

 

 

Για την επίτευξη πιο ομαλής δράσης ελέγχου, εισάγονται στην 

αντικειμενική συνάρτηση κόστους όροι μεταβολής της δράσης ελέγχου 𝛥𝑢, 

καθώς και περιορισμοί για αυτήν. Πλέον, σκοπός του ελέγχου γίνεται η 

ελαχιστοποίηση της μεταβολής της δράσης ελέγχου, γεγονός που θα 

οδηγήσει σε ομαλότερες μεταβολές. 

Το πρόβλημα τετραγωνικού προγραμματισμού γράφεται πλέον στη μορφή 

𝑚𝑖𝑛𝑖𝑚𝑖𝑧𝑒
𝛥𝑢

  𝛥𝑢𝑇𝐻𝛥𝑢 + 2𝑤𝑇𝑌𝛥𝑢 
(4.49) 

𝑠. 𝑡.  𝐺𝛥𝑢 ≤ 𝑣 + 𝐸𝑤 

όπου 𝛨 = 𝑅∗ + 𝛩
𝑇𝑄∗𝛩, 𝐹 = 𝛩𝑇𝑄∗, 𝑌 = 𝑄 + 𝐴∗

𝑇𝑄∗𝐴∗ και τα μητρώα 

Σχήμα 4.2: Αποτέλεσμα προσομοίωσης για μείωση της 

𝑢𝑚𝑖𝑛 σε -15(
𝑚

𝑠2
)- ο ελεγκτής αποτυγχάνει- αστάθεια   
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𝛩 =

[
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

𝐵 0 … 0
𝐴𝐵 + 𝛣 𝐵 … 0

⋮ ⋮ ⋱ ⋮

∑ 𝛢𝑘𝐵

𝑛𝑢−1

𝑘=0

∑ 𝛢𝑘𝐵

𝑛𝑢−2

𝑘=0

… 𝐵

𝐴𝑐 ∑ 𝛢𝑘𝐵

𝑛𝑢−1

𝑘=0

𝐴𝑐 ∑ 𝛢𝑘𝐵

𝑛𝑢−2

𝑘=0

… 𝐴𝑐𝐵

⋮ ⋮ ⋱ ⋮

𝐴𝑐
𝑛𝑦−𝑛𝑢

∑ 𝛢𝑘𝐵

𝑛𝑢−1

𝑘=0

𝐴𝑐
𝑛𝑦−𝑛𝑢

∑ 𝛢𝑘𝐵

𝑛𝑢−2

𝑘=0

… 𝐴𝑐
𝑛𝑦−𝑛𝑢𝐵

]
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 

𝑄∗ = 𝑑𝑖𝑎𝑔(𝑄0, 𝑃) 

𝑄0 = 𝑑𝑖𝑎𝑔(𝑄, 𝑄 … ) 

Με παρόμοιο χειρισμό και για τους περιορισμούς, υπολογίζεται online η 

απαιτούμενη κάθε φορά μεταβολή 𝛥𝑢. Ένα παράδειγμα παρουσιάζεται 

παρακάτω:  
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Είναι εμφανής η σαφώς ομαλότερη εξέλιξη της μεταβολής της δράσης 

ελέγχου, ωστόσο το κόστος που προκύπτει είναι η καθυστέρηση στην 

ισορροπία των εκκρεμών στην επιθυμητή θέση. 

Στην επόμενη προσομοίωση, γίνεται εισαγωγή θορύβου στη μέτρηση. Και 

σε αυτήν την περίπτωση, παρότι το σύστημα είναι εγγενώς ασταθές, ο 

MPC σε συνδυασμό με το φίλτρο Kalman, ανταπεξέρχονται στην αποστολή 

του ελέγχου και διατηρούν τα εκκρεμή γύρω από την επιθυμητή θέση. 

Ενδεικτικά, για λευκό Γκαουσιανό θόρυβο με μεταβλητότητα 0.001 στη 

μέτρηση των γωνιών των εκκρεμών, προκύπτει η παρακάτω εικόνα: 

Σχήμα 4.3: Αποτέλεσμα προσομοίωσης για εισαγωγή 
των μεταβολών της δράσης ελέγχου 𝛥𝑢 στην 

αντικειμενική συνάρτηση κόστους- ομαλότερες 
μεταβολές    
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Σχήμα 4.4: Αποτέλεσμα προσομοίωσης για εισαγωγή 
θορύβου στη μέτρηση των γωνιών    
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Πρέπει να τονιστεί, ότι σε αυτήν την περίπτωση ο MPC ενεργοποιήθηκε 

όταν τα εκκρεμή έφτασαν σε θέση πιο κοντινή στην κατακόρυφο, καθώς ο 

ελεγκτής αστοχεί για μεγαλύτερες αποκλίσεις. 

 

Τέλος, μελετάται η περίπτωση αστοχίας στις εκτιμήσεις των παραμέτρων 

του μοντέλου, υπό την παρουσία θορύβου. Ενδεικτικά, οι παράμετροι 

εισάγονται στη διεργασία όπως στον Πίνακα 4.1, ενώ στο μοντέλο όπως 

στον Πίνακα 4.3 

 

Εκκρεμές Εσωτερικό 
𝑖 = 1 

Εξωτερικό 
𝑖 = 2 

Μήκος 𝑙𝑖  (m) 0.5 1.4 
Μάζα 𝑚𝑖  (kg) 1.5  0.5  

 

Σημειώνεται ότι ορισμένες αποκλίσεις ξεπερνούν και το 100%. Παρ’ όλα 

αυτά ο ελεγκτής ανταποκρίνεται επαρκώς, διατηρώντας τα εκκρεμή γύρω 

Σχήμα 4.5: Λεπτομέρεια Θορύβου    
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από την κατακόρυφη θέση, υπό την παρουσία θορύβου, σύμφωνα με το 

Σχήμα: 

 

 

 

 

 

Σχήμα 4.6: Αποτέλεσμα προσομοίωσης απόκλιση στις 
παραμέτρους του μοντέλου υπό την παρουσία θορύβου    
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ΚΕΦΑΛΑΙΟ 5 

 

 

Συμπεράσματα & μελλοντικές 

προεκτάσεις 

 

 

Στην παρούσα εργασία σχεδιάστηκε σύστημα ελέγχου για την ανύψωση 

ενός διπλού ανάστροφου εκκρεμούς από την κατακόρυφη προς τα κάτω 

θέση προς την κατακόρυφη προς τα άνω θέση. Αρχικά, το σύστημα 

μοντελοποιήθηκε, εξήχθησαν οι εξισώσεις κίνησης του συστήματος με τη 

χρήση των σχέσεων Euler-Lagrange και τέθηκαν σε μορφή μοντέλου 

μεταβλητών κατάστασης. Κατόπιν, προτάθηκε μεθοδολογία για την 

ανύψωση (swing-up) από την αρχική στην τελική θέση, που περιλαμβάνει 

συνδυασμό feedforward ελέγχου με offline υπολογισμό της δράσης 

ελέγχου, με feedback. Η επιλογή του χρόνου ανύψωσης επηρεάζει τη 

δυναμική συμπεριφορά. Τέλος, σχεδιάστηκε Βέλτιστος Προβλεπτικός 

Ελεγκτής με σκοπό τη σταθεροποίηση των εκκρεμών στην κατακόρυφη 

προς τα άνω θέση. Παρότι το σύστημα είναι έντονα ασταθές σε αυτή τη 

θέση, ο αλγόριθμος του MPC δίνει αρκετά ικανοποιητικά αποτελέσματα 

και προσφέρει την εύκολη δυνατότητα ρύθμισης των δυναμικών 

χαρακτηριστικών με επιλογή των μητρώων στάθμισης και των λοιπών 

παραμέτρων. Επίσης, σέβεται τους περιορισμούς που έχουν τεθεί στις 

δράσεις ελέγχου, στοιχείο κρίσιμο στις περισσότερες εφαρμογές, και 

διατηρεί την ευστάθειά του υπό την παρουσία θορύβου και αβεβαιοτήτων 

στις παραμέτρους του μοντέλου. 
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Το περιθώριο για μελλοντική έρευνα είναι ακόμα ευρύ. Ενδεικτικά 

προτείνεται: 

• Η πειραματική διακρίβωση του αλγορίθμου που παρουσιάστηκε 

πάνω σε κατάλληλη διάταξη 

• Διερεύνηση των απαιτήσεων για εφαρμογή και σε περισσότερα από 

2 εκκρεμή 

• Διερεύνηση των ιδιοτήτων ευρωστίας (robustness) του 

προβλεπτικού ελέγχου 

• Εφαρμογή μη-γραμμικού προβλεπτικού ελέγχου (NMPC) για την 

ανύψωση 
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