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Περίληψη 
 
Το αντικείμενο της παρούσας διπλωματικής εργασίας είναι ο σχεδιασμός ενός 
Προβλεπτικού Ελεγκτή κλειστής μορφής, η εφαρμογή του σε πραγματικά 
γραμμικά συστήματα και η παρουσίαση των αποτελεσμάτων του ώστε να 
μελετηθεί η συμπεριφορά του.   
 
Η αρχική προσέγγιση του προβλήματος έγινε με τη μελέτη και την περιγραφή της 
βασικής ιδέας του Προβλεπτικού Ελέγχου. Αναπτύχθηκε εκτενώς η μορφή του 
προβλήματος βελτιστοποίησης και ο τρόπος υπολογισμού του νόμου ελέγχου, 
τόσο σε θεωρητικό επίπεδο όσο και με τη βοήθεια σχημάτων. 
 
Στη συνέχεια παρουσιάζεται η μαθηματική ανάλυση για τη διατύπωση του 
αρχικού προβλήματος βελτιστοποίησης, σε πρόβλημα βελτιστοποίησης 
τετραγωνικού προγραμματισμού που λύνεται με τεχνικές πολύ-παραμετρικού 
προγραμματισμού. Η λύση του τελευταίου, περιλαμβάνει το διαχωρισμό του 
χώρου των καταστάσεων σε πολύεδρα με τη χρήση των ανισοτήτων που 
προκύπτουν από τις συνθήκες βελτιστοποίησης του Θεωρήματος Karush-Kuhn-
Tucker (ΚΚΤ). Χρησιμοποιώντας αυτή την προσέγγιση, επιτυγχάνεται η απόκτηση 
των μεταβλητών ελέγχου σαν συνάρτηση κλειστής μορφής των μεταβλητών 
κατάστασης και ο υπολογισμός του προβλήματος βελτιστοποίησης πραγματικού 
χρόνου περιορίζεται σε μια απλή συνάρτηση εκτίμησης που υπολογίζει τις 
αντίστοιχες δράσεις ελέγχου για τις δοθέντες μεταβλητές κατάστασης.   
 
 Στο περιβάλλον του Matlab χρησιμοποιήθηκε η εργαλειοθήκη Multi-Parametric 
Toolbox(MPT) για την επίλυση του πολύ-παραμετρικού τετραγωνικού 
προβλήματος προγραμματισμού και τη δημιουργία του ελεγκτή Προβλεπτικού 
Ελέγχου κλειστής μορφής. Τέλος, εφαρμόζεται ο κώδικας υλοποίησης του ελεγκτή 
σε διαφορετικά γραμμικά συστήματα και αναλύονται τα συμπεράσματα της 
συμπεριφοράς του.  
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Abstract 
 

 
The subject of this diploma thesis is the design of the explicit Model Predictive 
Control (MPC), its implementation of linear systems and the presentation of the 
results in order to study its behavior.  
 
The initial approach to the problem was with the research and the description of 
the basic concept of Model Predictive Control. The form of the optimization 
problem and the calculation of the control law were extensively analyzed, both 
theoretically and schematically. 
 
The mathematically analysis is then presented for the formulation of the original 
optimization problem, to a quadratic programming optimization problem by using 
multi-parametric programming techniques. The latter problem’s solution contains 
the partitioning of the state space into polyhedral regions using the inequalities 
resulting from the first–order Karush-Kuhn-Tucker (KKT) optimality conditions. 
Thus, with this approach the control variables are obtained as an explicit function 
of the state variables and therefore the online optimization breaks down to simple 
evaluations to compute the corresponding control actions for the given state space 
of the plant.  
 
In Matlab environment, the Multi-Parametric Toolbox is used to solve the multi-
parametric quadratic programming problem and to create the explicit Model 
Predictive Controller. Finally, the implementation of the controller code is applied 
in different linear systems and the conclusions of its behavior are stated.  
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ΚΕΦΑΛΑΙΟ 1                                                                                  
 

Εισαγωγή 
 
1.1 Διατύπωση του προβλήματος  

 
Μια από τις συχνότερες προσεγγίσεις  για τη διαχείριση της ύπαρξης μεταβολών, 
προβλέψιμων και μη, στη διεργασία είναι ο  έλεγχος πραγματικού χρόνου και η 
βελτιστοποίηση. Στη συγκεκριμένη διπλωματική εργασία η μέθοδος ελέγχου που 
χρησιμοποιείται είναι ο Προβλεπτικός Έλεγχος(Model Predictive Control/MPC). Ο 
Προβλεπτικός Έλεγχος είναι πλέον μια από τις πιο ευρέως χρησιμοποιούμενες 
αναπτυγμένες μεθόδους ελέγχου στη βιομηχανία, ειδικότερα στον έλεγχο πολύ-
μεταβλητών συστημάτων και των διεργασιών οι οποίες υπόκεινται σε 
περιορισμούς (constraints) και σε προδιαγραφές ευρωστίας (robustness) [1, 2].  

 
Η βασική ιδέα του Προβλεπτικού Ελέγχου είναι η επίλυση ενός προβλήματος 
βέλτιστου ελέγχου που ελαχιστοποιεί ένα αντικειμενικό κριτήριο απόδοσης σε 
κάθε χρονικό βήμα πάνω σε ένα χρονικό ορίζοντα πρόβλεψης. Χρησιμοποιεί το 
μοντέλο της διεργασίας και τους περιορισμούς που έχει στις εισόδους και 
εξόδους,  ώστε να προβλεφθούν οι αλλαγές στις χειραγωγούμενες μεταβλητές 
του συστήματος οι οποίες θα προκληθούν από τις αλλαγές στις μη 
χειραγωγούμενες μεταβλητές.  
 
Στόχος είναι να κρατηθούν οι μη χειραγωγούμενες μεταβλητές όσο πιο κοντά 
γίνεται στην τιμή ρύθμισης που έχει τεθεί στο σύστημα και να καθοριστεί η 
κατάλληλη μελλοντική ακολουθία ελέγχου με βάση τις τρέχουσες καταστάσεις 
της διεργασίας.  
 
Σε κάθε χρονικό διάστημα, ξεκινώντας από την τρέχουσα κατάσταση, λύνεται ένα 
πρόβλημα βέλτιστου ελέγχου ανοιχτού βρόχου για ένα πεπερασμένο χρονικό 
ορίζοντα ελαχιστοποιώντας ένα τετραγωνικό δείκτη απόδοσης. Οι μελλοντικές 
κινήσεις των χειραγωγούμενων μεταβλητών προσδιορίζονται από το πρόβλημα 
βελτιστοποίησης, με σκοπό την ελαχιστοποίηση των προβλεπόμενων 
σφαλμάτων που υπόκεινται σε περιορισμούς. Στο επόμενο χρονικό βήμα, μόνο η 
πρώτη δράση ελέγχου εφαρμόζεται στο μοντέλο και ο υπολογισμός της λύσης 
του προβλήματος βελτιστοποίησης επαναλαμβάνεται ξεκινώντας από τη νέα 
κατάσταση. Η βελτιστοποίηση επαναλαμβάνεται σε κάθε χρόνο δειγματοληψίας 
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βασισμένη στις ενημερωμένες πληροφορίες (μετρήσεις) από το σύστημα όμως 
μόνο το πρώτο στοιχείο ελέγχου εφαρμόζεται [1, 2, 8] . 
 
Ο  χρονικός ορίζοντας πρόβλεψης μετατοπίζεται σε κάθε χρονικό βήμα, με 
αποτέλεσμα να οδηγούμαστε στην πολιτική του κυλιόμενου ορίζοντα (moving or 
receding horizon/RHC), δηλαδή ο χρονικός ορίζοντας να πηγαίνει προς τα 
εμπρός μια χρονική στιγμή προς το μέλλον. Αυτή είναι και η φιλοσοφία πάνω 
στην οποία βασίζεται ο Προβλεπτικός Έλεγχος. 
 
Παρόλα αυτά, η επαναληπτική λύση του προβλήματος βελτιστοποίησης σε κάθε 
χρονικό διάστημα του ορίζοντα πρόβλεψης απαιτεί γρήγορους και αποδοτικούς 
αλγόριθμους βελτιστοποίησης  και τεράστιο υπολογιστικό φόρτο και κόστος. 
Αυτό έχει ως αποτέλεσμα ο Προβλεπτικός Έλεγχος να εφαρμόζεται σε αργά και 
μικρά προβλήματα [1,  2, 28]. Παρά την ύπαρξη της διαθέσιμης υπολογιστικής 
ισχύς σήμερα, θα πρέπει να έχουμε υπόψη ότι ο περισσότερος διαθέσιμος 
χρόνος στη διαδικασία του ελέγχου πρέπει να καταναλώνεται σε άλλους 
σκοπούς (επικοινωνία με  τους χειριστές),  και όχι στον έλεγχο του αλγορίθμου.  
 
Η αντιμετώπιση του προβλήματος δίνεται μέσω των τεχνικών του παραμετρικού 
προγραμματισμού για τη λύση του προβλήματος βελτιστοποίησης (parametric 
optimization), μεταφέροντας σε μη πραγματικό  χρόνο όλους τους απαραίτητους 
υπολογισμούς βελτιστοποίησης [4]. Με αυτή την προσέγγιση εξάγεται σε μη 
πραγματικό χρόνο, πριν συμβεί οποιαδήποτε πραγματική εφαρμογή της 
διαδικασίας, η ρητή χαρτογράφηση όλων των βέλτιστων αποφάσεων [1, 2, 4].  
 
Στα πλαίσια της συγκεκριμένης διπλωματικής εργασίας θα επικεντρωθούμε στη 
μελέτη και στην εφαρμογή ενός αλγορίθμου με τη χρήση πολύ-παραμετρικών 
τεχνικών προγραμματισμού. Ο πολύ-παραμετρικός προγραμματισμός παρέχει 
έναν ολοκληρωμένο χάρτη όλων των βέλτιστων λύσεων σαν συνάρτηση των 
παραμέτρων (αρχικές συνθήκες), διαμερίζοντας τον χώρο των παραμέτρων σε 
πολυεδρικές περιοχές [5]. Έτσι, όλοι οι απαραίτητοι υπολογισμοί για την 
εφαρμογή του Προβλεπτικού Ελέγχου μεταφέρονται σε μη πραγματικό χρόνο 
(off-line control) [4]. Η διαδικασία αυτή απαιτεί πολύ λιγότερο χρόνο εκτέλεσης 
συγκριτικά με τον κλασσικό Προβλεπτικό Ελεγκτή πραγματικού χρόνου 
(traditional MPC).  
 
Ο παραμετρικός νόμος ελέγχου αποτελεί ένα σύνολο συναρτήσεων των 
μεταβλητών κατάστασης κλειστής μορφής, κάθε μια από τις οποίες είναι ενεργές 
σε μια πολυεδρική περιοχή στο χώρο των μεταβλητών κατάστασης. Έτσι, η 
βελτιστοποίηση πραγματικού χρόνου περιορίζεται σε μια συνάρτηση εκτιμήσεων 
ανά τακτά  χρονικά διαστήματα, για τον προσδιορισμό της βέλτιστης δράσης 
ελέγχου για τη δοθείσα κατάσταση της διεργασίας. Όταν μια τιμή από τις 
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μετρήσεις της κατάστασης είναι διαθέσιμη, αναγνωρίζεται η πολυεδρική περιοχή 
που αντιστοιχεί στην τιμή των μεταβλητών κατάστασης και ο ελεγκτής αποκτάται 
με την αντικατάσταση αυτής της τιμής στην αντίστοιχη συνάρτηση κλειστής 
μορφής. [1, 2, 4, 5]. 
 

                     
 

1.1 Πλαίσιο Μελέτης & Στόχοι 
 
Η περιγραφή, η ανάλυση και η εφαρμογή της έννοιας της βελτιστοποίησης 
πραγματικού χρόνου μέσω της παραμετρικής βελτιστοποίησης μη πραγματικού 
χρόνου ώστε να αποφύγουμε τους χρονοβόρους και δαπανηρούς υπολογισμούς, 
αποτελεί στόχο της διπλωματικής εργασίας.  
 
Στην βελτιστοποίηση πραγματικού χρόνου, πραγματοποιείται η βελτιστοποίηση 
με βάση την τρέχουσα κατάσταση της διεργασίας 𝑥(𝑡) και λαμβάνουμε τη δράση 
ελέγχου 𝑢(𝑡), το πρώτο στοιχείο της οποίας εισάγεται στη διεργασία σαν 
είσοδος. Η βελτιστοποίηση πραγματοποιείται ξανά για τη νέα κατάσταση και η 
διαδικασία επαναλαμβάνεται. Δημιουργείται μ’ αυτόν τον τρόπο ανάδραση στο 
σύστημα.  
 
Αντίστοιχα, η βελτιστοποίηση με τεχνικές παραμετρικού προγραμματισμού 
χρησιμοποιεί σε μη πραγματικό χρόνο έναν επιλυτή για να επιλυθεί το πρόβλημα 
βελτιστοποίησης μια φορά και να αποκτηθεί ένα προφίλ που περιέχει όλες τις 
λύσεις του προβλήματος σαν συνάρτηση των καταστάσεων. Σε πραγματικό 
χρόνο, πραγματοποιείται μια εκτίμηση της ρητά ορισμένης τμηματικά γραμμικής 
συνάρτησης,  με βάση την τρέχουσα κατάσταση της διεργασίας 𝑥(𝑡),  και 
αποκτούμε τη δράση ελέγχου, που αποτελεί την είσοδο του συστήματος. Για τη 
νέα κατάσταση, επαναλαμβάνεται η εκτίμηση της συνάρτησης και επομένως σε 
πραγματικό χρόνο δε χρειάζεται να λυθεί το πρόβλημα βελτιστοποίησης. Στην 
Εικόνα 1 απεικονίζεται σχηματικά η παραπάνω διαφορά.  
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Εικόνα 1 – Βελτιστοποίηση πραγματικού χρόνου και προσέγγιση παραμετρικού 
προγραμματισμού μη πραγματικού χρόνου. 

 
Οι πολύ-παραμετρικές τεχνικές προγραμματισμού που χρησιμοποιούνται για την 
επίλυση του τετραγωνικού προβλήματος βελτιστοποίησης του Προβλεπτικού 
Ελέγχου, αποτελούν τη λύση στην απαγορευτική υπολογιστική ισχύ και στην 
ανάγκη τόσο για γρήγορους αλγορίθμους βελτιστοποίησης όσο και για τη 
διάθεση ενός πολύ καλού λογισμικού. Η ερευνητική ερώτηση που τίθεται στα 
πλαίσια αυτής της διπλωματικής εργασίας, είναι η αποτελεσματικότητα της 
επίλυσης του προβλήματος με τη χρήση της συγκεκριμένης μεθόδου. 
 
Για να είμαστε σε θέση να απαντήσουμε, απαιτείται μια σειρά από ενέργειες, 
όπως η μελέτη της μεθόδου, η δημιουργία του ελεγκτή και η εφαρμογή σε 
διαφορετικά γραμμικά συστήματα.   
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ΚΕΦΑΛΑΙΟ 2                                                                                  
 

Εισαγωγή στον Προβλεπτικό Έλεγχο 
 
2.1 Προβλεπτικός Έλεγχος  
 
Ο Προβλεπτικός Έλεγχος ανήκει στην οικογένεια των ελεγκτών που αποτελεί τη 
πιο δημοφιλή μη-γραμμική προσέγγιση ελέγχου για γραμμικά συστήματα με 
περιορισμούς [1, 2]. Ο ρόλος του είναι σπουδαίος στα συγκεκριμένα συστήματα 
διότι εξασφαλίζεται η σταθερότητα (stability) και η καλή απόδοσή τους, καθώς ο 
συγκεκριμένος νόμος ελέγχου μπορεί να διαχειριστεί την ύπαρξη μη 
γραμμικότητας που προκαλείται από την επαναληπτική λύση του προβλήματος 
βελτιστοποίησης καθώς οι περιορισμοί γίνονται ενεργοί ή όχι. Μπορεί να 
αντιμετωπίσει εύκολα τα σύνθετα πολύ-μεταβλητά προβλήματα ελέγχου με 
περιορισμούς  [1, 2, 12], με αποτέλεσμα να είναι μια δημοφιλής και αποδεκτή 
μέθοδος τόσο στη βιομηχανία όσο και στην ακαδημαϊκή κοινότητα.   
 
Πρόκειται για αλγορίθμους ελέγχου που υπολογίζουν τη χειραγωγούμενη 
μεταβλητή τροχιά που ελαχιστοποιεί ένα τετραγωνικό δείκτη απόδοσης ο οποίος 
υπόκεινται σε γραμμικούς περιορισμούς πάνω σε ένα ορίζοντα πρόβλεψης [6].  
 

 
Εικόνα 2 –Η βασική ιδέα του Προβλεπτικού Ελέγχου. 

 
Η βασική ιδέα και ο τρόπος υπολογισμού του νόμου ελέγχου παρουσιάζονται 
στην παραπάνω εικόνα [33]. Η έξοδος του συστήματος πρέπει να ακολουθεί μια 
προκαθορισμένη τροχιά αναφοράς, ώστε το σύστημα να συμπεριφέρεται με 
επιθυμητό τρόπο. Στον Προβλεπτικό Έλεγχο υπολογίζεται η μελλοντική είσοδος 
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του συστήματος (Planned control input) με βάση την τρέχουσα κατάσταση, η 
οποία θα οδηγήσει την μελλοντική έξοδο (Predicted output) όσο πιο κοντά 
γίνεται στην τροχιά στόχου (Setpoint trajectory).  Στόχος είναι να βρεθεί η 
ακολουθία των δράσεων ελέγχου/εισόδου πάνω σε ένα προκαθορισμένο 
μελλοντικό χρονικό ορίζοντα, η οποία επιδιώκει να βελτιστοποιήσει την 
απόδοση του ελεγκτή βασισμένη στις καταστάσεις του συστήματος που έχουν 
προβλεφθεί [6]. 
 
Στο τρέχον χρονικό διάστημα 𝑘, λύνεται το πρόβλημα βελτιστοποίησης και 
υπολογίζεται η βέλτιστη λύση 𝑈∗(𝑡), ώστε να ελαχιστοποιηθεί η απόκλιση 
κατάστασης και ελέγχου από το σημείο ρύθμισης, εφαρμόζοντας τις βέλτιστες 
τιμές των μεταβλητών ελέγχου/εισόδου [8]. 

  
                Εικόνα-Η αρχή του RHC.                                                                                         
 
 

Παρατηρούμε πως μόνο η σκιασμένη είσοδος εφαρμόζεται σαν είσοδο στο 
σύστημα και πως συνεχώς κοιτάμε μπροστά προς το μέλλον για να μελετήσουμε 
τις επιπτώσεις των τωρινών και μελλοντικών αποφάσεων στη μελλοντική 
απόκριση του συστήματος [34]. 

 
Με την παραπάνω ανάλυση είναι φανερό πως ο Προβλεπτικός Έλεγχος έχει την 
ικανότητα να προβλέπει μελλοντικά γεγονότα, να συμπεριφέρεται αναλόγως 
ώστε να επιτευχθεί η επιθυμητή συμπεριφορά της απόδοσης του ελεγκτή και να 
περιγράφει τη συμπεριφορά του συστήματος που αφορά το παρελθόν, το παρόν 
καθώς και το μέλλον [1, 2, 7]. 
 

Μόνο το πρώτο στοιχείο ελέγχου εφαρμόζεται σαν  
είσοδο στο σύστημα και η βελτιστοποίηση επανα- 
λαμβάνεται στο επόμενο χρονικό διάστημα 𝑘 + 1,  
για τις μετρήσεις της νέας κατάστασης 𝑥(𝑡 + 1),  
μέχρι η επιθυμητή τιμή του σημείου ρύθμισης να 
επιτευχθεί [10]. Έτσι, έχουμε μια προσέγγιση  
κλειστού βρόχου [6].  
Ο κυλιόμενος ορίζοντας πρόβλεψης, σε κάθε  
χρονικό διάστημα, κινείται ένα βήμα προς τα  
εμπρός.  Η Εικόνα απεικονίζει τη φιλοσοφία του RHC. 
 Έστω ο ορίζοντας πρόβλεψης 𝛮 = 5. Για χρόνο  
 𝑖 = 0,1,2  υπολογίζεται το πρόβλημα βελτιστοποί- 
ησης και ελαχιστοποιείται η ακολουθία ελέγχου. 
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Εικόνα 3 -Ένα απλό Μπλοκ Διάγραμμα που περιγράφει τον MPC.  

 
 
Μπορεί και προβλέπει τις αλλαγές στις εξαρτημένες μεταβλητές του 
συστήματος, οι οποίες θα προκληθούν από τις αλλαγές στις ανεξάρτητες 
μεταβλητές. Χρησιμοποιεί τις τρέχουσες μετρήσεις του συστήματος, την 
τρέχουσα δυναμική κατάσταση της διαδικασίας καθώς και τους περιορισμούς 
και τους στόχους του συστήματος για να υπολογίσει τις μελλοντικές αλλαγές 
στις χειραγωγούμενες-εξαρτημένες μεταβλητές. Αυτές οι αλλαγές υπολογίζονται 
για να κρατηθούν οι εξαρτημένες μεταβλητές κοντά στο στόχο, λαμβάνοντας 
υπόψη τους περιορισμούς στις εξαρτημένες και στις ανεξάρτητες μεταβλητές. 
Στέλνει μόνο την πρώτη αλλαγή σε κάθε ανεξάρτητη μεταβλητή για να 
εφαρμοστεί, και επαναλαμβάνει τον υπολογισμό.  
 
Η βελτιστοποίηση της μελλοντικής συμπεριφοράς της εξόδου y, που 
πραγματοποιείται από τον υπολογισμό της τροχιάς της μελλοντικής 
χειραγωγούμενης μεταβλητής u, αποτελεί το στόχο του Προβλεπτικού Ελέγχου 
[8]. Ο Προβλεπτικός Έλεγχος βασίζεται στο δυναμικό μοντέλο της διεργασίας και 
αυτό έχει σαν αποτέλεσμα την αναγκαία περιγραφή ενός καλού δυναμικού 
μοντέλου του συστήματος, ώστε να έχουμε ακριβής μελλοντικές προβλέψεις. 
Μια ανεπαρκής μοντελοποίηση θα οδηγήσει σε μη επιθυμητά αποτελέσματα. 
Παρόλα αυτά επιθυμούμε το μοντέλο μας να είναι στην πιο απλή μορφή του, 
δίνοντας μας αρκετά ακριβές προβλέψεις. Γίνεται κατανοητό πως η επιλογή του 
μοντέλου είναι το πιο σημαντικό κομμάτι στο σχεδιασμό του ελεγκτή, και πως 
μας δίνει το  σημαντικό πλεονέκτημα να λαμβάνει υπόψη του τους 
περιορισμούς στις μεταβλητές κατάστασης και ελέγχου. Το μοντέλο 
χρησιμοποιείται για τον υπολογισμό των προβλέψεων του συστήματος. Μας 
δείχνει τη συμπεριφορά της διαδικασίας και την εξάρτηση των αποτελεσμάτων 
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στην τρέχουσα μετρούμενη μεταβλητή με τις τρέχουσες/μελλοντικές εισόδους. 
Στους περισσότερους αλγόριθμους χρησιμοποιούνται γραμμικά μοντέλα αν και 
μπορούν να χρησιμοποιηθούν και μη γραμμικά [12, 14]. Επίσης, ένα πολύ 
βασικό στοιχείο του μοντέλου είναι πως δεν είναι απαραίτητο να υπάρχει 
αυστηρός έλεγχος, διότι οι αποφάσεις ενημερώνονται τακτικά.  

 
Υπάρχουν πολλοί αλγόριθμοι για τον προβλεπτικό νόμο ελέγχου [31, 9, 12]. 
Αναφορικά μερικά ακρωνύμια των αλγορίθμων: 

x IDCOM (Identification and Command): Σ’ αυτήν την προσέγγιση 
χρησιμοποιείται το μοντέλο παλμικής απόκρισης και μια τετραγωνική 
αντικειμενική συνάρτηση πεπερασμένου χρονικού ορίζοντα πρόβλεψης.  
Οι βέλτιστες είσοδοι υπολογίζονται χρησιμοποιώντας ένα επαναληπτικό 
αλγόριθμο. 

x DMC (Dynamic Matrix Control): Παρουσιάστηκε από τους Cutler και 
Ramaker το 1979. Χρησιμοποιεί ένα μοντέλο γραμμικής βηματικής 
απόκρισης για τη διεργασία και μια τετραγωνική αντικειμενική 
συνάρτηση πεπερασμένου ορίζοντα. Οι βέλτιστες είσοδοι υπολογίζονται 
σαν τη λύση της μεθόδου των ελαχίστων τετραγώνων.   

x QDMC (Quadratic Dynamic Matrix Control): Περιγράφηκε πρώτη φορά 
από τον Cutler το 1983. Μερικά χρόνια αργότερα οι Garcia και Morshedi 
παρουσίασαν  μια πιο κατανοητή περιγραφή. Χρησιμοποιήθηκε 
τετραγωνικός προγραμματισμός για τη λύση του προβλήματος βέλτιστου 
ελέγχου ανοικτού βρόχου με περιορισμούς, όπου το σύστημα είναι 
γραμμικό, η αντικειμενική συνάρτηση είναι τετραγωνική και οι 
περιορισμοί περιγράφονται από γραμμικές ανισότητες.  

x GPC (Generalized Predictive Control): Προτάθηκε από τον Clarke το 1987  
και η βασική ιδέα είναι ο υπολογισμός της ακολουθίας των μελλοντικών 
δράσεων ελέγχου με τέτοιο τρόπο ώστε να ελαχιστοποιείται μια 
συνάρτηση κόστους ορισμένη πάνω σε έναν ορίζοντα πρόβλεψης. Ο 
δείκτης που βελτιστοποιείται είναι η προσδοκώμενη τετραγωνική 
συνάρτηση που υπολογίζει την απόσταση μεταξύ της προβλεπόμενης 
εξόδου του συστήματος και κάποια ακολουθία αναφοράς πάνω σε ένα 
χρονικό ορίζοντα.  
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Εικόνα- Γενεαλογία των αλγορίθμων του Προβλεπτικού Ελέγχου [31]. 

 
 
Συνοπτικά, ο προβλεπτικός νόμος ελέγχου περιλαμβάνει τις εξής συνιστώσες: 

i. Το νόμο ελέγχου που εξαρτάται από την προβλεπόμενη συμπεριφορά. 
ii. Τα αποτελέσματα εξόδου (προβλέψεις) που υπολογίζονται 

χρησιμοποιώντας ένα μοντέλο διαδικασίας.  
iii. Την τρέχουσα είσοδος, που καθορίζεται βελτιστοποιώντας κάποιο μέτρο 

των προβλεπόμενων επιδόσεων. 
iv. Την είσοδο ελέγχου, που ενημερώνεται σε κάθε στιγμή δειγματοληψίας. 

Αυτός είναι ο ορισμός του ορίζοντα που υποχωρεί [12].  
 
 

 
2.2 Πρόβλημα Βελτιστοποίησης 
 
Ο βέλτιστος έλεγχος (Optimal Control)  είναι μια στρατηγική ελέγχου που 
χρησιμοποιείται στη θεωρία ελέγχου (Control Theory), κατά την οποία 
βελτιστοποιούμε ένα δείκτη κόστους για την επίτευξη της επιθυμητής επίδοσης 
του συστήματος. Ο Προβλεπτικός Έλεγχος αποτελεί μια τεχνική βέλτιστου 
ελέγχου. Αναφορικά, η Γραμμική Τετραγωνική Γκαουσιανή (Linear Quadratic 
Gaussian) αποτελεί επίσης τεχνική βέλτιστου ελέγχου και ουσιαστικά ο 
προβλεπτικός ελεγκτής αποτελεί μια μορφή της, με επιπρόσθετο τον 
πεπερασμένο ορίζοντα πρόβλεψης και τη διαχείριση περιορισμών. Επομένως, ο 
Προβλεπτικός Έλεγχος άπειρου ορίζοντα και χωρίς περιορισμούς είναι η LQG 
[28]. 
 
Ο κατάλληλος αλγόριθμος βελτιστοποίησης που θα χρησιμοποιηθεί για να 
μειώσει τα μελλοντικά λάθη λαμβάνει ύψιστης σημασίας στον Προβλεπτικό 
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Έλεγχο. Παρακάτω θα γίνει η διατύπωση του προβλήματος και έπειτα αναφορά 
στις διάφορες μεθόδους βελτιστοποίησης που χρησιμοποιούνται στο γραμμικό  
προβλεπτικό μοντέλο. 
 
Όπως έχει αναφερθεί ήδη, ο προβλεπτικός ελεγκτής προβλέπει τη μελλοντική 
απόκριση της διεργασίας. Υπολογίζει μια ακολουθία των μελλοντικών 
χειραγωγούμενων μεταβλητών με σκοπό να βελτιστοποιήσει τη μελλοντική 
συμπεριφορά της διεργασίας. Μόνο το πρώτο στοιχείο της ακολουθίας 
στέλνεται στη διεργασία και το πρόβλημα βελτιστοποίησης επαναλαμβάνεται σε 
κάθε διάστημα δειγματοληψίας του ελεγκτή [28].  

 
Η διαδικασία αυτή αποτυπώνεται με μαθηματική μορφή ως εξής, όπου  𝑌 είναι 
η έξοδος της διεργασίας και  𝑢 η είσοδος του ελεγκτή [28]: 

 
𝑌𝑑𝑒𝑠𝑖𝑟𝑒𝑑(𝑡) = 𝑎1𝑢(𝑡 − ℎ) + 𝑎2𝑢(𝑡 − 2ℎ) + ⋯ 
                           +𝑏1𝑦(𝑡 − ℎ) + 𝑏2𝑦(𝑡 − 2ℎ) + ⋯ , 

 
η επιθυμητή συμπεριφορά εισόδου και εξόδου του συστήματος  και  
 

𝑌𝑝𝑟𝑒𝑑𝑖𝑐𝑡𝑒𝑑(𝑡) = 𝑎1′ 𝑢(𝑡 − ℎ) + 𝑎2′ 𝑢(𝑡 − 2ℎ) + ⋯ 

                              +𝑏1′𝑦(𝑡 − ℎ) + 𝑏2′ 𝑦(𝑡 − 2ℎ) + ⋯ , 
 

η προβλεπόμενη μελλοντική συμπεριφορά του συστήματος βασισμένη στην 
παρελθοντική είσοδο και έξοδό του. 
 
Το λάθος μεταξύ της προβλεπόμενης και της επιθυμητής εξόδου υπολογίζεται 
ως 

𝑒(𝑡) = 𝑌𝑝𝑟𝑒𝑑𝑖𝑐𝑡𝑒𝑑(𝑡) − 𝑌𝑑𝑒𝑠𝑖𝑟𝑒𝑑(𝑡). 

 
Εικόνα 4 – Η βασική ιδέα λειτουργίας του MPC. 

Για να προβλεφθεί η υπολογισμένη βελτι- 
στοποιημένη είσοδος χρησιμοποιείται η 
εξίσωση  𝑈𝑜𝑝𝑡𝑖𝑚𝑖𝑧𝑒𝑑(𝑡) = 𝑐𝑒(𝑡). 
 

    Επαναλαμβάνουμε τη διαδικασία για 
    κάθε χρονική στιγμή για να προβλέψουμε  
τατις μελλοντικές εισόδους και εξόδους 
    του συστήματος [28], όπως στη διπλανή      
    εικόνα. 

 



Εισαγωγή στον Προβλεπτικό Έλεγχο 
 

 

18 

 
 

 
Εικόνα 5 – Ροή βελτιστοποίησης του Προβλεπτικού Μοντέλου Ελέγχου. 
 

 
 
 
Γενικότερα,  σκοπός του Προβλεπτικού Ελέγχου είναι η ελαχιστοποίηση της 
συνάρτησης κόστους, της μορφής 
 

𝐽 = 𝑥′𝑄𝑥 + 𝑢′𝑅𝑢. 
 

Υπάρχουν διαφορετικές τεχνικές βελτιστοποίησης που χρησιμοποιούνται από 
τον Προβλεπτικό Έλεγχο. Συνήθως το πρόβλημα βελτιστοποίησης μπορεί να 
αντιμετωπιστεί ως τετραγωνικό ή γραμμικό πρόβλημα, αν το κριτήριο απόδοσης 
εκφράζεται ως τετραγωνικό ή γραμμικό αντίστοιχα [28]. Παρουσιάζονται οι 
διαθέσιμες επιλυτές: 
 

i. Γραμμικός Προγραμματισμός (Linear Programming). 
 

ii. Αλγεβρική Μέθοδος. Καθώς το αρχικό πρόβλημα βελτιστοποίησης με το 
οποίο ασχολείται η συγκεκριμένη διπλωματική ανήκει σ’ αυτή τη μέθοδο, 
θα γίνει λεπτομερής ανάλυσή της στο επόμενο κεφάλαιο.   
 

iii. Τετραγωνικός Προγραμματισμός (Quadratic Programming). Έχει 
αποδειχθεί [1, 2, 28]  πως ο Γραμμικός Προβλεπτικός Ελεγκτής μπορεί να 

      Ορίζουμε τη μελλοντική υπολειμματική συνάρ- 
Τη τηση του συστήματος για να ελαχιστοποιήσουμε        
     την απόκλιση της προβλεπόμενης εξόδου του   
     συστήματος από την επιθυμητή του συμπεριφορά    

𝑅𝑒𝑠𝑖𝑑𝑢𝑎𝑙 = 𝑒2(𝑡 + 𝑖ℎ),   𝑖 = 0,1,… , 𝑛. 
 
 
     Ψάχνουμε τις μελλοντικές εισόδους που θα  
    ελαχιστοποιήσουν την εξίσωση (). Η βελτιστοποι- 
     ημένη είσοδος  𝑈𝑜𝑝𝑡𝑖𝑚𝑖𝑧𝑒𝑑  είναι ορισμένη, εφόσον έχει                           
ο   έχει ορισθεί η τιμή του  𝑐. 
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τεθεί σαν πρόβλημα τετραγωνικού προγραμματισμού.  Καθώς αυτός ο 
μετασχηματισμός αποτελεί έναν από τα αντικείμενα μελέτης της 
συγκεκριμένης διπλωματικής εργασίας, παρακάτω θα γίνει εκτενής 
περιγραφή του. 
 

iv. Πολύ-παραμετρικός Τετραγωνικός Προγραμματισμός. Με τη χρήση 
αυτής της μεθόδου εξασφαλίζεται η αποφυγή της επαναληπτικής 
βελτιστοποίησης πραγματικού χρόνου, που είναι ο στόχος της παρούσας 
εργασίας. Οπότε, όπως είναι κατανοητό, θα αναφερθεί λεπτομερώς στη 
συνέχεια.  

 
 

 
2.3 Βιβλιογραφική ανασκόπηση 
 
Στον τομέα της Μηχανικής Ελέγχου ο Προβλεπτικός Έλεγχος έχει μακρά ιστορία. 
Οι ερευνητές στη βιομηχανία καθώς και στην ακαδημαϊκή κοινότητα δείχνουν 
ένα συνεχές ενδιαφέρον στο συγκριμένο κλάδο. 
 
Οι πρώτες αναφορές στην έννοια του Προβλεπτικού Ελέγχου συναντώνται το 
1962, όταν αναγνωρίστηκαν για πρώτη φορά από τους Zadeh και Whalen οι 
συνδέσεις μεταξύ των βέλτιστων προβλημάτων ελέγχου ελαχίστου χρόνου και 
του γραμμικού προγραμματισμού. Το 1963 ο Propoi πρότεινε την προσέγγιση 
του κυλιόμενου ορίζοντα και το 1982 o Gutman επανεξέτασε στη διατριβή του 
όλη την εκτεταμένη έρευνα που είχε γίνει για τον κυλιόμενο ορίζοντα κατά τη 
δεκαετία του 1970. Η σύνδεση αυτής της δουλειάς και του Προβλεπτικού 
Ελέγχου ανακαλύφθηκε από τους Chang και Seborg το 1983 [10]. 
 
Οι επόμενες αναφορές χρονολογούνται στα τέλη της δεκαετίας του 1970. Πιο 
συγκεκριμένα, το 1978 και το 1979 δημοσιεύτηκαν μια σειρά από άρθρα από τον 
Richalet και κάποιους μηχανικούς της Shell (Cutler και  Ramaker, Prett και 
Gillette) που περιέγραφαν την επιτυχημένη εφαρμογή  του σε υγρό καταλυτικής 
πυρόλυσης.  Και στις δυο περιπτώσεις ο αλγόριθμος χρησιμοποιεί το δυναμικό 
μοντέλο του συστήματος σε κλειστή μορφή για να προβλέψει το αποτέλεσμα 
των μελλοντικών δράσεων των χειραγωγούμενων μεταβλητών στην έξοδο. Η 
προσέγγιση της σχεδίασης του προβλεπτικού ελέγχου των Cutler και  Ramaker 
(1979) στηρίχθηκε σε μοντέλα πεπερασμένης κρουστικής απόκρισης (FIR) και 
βηματικής απόκρισης που περιείχαν έλεγχο δυναμικών πινάκων (DMC). Ενώ η 
συγκεκριμένη μέθοδος σχεδίασης ήταν πολύ ελκυστική στους μηχανικούς καθώς 
έδινε λεπτομερή περιγραφή της χρονικής καθυστέρησης της διεργασίας, του 



Εισαγωγή στον Προβλεπτικό Έλεγχο 
 

 

20 

χρόνου απόκρισης και του κέρδους, έβρισκε εφαρμογή μόνο σε σταθερές  
διεργασίες [9, 10, 14]. 
 
Από τη δεκαετία του 1980 στις Βιομηχανίες Χημικών Διεργασιών και στα 
διυλιστήρια πετρελαίου αυξάνει σταθερά τη δημοτικότητά του. Το 1982 ο Mehra 
εξέτασε ένα μεγάλο αριθμό εφαρμογών του, όπως στον υπερθερμαντήρα, μια  
γεννήτρια ατμού. Το 1984 ο Peterka παρουσίασε τον αλγόριθμό του που 
περιέγραφε τον προβλεπτικό έλεγχο βασισμένο στο μοντέλο της συνάρτησης 
μεταφοράς. Η προσέγγιση αυτή είναι εφαρμόσιμη σε σταθερές και μη σταθερές 
διεργασίες, όμως δεν είναι πολύ αποτελεσματική στη διαχείριση πολύ-
μεταβλητών διεργασιών [14].  Εκπρόσωπος του προβλεπτικού ελέγχου 
βασισμένο στο μοντέλο της συνάρτησης μεταφοράς αποτελεί και ο αλγόριθμος 
γενικευμένου προβλεπτικού ελέγχου (GPC) του Clarke (1987). 
 
 Τα τελευταία χρόνια [14, 16] χρησιμοποιείται όλο και περισσότερο η σχεδίαση 
του Προβλεπτικού Ελέγχου που χρησιμοποιεί μεθόδους σχεδίασης του χώρου 
κατάστασης (Ricker, 1991, Rawlings, 2000, Maciejowski, 2002). Τέλος, στις μέρες 
μας ο Προβλεπτικός Έλεγχος βρίσκει πολύ μεγάλη εφαρμογή στα συστήματα 
ενέργειας και στα συστήματα με γρήγορη δυναμική, όπως τα αεροπλάνα, οι 
δορυφόροι και η ρομποτική [28].  

 
 
 

 
2.4 Προβλεπτικός Έλεγχος και καθημερινότητα 
 
Ο Προβλεπτικός Έλεγχος απεικονίζει την ανθρώπινη συμπεριφορά, σύμφωνα με 
την οποία οι άνθρωποι επιθυμούν να οδηγηθούν στο καλύτερο προβλεπόμενο 
αποτέλεσμα σε συγκεκριμένο χρόνο με βάση τις πληροφορίες που έχουν [12]. 
Για να γίνει πιο κατανοητή η βασική ιδέα που χρησιμοποιείται στον Προβλεπτικό 
Έλεγχο θα δοθεί το επόμενο παραδείγματα από την καθημερινή μας ζωή. 
 
 Όταν θέλουμε να διασχίσουμε ένα δρόμο δε μας αρκεί μόνο να γνωρίζουμε ότι 
εκείνη τη στιγμή δεν υπάρχουν αμάξια πάνω σ’ αυτόν, ανάμεσα σε μας και στην 
απέναντι πλευρά. Πρέπει να ελέγξουμε εάν υπάρχουν αμάξια στο δρόμο σε 
κάποια απόσταση από εμάς, τα οποία θα περάσουν από μπροστά μας σύντομα. 
Ο έλεγχος που πραγματοποιούμε εξετάζει το δρόμο αρκετά μέτρα μπροστά έτσι 
ώστε να προληφθεί κάθε πιθανός κίνδυνος. Σε αυτό το σημείο, αυτό που 
κάνουμε στην ουσία είναι μια πρόβλεψη σχετικά με το αν θα χτυπηθούμε από 
αμάξι οποιαδήποτε στιγμή διασχίζοντας το δρόμο. Αν η πρόβλεψή μας έχει 
θετική απάντηση, δηλαδή αν προβλέψουμε ότι θα χτυπηθούμε από κάποιο 
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διερχόμενο αμάξι τότε περιμένουμε στο πεζοδρόμιο. Αν η πρόβλεψή μας έχει 
αρνητική απάντηση, τότε διασχίζουμε κανονικά το δρόμο. Καθώς όμως 
διασχίζουμε το δρόμο, το κομμάτι του δρόμου εντός της όρασής μας κινείται 
μαζί μας, ώστε να μπορούμε πάντα να βλέπουμε τα επόμενα μέτρα του δρόμου 
μπροστά μας. Το όριο της όρασής μας (δηλαδή πόσα μέτρα έχουμε τη 
δυνατότητα να δούμε από το σημείο που βρισκόμαστε μπροστά στο δρόμο για 
να γίνει ο απαιτούμενος έλεγχος)  συνέχεια προχωράει μπροστά με την ίδια 
ταχύτητα με την οποία προχωράμε και εμείς στο δρόμο. Παρόλα αυτά, καθ’ όλη 
τη διάρκεια που διασχίζουμε το δρόμο, συνεχίζουμε να ελέγχουμε και να 
συλλέγουμε πληροφορίες από το μακρινό ορίζοντα, με βάση τις οποίες  
ενημερώνουμε τις προβλέψεις μας και κατά συνέπεια τις κινήσεις μας πάνω στο 
δρόμο. Κάθε νέα πληροφορία που συλλέγουμε τροποποιεί τις αποφάσεις μας 
και με τον τρόπο αυτό, αν χρειαστεί αλλάζουμε την πορεία μας κατά μήκος του 
δρόμου [12].  

 
 

2.5 Πλεονεκτήματα  
 
Ο Προβλεπτικός Έλεγχος έχει την ικανότητα να παρουσιάζει βέλτιστη 
συμπεριφορά και ικανοποίηση των περιορισμών του συστήματος, λόγω του ότι  
η αντικειμενική συνάρτηση και οι περιορισμοί ρυθμίζονται για να εκφράζουν 
πραγματικούς στόχους απόδοσης [1, 2]. 
 
Επίσης, σε αντίθεση με τους υπόλοιπους νόμους ελέγχου που δεν εξετάζουν 
καθόλου τις μελλοντικές δράσεις ελέγχου [12], υπολογίζει τις προβλέψεις της 
συμπεριφοράς του συστήματος πάνω σε κάποιο χρονικό ορίζοντα. Οι 
αναλογικοί-ολοκληρωτικοί-διαφορικοί ελεγκτές  και οι Γραμμικοί Τετραγωνικοί 
Ρυθμιστές (LQR) δεν έχουν την προβλεπτική ικανότητα του Προβλεπτικού 
Μοντέλου Ελέγχου. 
 
Παρακάτω παρουσιάζονται οι λόγοι για τους οποίους οι μέθοδοι σχεδιασμού 
του είναι πολύ ελκυστικοί τόσο στη βιομηχανία όσο και σε ακαδημαϊκούς :  
¾ Η διαμόρφωση του σχεδιασμού. Χρησιμοποιείται ένα πολύ-μεταβλητό 
σύστημα, στο οποίο οι παράμετροί του σχετίζονται με μηχανικές πτυχές του 
συστήματος. Αυτό έχει σαν αποτέλεσμα να είναι πιο κατανοητό και να μπορεί να 
ρυθμιστεί από μηχανικούς.  
¾ Ο χειρισμός τόσο χαλαρών (soft constraints) όσο και αυστηρών περιορισμών 
(hard constraints) του πολύ-μεταβλητού συστήματος. Η συγκεκριμένη ικανότητα 
του μοντέλου είναι ιδιαίτερα ελκυστική σε βιομηχανίες στις οποίες υπάρχει 
στενό περιθώριο κέρδους και όρια στη διαδικασία της διεργασίας.  
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¾ Η διαδικασία βελτιστοποίησης, η οποία πραγματοποιείται σε πραγματικό 
χρόνο. 
¾ Η απλοϊκή σχεδίαση του συστήματος, παρά το γεγονός ότι γίνεται χειρισμός 
σύνθετων προβλημάτων [11]. 
¾ Δεν περιορίζεται μόνο στη σταθερή κατάσταση ή στα διακριτού χρόνου 
δυναμικά συστήματα. 
¾ Η αντιμετώπιση των μη προβλέψιμων αβεβαιοτήτων παράγουν έναν ελεγκτή 
με ανάδραση κλειστού βρόχου.  
¾ Μπορεί να διαχειρίζεται την ύπαρξη ευρωστία στα συστήματα.  
¾ Ο νόμος ελέγχου κλειστής μορφής έχει σχεδιαστεί και για υβριδικά 
συστήματα [1].  
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ΚΕΦΑΛΑΙΟ 3                                                                                  
 
Πλαίσιο σχεδίασης του Προβλεπτικού Ελέγχου 
  
3.1 Εισαγωγή 

 
Η διατύπωση του μαθηματικού μοντέλου αποτελεί το πρώτο βήμα στη σχεδίαση 
του ελεγκτή, στο οποίο θα χρησιμοποιηθούν οι πίνακες  (𝐴𝑎𝑢𝑔, 𝐵𝑎𝑢𝑔𝐶𝑎𝑢𝑔). 
Έπειτα πρέπει να υπολογιστεί η προβλεπόμενη έξοδος της διεργασίας με το 
μελλοντικό σήμα ελέγχου  𝛥𝑈  σαν ρυθμιζόμενη μεταβλητή. Το επόμενο στάδιο 
περιλαμβάνει το σύστημα του προβλεπτικού ελέγχου να φέρει την 
προβλεπόμενη έξοδο όσο το δυνατόν πιο κοντά στο επιθυμητό δοθέν σήμα 
αναφοράς. Στόχος είναι να βρεθεί το καλύτερο διάνυσμα ελέγχου 𝛥𝑈, τέτοιο 
ώστε η συνάρτηση λάθους μεταξύ του σημείου αναφοράς και της 
προβλεπόμενης εξόδου να ελαχιστοποιείται [14, 15].  
 
Έχοντας υπολογίσει τη βέλτιστη τροχιά ελέγχου 𝛥𝑈, η οποία περιέχει όλες τις 
τιμές του ελέγχου εντός του ορίζοντα ελέγχου, εφαρμόζουμε μόνο το πρώτο 
δείγμα της ακολουθίας και αγνοούμε τα υπόλοιπα. Αυτό συμβαίνει επειδή ο 
Προβλεπτικός Έλεγχος στηρίζεται στην αρχή του κυλιόμενου ορίζοντα [1, 2, 14]. 
 
3.2 Μοντέλο στο χώρο κατάστασης 
 
Εξαιρετική σημασία στο αρχικό στάδιο της σχεδίασης του ελεγκτή έχει το 
μοντέλο το οποίο περιγράφει τη δυναμική του συστήματος, διότι τα συστήματα 
του προβλεπτικού ελεγκτή σχεδιάζονται με βάση το μαθηματικό μοντέλου της 
διεργασίας. Μια καλή επιλογή του δυναμικού μοντέλου θα μας οδηγήσει σε 
ακριβής πρόβλεψη του μέλλοντος [12, 14].  
 
Το μοντέλο που θα χρησιμοποιήσουμε στη σχεδίαση των συστημάτων ελέγχου 
είναι το μοντέλο του χώρου κατάστασης. Χρησιμοποιώντας το μοντέλο του 
χώρου κατάστασης, οι τρέχουσες πληροφορίες που απαιτούνται για την 
πρόβλεψη αναπαρίστανται από τις μεταβλητές κατάστασης την τρέχουσα στιγμή 
[14].   
 
Η διεργασία ενός συστήματος μιας εισόδου και μιας εξόδου περιγράφεται ως 
εξής, σύμφωνα με [14]:  
  



Πλαίσιο σχεδίασης του Προβλεπτικού Μοντέλου Ελέγχου 
 

 

24 

𝑥𝑚(𝑘 + 1) = 𝐴𝑚𝑥𝑚(𝑘) + 𝐵𝑚𝑢(𝑘) (3.1) 
           𝑦(𝑘) = 𝐶𝑚𝑥𝑚(𝑘), (3.2) 
                                    

 
όπου το  𝑢 αποτελεί τη μεταβλητή εισόδου (ή χειραγωγούμενη μεταβλητή), το  𝑦 
τη μεταβλητή εξόδου και το  𝑥𝑚 το διάνυσμα της μεταβλητής κατάστασης. 
Καθώς η είσοδός μας είναι το  𝑢(𝑘) θα πρέπει να προσαρμόσουμε το μοντέλο 
μας ώστε να περιγράφεται από το  𝛥𝑢(𝑘). 
Έτσι από τη σχέση (3.1) έχουμε 
 

𝑥𝑚(𝑘 + 1) − 𝑥𝑚(𝑘) = 𝐴𝑚(𝑥𝑚(𝑘) − 𝑥𝑚(𝑘 − 1)) + 𝐵𝑚(𝑢(𝑘) − 𝑢(𝑘 − 1)) ⇔ 
𝛥𝑥𝑚(𝑘 + 1) = 𝐴𝑚𝛥𝑥𝑚(𝑘) + 𝐵𝑚𝛥𝑢(𝑘), (3.3) 

 
όπου 
 
𝛥𝑥𝑚(𝑘 + 1) = 𝑥𝑚(𝑘 + 1) − 𝑥𝑚(𝑘), 

𝛥𝑥𝑚(𝑘) = 𝑥𝑚(𝑘) − 𝑥𝑚(𝑘 − 1), 
𝛥𝑢(𝑘) = 𝑢(𝑘) − 𝑢(𝑘 − 1). 

 
Με παρόμοιο τρόπο και χρησιμοποιώντας τη σχέση (3.2) έχουμε 
 
𝑦(𝑘 + 1) − 𝑦(𝑘) = 𝐶𝑚(𝑥𝑚(𝑘 + 1) − 𝑥𝑚(𝑘)) = 𝐶𝑚𝛥𝑥𝑚(𝑘 + 1) 

                                = 𝐶𝑚𝐴𝑚𝛥𝑥𝑚(𝑘) + 𝐶𝑚𝐵𝑚𝛥𝑢(𝑘). (3.4) 
 
Ορίζοντας ένα νέο διάνυσμα της μεταβλητής κατάστασης 𝑥(𝑘) =
[𝛥𝑥𝑚(𝑘)𝑇  𝑦(𝑘)]𝑇, και γράφοντας τις μαζί τις σχέσεις (3.3) και (3.4) καταλήγουμε 
στη παρακάτω μορφή του μοντέλου του χώρου κατάστασης: 
 

[
𝛥𝑥𝑚(𝑘 + 1)
𝑦(𝑘 + 1) ] = [

𝐴𝑚 0𝑚𝑇
𝐶𝑚𝐴𝑚 1 ] [

𝛥𝑥𝑚(𝑘)
𝑦(𝑘) ] + [

𝐵𝑚
𝐶𝑚𝐵𝑚

]𝛥𝑢(𝑘) 

                                      𝑦(𝑘) = [0𝑚 1] [
𝛥𝑥𝑚(𝑘)
𝑦(𝑘) ], (3.5) 

 

όπου 𝐴𝑎𝑢𝑔 = [
𝐴𝑚 0𝑚𝑇
𝐶𝑚𝐴𝑚 1 ] , 𝐵𝑎𝑢𝑔 = [

𝐵𝑚
𝐶𝑚𝐵𝑚

] , 𝐶𝑎𝑢𝑔 = [0𝑚 1]  αποτελούν το 

επαυξημένο μοντέλο του συστήματος. 
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3.3 Πρόβλεψη των μεταβλητών κατάστασης και εξόδου 
 
Η μελλοντική τροχιά ελέγχου συμβολίζεται [14] με τη μορφή διανύσματος ως 
 

𝛥𝑈 = [𝛥𝑢(𝑘𝑖) 𝛥𝑢(𝑘𝑖 + 1)…𝛥𝑢(𝑘𝑖 + 𝑁𝑐 − 1)]𝛵, (3.6) 
 
όπου το  𝑁𝑐  ονομάζεται ορίζοντας ελέγχου και δηλώνει τον αριθμό των 
παραμέτρων που χρησιμοποιήθηκαν για να καταγράψουν τη μελλοντική τροχιά 
ελέγχου.  
 
Ορίζουμε τις μελλοντικές μεταβλητές κατάστασης και εξόδου αντίστοιχα ως 
 

𝑥(𝑘𝑖 + 1|𝑘𝑖), 𝑥(𝑘𝑖 + 2|𝑘𝑖), … , 𝑥(𝑘𝑖 + 𝑚|𝑘𝑖), … , 𝑥(𝑘𝑖 + 𝑁𝑝|𝑘𝑖), (3.7) 
𝑦(𝑘𝑖 + 1|𝑘𝑖), 𝑦(𝑘𝑖 + 2|𝑘𝑖), … , 𝑦(𝑘𝑖 + 𝑚|𝑘𝑖), … , 𝑦(𝑘𝑖 + 𝑁𝑝|𝑘𝑖), (3.8) 

 
όπου το  𝑁𝑃  ονομάζεται ορίζοντας πρόβλεψης και δηλώνει πόσο μακριά 
θέλουμε να προβλεφθεί το μέλλον και ισχύει πως  𝑁𝑐 ≤ 𝑁𝑃 , το  𝑥(𝑘𝑖 + 𝑚|𝑘𝑖) 
είναι η προβλεπόμενη μεταβλητή κατάστασης τη χρονική στιγμή  𝑘𝑖 + 𝑚 με την 
τρέχουσα πληροφορία 𝑥(𝑘𝑖).  
 
Χρησιμοποιώντας το επαυξημένο μοντέλο (3.5) οι μελλοντικές μεταβλητές 
κατάστασης περιγράφονται ως: 
 
𝑥(𝑘𝑖 + 1|𝑘𝑖) = 𝐴𝑎𝑢𝑔𝑥(𝑘𝑖) + 𝐵𝑎𝑢𝑔𝛥𝑢(𝑘𝑖) 
𝑥(𝑘𝑖 + 2|𝑘𝑖) = 𝐴𝑎𝑢𝑔𝑥(𝑘𝑖 + 1|𝑘𝑖) + 𝐵𝑎𝑢𝑔𝛥𝑢(𝑘𝑖 + 1) 

                        = 𝐴𝑎𝑢𝑔2𝑥(𝑘𝑖) + 𝐴𝑎𝑢𝑔𝐵𝑎𝑢𝑔𝛥𝑢(𝑘𝑖) + 𝐵𝑎𝑢𝑔𝛥𝑢(𝑘𝑖 + 1) 
                         ⋮ 
𝑥(𝑘𝑖 + 𝑁𝑝|𝑘𝑖) = 𝐴𝑎𝑢𝑔𝑁𝑝𝑥(𝑘𝑖) + 𝐴𝑎𝑢𝑔𝑁𝑝−1𝐵𝑎𝑢𝑔𝛥𝑢(𝑘𝑖) + 𝐴𝑎𝑢𝑔𝑁𝑝−2𝐵𝑎𝑢𝑔𝛥𝑢(𝑘𝑖 + 1) 

                           +⋯+ 𝐴𝑎𝑢𝑔𝑁𝑝−𝑁𝑐 𝐵𝑎𝑢𝑔𝛥𝑢(𝑘𝑖 + 𝑁𝑐 − 1). 
 
Παρόμοια, οι μελλοντικές μεταβλητές εξόδου περιγράφονται ως: 
 
𝑦(𝑘𝑖 + 1|𝑘𝑖) = 𝐶𝑎𝑢𝑔𝐴𝑎𝑢𝑔𝑥(𝑘𝑖) + 𝐶𝑎𝑢𝑔𝐵𝑎𝑢𝑔𝛥𝑢(𝑘𝑖) (3.9) 
𝑦(𝑘𝑖 + 2|𝑘𝑖) = 𝐶𝑎𝑢𝑔𝐴𝑎𝑢𝑔𝑥(𝑘𝑖 + 1|𝑘𝑖) + 𝐶𝑎𝑢𝑔𝐵𝑎𝑢𝑔𝛥𝑢(𝑘𝑖 + 1) 

                        = 𝐶𝑎𝑢𝑔𝐴𝑎𝑢𝑔2𝑥(𝑘𝑖) + 𝐶𝑎𝑢𝑔𝐴𝑎𝑢𝑔𝐵𝑎𝑢𝑔𝛥𝑢(𝑘𝑖) + 𝐶𝑎𝑢𝑔𝐵𝑎𝑢𝑔𝛥𝑢(𝑘𝑖 + 1) 
                          ⋮ 
𝑦(𝑘𝑖 + 𝑁𝑝|𝑘𝑖) = 𝐶𝑎𝑢𝑔𝐴𝑎𝑢𝑔𝑁𝑝𝑥(𝑘𝑖) + 𝐶𝑎𝑢𝑔𝐴𝑎𝑢𝑔𝑁𝑝−1𝐵𝑎𝑢𝑔𝛥𝑢(𝑘𝑖) 
                     +𝐶𝑎𝑢𝑔𝐴𝑎𝑢𝑔𝑁𝑝−2𝐵𝑎𝑢𝑔𝛥𝑢(𝑘𝑖 + 1) +⋯ 

                      +𝐶𝑎𝑢𝑔𝐴𝑎𝑢𝑔𝑁𝑝−𝑁𝑐 𝐵𝑎𝑢𝑔𝛥𝑢(𝑘𝑖 + 𝑁𝑐 − 1). (3.10) 
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Ορίζουμε το διάνυσμα 
 

𝛶 = [𝑦(𝑘𝑖 + 1|𝑘𝑖)   𝑦(𝑘𝑖 + 2|𝑘𝑖)…𝑦(𝑘𝑖 + 𝑁𝑝|𝑘𝑖)]
𝛵, 

 
και γράφουμε μαζί τις σχέσεις (3.9) και (3.10) σε μητρωηδή μορφή  
 

𝛶 = 𝐹𝑥(𝑘𝑖) + 𝛷𝛥𝑈, (3.11) 
όπου  
 

𝐹 =

[
 
 
 
 
 
𝐶𝑎𝑢𝑔𝐴𝑎𝑢𝑔
𝐶𝑎𝑢𝑔𝐴𝑎𝑢𝑔2

𝐶𝑎𝑢𝑔𝐴𝑎𝑢𝑔3

⋮
𝐶𝑎𝑢𝑔𝐴𝑎𝑢𝑔

𝑁𝑝
]
 
 
 
 
 

 𝜅𝛼𝜄 

 

 𝛷 =

[
 
 
 
 
 

𝐶𝑎𝑢𝑔𝐵𝑎𝑢𝑔 0 0 … 0
𝐶𝑎𝑢𝑔𝐴𝑎𝑢𝑔𝐵𝑎𝑢𝑔 𝐶𝑎𝑢𝑔𝐵𝑎𝑢𝑔 0 … 0
𝐶𝑎𝑢𝑔𝐴𝑎𝑢𝑔2𝐵𝑎𝑢𝑔 𝐶𝑎𝑢𝑔𝐴𝑎𝑢𝑔𝐵𝑎𝑢𝑔 𝐶𝑎𝑢𝑔𝐵𝑎𝑢𝑔 … 0

⋮
𝐶𝑎𝑢𝑔𝐴𝑎𝑢𝑔

𝑁𝑝−1𝐵𝑎𝑢𝑔 𝐶𝑎𝑢𝑔𝐴𝑎𝑢𝑔
𝑁𝑝−2𝐵𝑎𝑢𝑔 𝐶𝑎𝑢𝑔𝐴𝑎𝑢𝑔

𝑁𝑝−3𝐵𝑎𝑢𝑔 … 𝐶𝑎𝑢𝑔𝐴𝑎𝑢𝑔
𝑁𝑝−𝑁𝑐 𝐵𝑎𝑢𝑔]

 
 
 
 
 

. 

 
 
 
                   

3.4 Βελτιστοποίηση 
 
Η συνάρτηση κόστους  𝐽 σχετίζεται με την ελαχιστοποίηση των λαθών μεταξύ 
του επιθυμητού σήματος αναφοράς  𝑅𝑠  και της προβλεπόμενης εξόδου και 
ορίζεται [14] με την παρακάτω σχέση: 
 

𝐽 = (𝑅𝑠 − 𝑌)𝑇(𝑅𝑠 − 𝑌) + 𝛥𝑈𝑇𝑅̅𝛥𝑈, (3.12) 
 
όπου  
 
𝑅𝑠𝛵 = [1 1 … 1]𝑟(𝑘𝑖), 

 
και το μέγεθος του  𝑟(𝑘𝑖) ισούται με τον ορίζοντα πρόβλεψης  𝑁𝑃 . Μπορούμε να 
ορίσουμε το σήμα αναφοράς με την ισοδύναμη σχέση 
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𝑅𝑠 = [1 1 …1]𝛵𝑟(𝑘𝑖) = 𝑅̅𝑠𝑟(𝑘𝑖). (3.13) 
 
 
Αντικαθιστούμε τη σχέση του 𝛶 (3.11) στη σχέση (3.12) και καταλήγουμε πως η 
συνάρτηση κόστους εκφράζεται ως 
 
𝐽 = (𝑅𝑠 − 𝐹𝑥(𝑘𝑖))

𝑇
(𝑅𝑠 − 𝐹𝑥(𝑘𝑖)) − 2𝛥𝑈𝑇𝛷𝛵(𝑅𝑠 − 𝐹𝑥(𝑘𝑖)) 

   +𝛥𝑈𝑇(𝛷𝛵𝛷 + 𝑅̅)𝛥𝑈. (3.14) 
 
Βρίσκουμε την πρώτη παράγωγο της συνάρτησης κόστους (3.14), την οποία τη 
μηδενίζουμε καθώς είναι απαραίτητη συνθήκη για να βρούμε το ελάχιστο του 𝐽, 
από την οποία θα οδηγηθούμε στη βέλτιστη λύση του διανύσματος  𝛥𝑈. 
 

𝜕𝐽
𝜕𝛥𝑈

= −2𝛷𝛵(𝑅𝑠 − 𝐹𝑥(𝑘𝑖)) + 2(𝛷𝛵𝛷 + 𝑅̅)𝛥𝑈 (3.15) 

𝜕𝐽
𝜕𝛥𝑈

= 0 ⇔ 𝛥𝑈 = (𝛷𝛵𝛷 + 𝑅̅)−1𝛷𝛵(𝑅𝑠 − 𝐹𝑥(𝑘𝑖)). (3.16) 

  
Τέλος, αντικαθιστώντας τη σχέση (3.13) στη σχέση (3.16) αποκτούμε τη βέλτιστη 
λύση 𝛥𝑈: 
 

𝛥𝑈 = (𝛷𝛵𝛷 + 𝑅̅)−1𝛷𝛵(𝑅̅𝑠𝑟(𝑘𝑖) − 𝐹𝑥(𝑘𝑖)). (3.17) 
 
 
 
3.5 Κέρδος ανάδρασης κατάστασης 
 
Γράφοντας τη σχέση (3.17) με την ισοδύναμη μορφή 

 
𝛥𝑈 = (𝛷𝛵𝛷 + 𝑅̅)−1(𝛷𝛵𝑅̅𝑠𝑟(𝑘𝑖) − 𝛷𝛵𝐹𝑥(𝑘𝑖)), (3.18) 

 
και εφαρμόζοντας την αρχή του κυλιόμενου ορίζοντα, δηλαδή ότι εφαρμόζουμε 
μόνο το πρώτο στοιχείο της  𝛥𝑈  τη χρονική στιγμή 𝑘𝑖  σαν είσοδο, θέλουμε να 
ορίσουμε το κέρδος ανάδρασης κατάστασης 𝐾𝑚𝑝𝑐, επαναδιατυπώνουμε τη 
σχέση (3.18) 
 

𝛥𝑈 = [1  0  … 0𝑁𝑐](𝛷
𝛵𝛷 + 𝑅̅)−1(𝛷𝛵𝑅̅𝑠𝑟(𝑘𝑖) − 𝛷𝛵𝐹𝑥(𝑘𝑖)) 

                           =  𝐾𝑦𝑟(𝑘𝑖) − 𝐾𝑚𝑝𝑐𝑥(𝑘𝑖), (3.19) 
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όπου  𝐾𝑦  είναι το πρώτο στοιχείο του πρώτου μέλους της σχέσης (3.19), 
 (𝛷𝛵𝛷 + 𝑅̅)−1𝛷𝛵𝑅̅𝑠𝑟(𝑘𝑖)  που αντιστοιχεί στη μεταβολή του σημείου αναφοράς 
και  𝐾𝑚𝑝𝑐 είναι η πρώτη στήλη του δεύτερου μέλους της σχέσης (3.19),  
(𝛷𝛵𝛷 + 𝑅̅)−1𝛷𝛵𝐹𝑥(𝑘𝑖) που αντιστοιχεί στον έλεγχο ανάδρασης κατάστασης.  
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ΚΕΦΑΛΑΙΟ 4                                                                                  
 

Γραμμικός Προβλεπτικός Έλεγχος μέσω Πολύ-
παραμετρικού Προγραμματισμού 

 
4.1 Εισαγωγή 

 
 

Ο Προβλεπτικός Έλεγχος βρίσκει την ακολουθία των δράσεων ελέγχου πάνω σε 
ένα μελλοντικό χρονικό ορίζοντα, η οποία επιδιώκει να βελτιστοποιήσει την 
απόδοση του ελεγκτή βασισμένη στις καταστάσεις του συστήματος που έχουν 
προβλεφθεί. Η τεράστια απαιτούμενη υπολογιστική ισχύς πραγματικού χρόνου 
που απαιτείται για τη λύση του προβλήματος βελτιστοποίησης, που 
επαναλαμβάνεται ανά τακτά χρονικά διαστήματα σε πραγματικό χρόνο, 
περιορίζει την εφαρμογή της σε προβλήματα αργά και/ή μικρά [1, 2, 4, 5]. Ο 
τρόπος για να αποφευχθούν αυτοί οι επαναληπτικοί υπολογισμοί σε πραγματικό 
χρόνο, είναι η χρήση τεχνικών πολύ-παραμετρικού προγραμματισμού για την 
επίλυση του προβλήματος βελτιστοποίησης.  
 
Η αναδιατύπωση του προβλήματος βελτιστοποίησης που χρησιμοποιεί ο 
προβλεπτικός ελεγκτής σε πολύ-παραμετρικό τετραγωνικό πρόβλημα, αποτελεί 
το αντικείμενο μελέτης του κεφαλαίου.    
 
 
 
4.2 Πολύ-παραμετρικός Προγραμματισμός 
 
4.2.1 Εισαγωγή  
 
Στον προγραμματισμό οι μεταβολές των παραμέτρων/μεταβλητών 
χαρακτηρίζονται από τον παραμετρικό προγραμματισμό, ο οποίος επιδιώκει το 
χαρακτηρισμό της λύσης για το πλήρες εύρος των τιμών των παραμέτρων. Τα 
προγράμματα που εξαρτώνται μόνο από μια μεταβλητή αναφέρονται ως 
παραμετρικά προγράμματα (parametric programs), ενώ εκείνα που εξαρτώνται 
από διάνυσμα παραμέτρων ως πολύ-παραμετρικά προγράμματα (multi-
parametric programs) [1, 2, 6, 17, 18].  
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Ο πολύ-παραμετρικός τετραγωνικός προγραμματισμός είναι μια μέθοδος 
βελτιστοποίησης που χρησιμοποιείται από το Γραμμικό Προβλεπτικό Έλεγχο. 
Αποτελεί μια τεχνική λύσης του προβλήματος βελτιστοποίησης, 
ελαχιστοποιώντας ένα τετραγωνικό κριτήριο συμπεριφοράς που υπόκεινται σε 
περιορισμούς και όπου μερικές από τις παραμέτρους μπορούν να ποικίλλουν 
μεταξύ καθορισμένων κάτω και άνω ορίων. Η ικανότητά του να εξασφαλίζει, 
τόσο τις μεταβλητές βελτιστοποίησης σαν συναρτήσεις των μεταβαλλόμενων 
μεταβλητών, όσο και τις περιοχές στο χώρο των παραμέτρων όπου οι 
συναρτήσεις αυτές ισχύουν, αποτελούν τα κυριότερα χαρακτηριστικά του [1, 2, 
4, 5, 17].  
 
 
4.2.2 Εφαρμογή στον Προβλεπτικό Έλεγχο 
 
Με τη χρήση των τεχνικών πολύ-παραμετρικού προγραμματισμού μεταφέρονται 
όλοι οι απαραίτητοι υπολογισμοί για την εφαρμογή του Προβλεπτικού Ελέγχου 
σε μη πραγματικό χρόνο, ώστε να αποφύγουμε τους επαναλαμβανόμενους 
υπολογισμούς πραγματικού χρόνου [1, 2, 4, 5]. Η βασική ιδέα είναι να λυθούν σε 
μη-πραγματικό χρόνο όλα τα πιθανά τετραγωνικά προβλήματα 
προγραμματισμού τα οποία μπορεί να προκύψουν σε πραγματικό χρόνο [19]. 
Μετατρέποντας το αρχικό πρόβλημα βελτιστοποίησης σε πολύ-παραμετρικό 
πρόγραμμα, οι παράμετροι ελέγχου παρουσιάζονται σαν συναρτήσεις κλειστής 
μορφής των διανυσμάτων κατάστασης και οδηγούμαστε σε λύσεις  των 
προβλημάτων του γραμμικού Προβλεπτικού Ελέγχου σε κλειστή μορφή.  Με τον 
τρόπο αυτό, η βελτιστοποίηση πραγματικού χρόνου περιορίζεται σε μια 
συνάρτηση εκτίμησης που υπολογίζει τον αντίστοιχο νόμο ελέγχου για τη 
δοθείσα κατάσταση της διεργασίας [1, 2, 4, 5].  
 
Οι λύσεις ρητής μορφής (explicit MPC) δεν αποσκοπούν στην αντικατάσταση του 
κλασσικού Προβλεπτικού Ελέγχου, αλλά αντιθέτως στην επέκταση των 
εφαρμογών στις οποίες θα μπορεί να χρησιμοποιηθεί και κατά συνέπεια αυτό θα 
οδηγήσει σε αύξηση της εφαρμογής του σε προβλήματα, τα οποία μέχρι τώρα 
αντιμετωπίζονται με άλλες τεχνικές [6].  
 
Το βασικό πλεονέκτημα χρησιμοποιώντας τον πολύ-παραμετρικό 
προγραμματισμό στον Προβλεπτικό Έλεγχο είναι πως αποκτούμε ένα πλήρη 
χάρτη με όλες τις βέλτιστες λύσεις [1, 2, 4, 5]. Ως εκ τούτω, καθώς οι συνθήκες 
λειτουργίας του συστήματος μεταβάλλονται, δε χρειάζεται να γίνει 
βελτιστοποίηση εκ νέου, διότι η βέλτιστη λύση είναι ήδη διαθέσιμη σαν 
συνάρτηση των συνθηκών λειτουργίας.  
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4.3 Μαθηματική περιγραφή 
 

4.3.1 Εισαγωγή  
 
Στην ενότητα αυτή θα παρουσιαστεί η διαδικασία της διατύπωσης του 
προβλήματος βελτιστοποίησης του Γραμμικού Προβλεπτικού Ελέγχου σε πολύ-
παραμετρικό τετραγωνικό πρόγραμμα (multi-parametric quadratic program), 
σύμφωνα με την ανάλυση που έχει παρουσιαστεί στο άρθρο “The explicit linear 
quadratic regulator for constrained systems” των Alberto Bemporad, Manfred 
Morrari, Vivek Dua, Efstratios N. Pistikopoulos [2]. 
 
 
4.3.2 Γραμμικό Προβλεπτικό Μοντέλο Ελέγχου 
 
Έστω το πρόβλημα ρύθμισης στην αρχή των αξόνων για το  σύστημα διακριτού 
και χρονικά αμετάβλητου χρόνου της μορφής  
  

𝑥𝑡+1 = 𝐴𝑥𝑡 + 𝐵𝑢𝑡                                                                                
𝑦𝑡 = 𝐶𝑥𝑡                                                                              (4.1)     

  
 

που υπόκεινται στους περιορισμούς 
 

𝑦𝑚𝑖𝑛 ≤ 𝑦(𝑡) ≤ 𝑦𝑚𝑎𝑥,      𝑢𝑚𝑖𝑛 ≤ 𝑢(𝑡) ≤ 𝑢𝑚𝑎𝑥.           (4.2) 
 

Όπως αναφέρθηκε σε προηγούμενο κεφάλαιο, υπάρχουν αρκετοί μέθοδοι 
βελτιστοποίησης που χρησιμοποιούνται στον Προβλεπτικό Έλεγχο, παρόλα αυτά, 
η μορφή του προβλήματος βελτιστοποίησης του Προβλεπτικού Ελέγχου, με την 
οποία θα λύσουμε το πρόβλημα ρύθμισης, είναι η εξής [2]: 

 
𝑚𝑖𝑛

𝑈≜{𝑢𝑡,…,𝑢𝑡+𝑁𝑢−1}
   {𝐽(𝑈, 𝑥(𝑡)) = 𝑥𝑡+𝑁𝑦|𝑡′ 𝑃𝑥𝑡+𝑁𝑦|𝑡 + ∑ [𝑥𝑡+𝑘|𝑡′ 𝑄𝑥𝑡+𝑘|𝑡 +

𝑁𝑦−1
𝑘=0

𝑢𝑡+𝑘′ 𝑅𝑢𝑡+𝑘]}, 

 
και υπόκεινται στους περιορισμούς 

 
𝑦𝑚𝑖𝑛 ≤ 𝑦𝑡+𝑘|𝑡 ≤ 𝑦𝑚𝑎𝑥,   𝑘 = 1,… ,𝑁𝑐, 

𝑢𝑚𝑖𝑛 ≤ 𝑢𝑡+𝑘 ≤ 𝑢𝑚𝑎𝑥,   𝑘 = 0,1,… ,𝑁𝑐, 
𝑥𝑡|𝑡 = 𝑥(𝑡), (4.3) 
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𝑥𝑡+𝑘+1|𝑡 = 𝐴𝑥𝑡+𝑘|𝑡 + 𝐵𝑢𝑡+𝑘,    𝑘 ≥ 0, 

𝑦𝑡+𝑘|𝑡 = 𝐶𝑥𝑡+𝑘|𝑡,    𝑘 ≥ 0, 

𝑢𝑡+𝑘, = 𝐾𝑥𝑡+𝑘|𝑡, 𝑁𝑢 ≤ 𝑘 ≤ 𝑁𝑦. 

 
όπου  

o x είναι το διάνυσμα μεταβλητών κατάστασης, 
o u το διάνυσμα μεταβλητών εισόδου/ελέγχου, 
o 𝑁𝑦 o ορίζοντας πρόβλεψης εξόδου, 
o 𝑁𝑢 o ορίζοντας ελέγχου εισόδου, 
o Q το βάρος απόκλισης των μεταβλητών κατάστασης, 
o R το βάρος απόκλισης των μεταβλητών ελέγχου.  

 
όπου 𝑥𝑡 ∈ 𝑅𝑛 είναι το διάνυσμα κατάστασης,  𝑢𝑡 ∈ 𝑅𝑚 είναι το διάνυσμα 
εισόδου και 𝑦𝑡 ∈ 𝑅𝑝 είναι το διάνυσμα εξόδου. Οι πίνακες (Α,Β) είναι 
σταθεροποιήσιμοι (stabilizible), ο πίνακας Κ είναι το σταθεροποιήσιμο κέρδος 
ανάδρασης κατάστασης (state feedback gain), οι πίνακες Q,P είναι θετικά ημί-
ορισμένοι και ο πίνακας R είναι θετικά ορισμένος. Το  𝑁𝑦,𝑁𝑢 𝜅𝛼𝜄 𝑁𝑐  αποτελούν 
τον ορίζοντα εξόδου (output horizon), εισόδου (input horizon) και περιορισμών 
(constraint horizon) αντίστοιχα, με 𝑁𝑢  ≤ 𝑁𝑦 και  𝑁𝑐  ≤ 𝑁𝑦 − 1.  
 
Ο νόμος ελέγχου του Προβλεπτικού Ελέγχου υπολογίζει στον τρέχοντα χρόνο  𝑡  
την βέλτιστη λύση  𝑈∗(𝑡) = {𝑢𝑡∗, … , 𝑢𝑡+𝑁𝑢−1∗ }  για το πρόβλημα (4.3), εφαρμόζει 
την πρώτη δράση  𝑢(𝑡) = 𝑢𝑡∗   σαν είσοδο στο σύστημα και επαναλαμβάνει τη 
λύση του προβλήματος βελτιστοποίησης για το χρόνο 𝑡 + 1  βασισμένη στη νέα 
κατάσταση 𝑥(𝑡 + 1), μέχρι το τέλος του ορίζοντα πρόβλεψης. Αυτή η λύση 
βασίζεται σε ένα γραμμικό δυναμικό μοντέλο που λαμβάνει υπόψη τους 
περιορισμούς εισόδους και εξόδου και βελτιστοποιεί ένα τετραγωνικό δείκτη 
απόδοσης. 
 
 
4.3.3 Κέρδος ανάδρασης κατάστασης – Πίνακας τελικής 
συνάρτησης κόστους  
 
Επιλογή του κέρδους ανάδρασης κατάστασης Κ και του πίνακα τελικής 
συνάρτησης κόστους P. 
� 𝛫 = 0 και 𝛲 είναι η λύση της εξίσωσης Lyapunov:   𝑃 = 𝐴′𝑃𝐴 + 𝑄. (4.4) 

Καθώς η δράση ελέγχου σταματάει μετά από 𝑁𝑢 βήματα, η λύση αυτή 
περιορίζεται μόνο σε σταθερά συστήματα ανοιχτού βρόχου. 
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� 𝛫 και 𝛲 είναι οι λύσεις του προβλήματος του γραμμικού τετραγωνικού 
ρυθμιστή άπειρου χρονικού ορίζοντα χωρίς περιορισμούς (unconstrained 
infinite horizon LQR) 

 
𝐾 = −(𝑅 + 𝐵′𝑃𝐵)−1𝐵′𝑃𝐴, 
𝑃 = (𝐴 + 𝐵𝐾)′𝑃(𝐴 + 𝐵𝐾) + 𝐾′𝑅𝐾 + 𝑄.                          (4.5)        

 
Η λύση αυτή υποδηλώνει ότι μετά από 𝑁𝑢 βήματα, ο έλεγχος στρέφεται σε 
γραμμικό τετραγωνικό ρυθμιστή χωρίς περιορισμούς, και είναι η πιο 
δημοφιλής μέθοδος για την εύρεση των πινάκων 𝛫 και 𝛲. 
 

  
4.4 Γραμμικός Τετραγωνικός Ρυθμιστής με περιορισμούς  

 
Ο Προβλεπτικός Έλεγχος τίθεται σαν πρόβλημα ρύθμισης γραμμικού 
τετραγωνικού προγραμματισμού με περιορισμούς [20, 1] , που ελαχιστοποιεί την 

 
                      𝑥𝑡+𝑛𝑦|𝑡

′ 𝑃𝑥𝑡+𝑛𝑦|𝑡 + ∑ 𝑥𝑡+𝐾|𝑡′𝑁𝑦−1
𝑘=0 𝑄𝑥𝑡+𝑘|𝑡 + 𝑢𝑡+𝑘|𝑡′ 𝑅𝑢𝑡+𝑘     (4.6) 

 
με αρχική συνθήκη  𝑥0 = 𝑤  για όλα τα 𝑥𝑘 ∈ 𝑅𝑛 και  𝑢𝑘 ∈ 𝑅𝑚  που ικανοποιούν 
τους περιορισμούς του προβλήματος (4.3).   
 
Η γενική λύση της γραμμικής εξίσωσης διαφορών πρώτου βαθμού 
 𝑥𝑡+𝑘+1|𝑡 = 𝐴𝑥𝑡+𝑘|𝑡 + 𝐵𝑢𝑡+𝑘  
 

 xt+1 = Axt + But              (a) 
    

 xt+2 = Axt+1 + But+1 

                        
(𝑎)
⇒ A(Axt + But) + But+1  

                        = 𝐴2xt + ABut + 𝐵ut+1                  (b)       
 

 xt+3 = Axt+2 + But+2 

                        
(𝑏)
⇒ 𝐴(𝐴2xt + ABut + 𝐵ut+1) + But+2       (c) 

                        = 𝐴3xt + A2But + ABut+1 + 𝐵ut+2                              
       

 xt+4 = Axt+3 + But+3 

                        
(𝑐)
⇒ 𝐴(𝐴3xt + A2But + ABut+1 + 𝐵ut+2) + But+3        

                        = 𝐴4xt + A3But + A2But+1 + ABut+2 + 𝐵ut+3                              
 

⋮ 
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⋮ 
 

xk+t = A𝑘xt + ∑ A𝑗But+k−i−j𝑘−1
𝑗=0                       (4.7) 

 
 

αποτελεί η παραπάνω μορφή (4.7). 
 
Η σχέση   𝑢𝑡+𝑘 = 𝐾𝑥𝑡+𝑘|𝑡 , 𝑁𝑢 ≤ 𝑘 ≤ 𝑁𝑦   περιγράφει πως μετά από 𝑁𝑢 βήματα, 
ο έλεγχος στρέφεται σε γραμμικό τετραγωνικό ρυθμιστή χωρίς περιορισμούς. 
Γράφοντας τη σχέση  (4.7) σε ανοιχτή μορφή έχουμε 
 

[
 
 
 
 
 
 
 
 
𝑥1
𝑥2
𝑥3
⋮
𝑥𝑛𝑢
𝑥𝑛𝑢+1
𝑥𝑛𝑢+2
⋮
𝑥𝑛𝑦 ]

 
 
 
 
 
 
 
 

=

[
 
 
 
 
 
 
 
 
 

𝛢
𝛢2
𝛢3
⋮
𝛢𝑛𝑢
𝐴𝑐𝛢𝑛𝑢
𝐴𝑐2𝛢𝑛𝑢
⋮

𝐴𝑐
𝑛𝑦−𝑛𝑢𝛢𝑛𝑢]

 
 
 
 
 
 
 
 
 

𝑤 +

[
 
 
 
 
 
 
 

𝐵 0 … 0
𝐴𝐵 𝐵 … 0
⋮ ⋮ ⋱ ⋮

𝛢𝑛𝑢−1𝐵 𝛢𝑛𝑢−2𝐵 … 𝐵
𝐴𝑐𝛢𝑛𝑢−1𝐵 𝐴𝑐𝛢𝑛𝑢−2𝐵 … 𝐴𝑐𝐵
𝐴𝑐2𝛢𝑛𝑢−1𝐵 𝐴𝑐2𝛢𝑛𝑢−2𝐵 … 𝐴𝑐2𝐵

⋮ ⋮ ⋱ ⋮
𝐴𝑐
𝑛𝑦−𝑛𝑢𝛢𝑛𝑢−1𝐵 𝐴𝑐

𝑛𝑦−𝑛𝑢𝛢𝑛𝑢−2𝐵 … 𝐴𝑐
𝑛𝑦−𝑛𝑢𝐵]

 
 
 
 
 
 
 

   

[
 
 
 
 
𝑢0
𝑢1
𝑢2
⋮

𝑢𝑛𝑢−1]
 
 
 
 
. 

 
 Θεωρούμε την ακολουθία ελέγχου σαν το διάνυσμα 𝑢 = (𝑢0, 𝑢1, … , 𝑢𝑛𝑢−1 ) ∈
 𝑅𝑚∙𝑛𝑢  και την ακολουθία καταστάσεων σαν το διάνυσμα 𝑥 = (𝑥1, 𝑥2, … , 𝑥𝑛𝑦) ∈
 𝑅𝑛∙𝑛𝑦, και ορίζουμε τη σχέση  (4.7)  ισοδύναμα 

 
                                                                𝑥 = 𝐴∗𝑤 + 𝐵∗𝑢                         (4.8) 

 
όπου πίνακες  𝐴∗ [(n∙ 𝑛𝑦)×𝑛] , 𝛣∗ [(n∙ 𝑛𝑦)×𝑚 ∙ 𝑛𝑢]  και 𝐴𝑐 = 𝐴 + 𝐵𝐾. 

 
 
4.4.1 Ισοδύναμη μορφή 

 
Ισοδύναμα η σχέση (4.1) μπορεί να γραφτεί με τη μορφή  
 
                                          𝑤𝛵𝑄𝑤 + 𝑥𝑇𝑄∗𝑥 + 𝑢𝑇𝑅∗𝑢               (4.9) 

 
όπου  
9 𝑅∗ = 𝑑𝑖𝑎𝑔(𝑅,𝑅,… , 𝑅) με διαστάσεις   𝑚 ∙ 𝑛𝑢×𝑚 ∙ 𝑛𝑢.  
9 𝑄 = 𝑑𝑖𝑎𝑔(𝑄, 𝑄,… , 𝑃) με διαστάσεις   𝑚 ∙ 𝑛𝑢×𝑚 ∙ 𝑛𝑢. 
9 𝑄∗ = 𝑑𝑖𝑎𝑔(𝑄𝑛𝑢, 𝑄𝑛𝑦, 𝑃) με διαστάσεις  𝑛 ∙ 𝑛𝑦×𝑛 ∙ 𝑛𝑦, όπου 
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(i) για  1 ≤ i ≤ nu − 1 εκφράζεται με τον 𝑛 ∙ (𝑛𝑢 − 1)×𝑛 ∙ (𝑛𝑢 − 1) πίνακα  
Qnu = diag(Q, Q,…Q)  

(ii) για  𝑛𝑢 ≤ 𝑖 ≤ 𝑛𝑦 − 1 εκφράζεται με τον 𝑛 ∙ (𝑛𝑦 − 𝑛𝑢)×𝑛 ∙ (𝑛𝑦 −
𝑛𝑢)  πίνακα  𝑄𝑛𝑦 = 𝑑𝑖𝑎𝑔(𝑄 + 𝐾

𝑇𝑅𝐾, 𝑄 + 𝐾𝑇𝑅𝐾,…𝑄 + 𝐾𝑇𝑅𝐾). 

Καθώς  𝑢𝑘 = 𝐾𝑥𝑘, ισχύει πως  

 

∑ 𝑢𝑘𝑇𝑅𝑢𝑘

𝑛𝑦−1

𝑘=𝑛𝑢

  𝜅𝛼𝜄 ∑ 𝐾𝑇𝑥𝑘𝑇𝑅𝐾𝑥𝑘

𝑛𝑦−1

𝑘=𝑛𝑢

  𝜀ί𝜈𝛼𝜄 ί𝜎𝛼 

 
οπότε συνδυάζοντας τον πίνακα  𝑄𝑛𝑢  για τις τιμές 𝑛𝑢 ≤ 𝑘 ≤ 𝑛𝑦−1 
καταλήγουμε πως 

 𝑥𝑛𝑢
𝑇 𝑄𝑛𝑢𝑥𝑛𝑢 + 𝑥𝑛𝑢

𝑇 𝐾𝑇𝑅𝐾𝑥𝑛𝑢 = 𝑥𝑛𝑢
𝑇 (𝑄𝑛𝑢 + 𝐾

𝑇𝑅𝐾)𝑥𝑛𝑢. 

(iii) για  𝑖 = 𝑛𝑦 χρησιμοποιείται ο πίνακας P. 

 
 

Ο περιορισμός  𝑢𝑚𝑖𝑛 ≤ 𝑢𝑡+𝑘|𝑡 ≤ 𝑢𝑚𝑎𝑥 , 𝑘 = 0,1,….,𝑁𝑐  μπορεί να γραφτεί σαν 
𝑢𝑚𝑖𝑛 ≤ 𝐼∗𝑢 + 𝐾∗𝑥 ≤ 𝑢𝑚𝑎𝑥  όπου 

 

9 𝛪∗ = [𝐼𝑞 0𝑞,𝑟]  αν    𝑛𝑐 > 𝑛𝑢 − 1 και 𝑞 = 𝑚 ∙ 𝑛𝑢, 𝑟 = 𝑚(𝑛𝑐 − 𝑛𝑢 + 1). 
𝛪∗ = [𝐼𝑞 0𝑞,𝑟]  αν    𝑛𝑐 ≤ 𝑛𝑢 − 1 και 𝑞 = 𝑚(𝑛𝑐 + 1), 𝑟 = 𝑚(𝑛𝑢 − 𝑛𝑐 − 1). 

 

9 𝐾∗ = [
0𝑞,𝑙 0𝑞,𝑠
0𝑟,𝑙 𝐷 ]   αν   𝑛𝑐 > 𝑛𝑢 − 1 και 𝑞 = 𝑚 ∙ 𝑛𝑢, 𝑙 = 𝑛(𝑛𝑢 − 1), 𝑠 =

                                    𝑛(𝑛𝑦 − 𝑛𝑢 + 1) καθώς ισχύει ότι 𝑢𝑘 = 𝐾𝑥𝑘. 
𝐾∗=0                          αν   𝑛𝑐 ≤ 𝑛𝑢 − 1 
 
και  

𝐷 = [

𝛫 0 … 0 0
0 𝛫 … 0 0
⋮ ⋮ ⋱ ⋮ ⋮
0 0 … 𝛫𝑛𝐶−𝑛𝑢 0

]. 
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Επομένως ο περιορισμός  𝑢𝑚𝑖𝑛 ≤ 𝐼∗𝑢 + 𝐾∗𝑥 ≤ 𝑢𝑚𝑎𝑥   μπορεί να γραφτεί στην 
παρακάτω μορφή, χρησιμοποιώντας την (4.8) 
 

𝑢𝑚𝑖𝑛 − 𝐾∗𝐴∗𝑤 ≤ (𝐼∗ + 𝐾∗𝐵∗)𝑢 ≤ 𝑢𝑚𝑎𝑥 − 𝐾∗𝐴∗𝑤 . 
 

Ο περιορισμός  𝑦𝑚𝑖𝑛 ≤ 𝑦𝑡+𝑘|𝑡 ≤ 𝑦𝑚𝑎𝑥 , 𝑘 =1,….,𝑁𝑐  μπορεί να γραφτεί σαν 
𝑦𝑚𝑖𝑛 ≤ 𝐶∗𝑥 ≤ 𝑦𝑚𝑎𝑥   όπου 
 

𝐶∗ = [

𝐶 0 … 0 0
0 𝐶 … 0 0
⋮ … ⋱ ⋮ ⋮
0 0 … 𝐶 0

]. 

 

Επομένως ο περιορισμός  𝑦𝑚𝑖𝑛 ≤ 𝐶∗𝑥 ≤ 𝑦𝑚𝑎𝑥   μπορεί να γραφτεί στην 
παρακάτω μορφή, χρησιμοποιώντας την (4.8) 
 

𝑦𝑚𝑖𝑛 − 𝐶∗𝐴∗𝑤 ≤ +𝐶∗𝐵∗𝑢 ≤ 𝑦𝑚𝑎𝑥 − 𝐶∗𝐴∗𝑤. 
 

Έχοντας υπόψη την παραπάνω ανάλυση, το αρχικό γραμμικό τετραγωνικό 
πρόβλημα πεπερασμένου χρονικού ορίζοντα  χωρίς περιορισμούς 
αναδιατυπώνεται σαν πρόβλημα τετραγωνικού προγραμματισμού 
 

                                      𝐽∗(𝑥𝑡) =
𝑚𝑖𝑛
𝑈
{
1
2
𝑥𝑇𝑌𝑥 + 𝑥𝑇𝐹𝑢 +

1
2
𝑢𝑇𝐻𝑢}                             

 
με περιορισμό   
            𝐺𝑢 ≤ 𝜐 + 𝐸𝑥                       (4.10) 

 
όπου  οι πίνακες  
𝑌 = 𝑄 + 𝐴∗𝑇𝑄∗𝐴∗ 

𝐹 = 𝐴∗𝑇𝑄∗𝐵∗ 

𝐻 = 𝐵∗𝑇𝑄∗𝐵∗ + 𝑅∗ 
𝑢 = (𝑢𝑡𝑇,… , 𝑢𝑡+𝑁𝑢−1𝑇 )  ∈ ℝ𝑠, 𝑠 ≜ 𝑚𝑁𝑢 

𝜐 = (𝑢∗,− 𝑢∗, 𝑦∗,− 𝑦∗, ) 

𝐺 = [

𝐼∗ + 𝐾∗𝐵∗
−(𝐼∗ + 𝐾∗𝐵∗)

𝐶∗𝐵∗
−𝐶∗𝐵∗

]    και    𝛦 = [

−𝐾∗𝐴∗
𝐾∗𝐴∗
−𝐶∗𝐴∗
𝐶∗𝐴∗

]. 
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Ο Προβλεπτικός Έλεγχος λύνει σε πραγματικό χρόνο το πρόβλημα 
βελτιστοποίησης για κάθε χρονικό βήμα, που απαιτεί τεράστια υπολογιστική 
ισχύ. Παρά τις σημαντικές προόδους στην υπολογιστική δύναμη των μοντέρνων 
υπολογιστών [1, 2, 28], η νέα προσέγγιση εφαρμογής του Προβλεπτικού Ελέγχου 
είναι να μεταφερθεί η υπολογιστική διαδικασία σε μη-πραγματικό χρόνο. Για την 
επίτευξη αυτή θεωρούμε το 𝑥(𝑡) σαν διάνυσμα των παραμέτρων και 
εκφράζουμε την εξάρτηση των  𝑢(𝑡) 𝜅𝛼𝜄 𝑥(𝑡) σε κλειστή μορφή. Εφόσον λυθεί το 
τετραγωνικό πρόβλημα (4.10) με τη συγκεκριμένη μέθοδο, έχει βρεθεί η λύση 
του 𝑈𝑡∗ = 𝑈∗(𝑥(𝑡))  και ο Προβλεπτικός Έλεγχος της μορφής (4.3)  είναι 
διαθέσιμο σε κλειστή μορφή καθώς η βέλτιστη είσοδος  𝑢(𝑡)  αποτελείται από 
τις πρώτες m συνιστώσες του 𝑈∗(𝑥(𝑡))   
 

𝑢(𝑡) = [𝐼 0 ⋯ 0]𝑈∗(𝑥(𝑡)). 
 
Η λύση του τετραγωνικού προγράμματος  (4.10) και η ελάχιστη τιμή 𝑉(𝑥) =
𝐽(𝑈∗(𝑥))  εκφράζονται σαν συναρτήσεις των παραμέτρων  𝑥 σε κλειστή  μορφή.  
 

 
4.5 Πολύ-παραμετρικός Τετραγωνικός Προγραμματισμός  
 
Για τη μετατροπή του προβλήματος τετραγωνικού προγραμματισμού (4.10) σε 
πρόβλημα πολύ-παραμετρικού προγραμματισμού ορίζεται ο γραμμικός 
μετασχηματισμός : 

𝑧 ≜ 𝑢 + 𝐻−1𝐹𝑇𝑤        𝑧 ∈ 𝑅𝑠. (4.11) 
 
Έτσι, καταλήγουμε στη διατύπωση του παρακάτω προβλήματος πολύ-
παραμετρικού τετραγωνικού προγραμματισμού : 
 

𝑉𝑧(𝑥) =
𝑚𝑖𝑛
𝑧  
1
2 𝑧

𝑇𝐻𝑧 
 
υπό τον περιορισμό                   𝐺𝑧 ≤ 𝑊 + 𝑆𝑥,                                          (4.12)                          
 
όπου                                             𝑆 = 𝛦 + 𝐺𝐻−1𝐹.                         (4.13) 

 
Συνοψίζοντας, έπειτα από αλγεβρικούς χειρισμούς διατυπώσαμε το αρχικό 
πρόβλημα βελτιστοποίησης (4.3) σε πολύ-παραμετρικό τετραγωνικό πρόβλημα 
προγραμματισμού (4.12), το οποίο παρέχει τη λύση σε μη-πραγματικό χρόνο. Το 
βασικό πλεονέκτημά του  είναι πως η παράμετρος z (και ως εκ τούτου το  𝑢) 
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μπορεί να θεωρηθεί σαν συσχετισμένη συνάρτηση του 𝑥  για όλο το διάστημα 
που είναι εφικτό το 𝑥. 
 
Μια διαφορά μεταξύ του προβλήματος τετραγωνικού προγραμματισμού  (4.10) 
και στο πολύ-παραμετρικό τετραγωνικό πρόβλημα προγραμματισμού  (4.12) 
είναι πως το διάνυσμα κατάστασης 𝑥 στην πρώτη περίπτωση εμφανίζεται και 
στην αντικειμενική συνάρτηση και στο δεξί μέρος της ανισότητας του 
περιορισμού, σε αντίθεση με δεύτερη περίπτωση που η ύπαρξη του είναι μόνο 
στο δεξί μέρος της ανισότητας του περιορισμού [1, 2]. 

 

 

4.6 Παρακολούθηση σημείου αναφοράς (Τracking) 
 
Το βασικό πρόβλημα του Προβλεπτικού Ελέγχου (4.3) μπορεί να επεκταθεί για 
να διαχειριστεί και άλλα σημαντικά προβλήματα ελέγχου, όπως να συγκλίνει 
ασυμπτωτικά σε μια σταθερή τιμή αναφοράς ή να παρακολουθεί σήματ 
αναφοράς που μεταβάλλονται στο χρόνο. [1, 2].  
 
Έστω ότι επιθυμούμε να το διάνυσμα εξόδου 𝑦(𝑡) να παρακολουθεί το σήμα 
αναφοράς  𝑟(𝑡), όπου 𝑟(𝑡) ∈ ℝ𝑝. Σκοπός του προβλήματος του Προβλεπτικού 
Ελέγχου είναι να ελαχιστοποιήσει το σφάλμα μεταξύ της εξόδου του συστήματος 
και του σήματος αναφοράς. 

 

𝑚𝑖𝑛
𝑈 ≜ {𝛿𝑢𝑡, … , 𝛿𝑢𝑡+𝑁𝑢−1}

   𝐽(𝑈, 𝑥(𝑡), 𝑟(𝑡) = ∑ [𝑦𝑡+𝑘|𝑡 − 𝑟(𝑡)]
′
𝑄[𝑦𝑡+𝑘|𝑡 − 𝑟(𝑡)] + 𝛿𝑢𝑡+𝑘|𝑡′ 𝑅𝛿𝑢𝑡+𝑘|𝑡

𝑁𝑦−1

𝑘=0

 

 

και υπόκεινται στους περιορισμούς 
 

𝑦𝑚𝑖𝑛 ≤ 𝑦𝑡+𝑘|𝑡 ≤ 𝑦𝑚𝑎𝑥,   𝑘 = 1,… , 𝑁𝑐, 

𝑢𝑚𝑖𝑛 ≤ 𝑢𝑡+𝑘 ≤ 𝑢𝑚𝑎𝑥,   𝑘 = 0,1,… ,𝑁𝑐, 
𝛿𝑢𝑚𝑖𝑛 ≤ 𝛿𝑢𝑡+𝑘 ≤ 𝛿𝑢𝑚𝑎𝑥,   𝑘 = 0,1,… , 𝑁𝑢 − 1, (4.14) 

𝑥𝑡+𝑘+1|𝑡 = 𝐴𝑥𝑡+𝑘|𝑡 + 𝐵𝑢𝑡+𝑘,    𝑘 ≥ 0, 

𝑦𝑡+𝑘|𝑡 = 𝐶𝑥𝑡+𝑘|𝑡,    𝑘 ≥ 0, 
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𝑢𝑡+𝑘  = 𝑢𝑡+𝑘−1 + 𝛿𝑢𝑡+𝑘  , 𝑘 ≥ 0, 
𝛿𝑢𝑡+𝑘  = 0,    𝑘 ≥ 𝑁𝑢, 

 

όπου 𝑈 ≜ {𝛿𝑢𝑡, … , 𝛿𝑢𝑡+𝑁𝑢−1}, 𝑟𝑡 ≜ {𝑟𝑡,… , 𝑟𝑡+𝑁𝑦−1} και  𝛿𝑢 ∈ 𝑅𝑚 είναι οι 
προσαυξήσεις ελέγχου από τη διόρθωση των όρων στην είσοδο που αναγκάζουν 
την έξοδο να παρακολουθεί το σήμα αναφοράς.  
Στο βρόχο ελέγχου προστίθεται ένας ολοκληρωτής καθώς 

𝑢𝑡+𝑘 = 𝑢𝑡+𝑘−1 + 𝛿𝑢𝑡+𝑘. 
Η προηγούμενη είσοδο 𝑢𝑡−1 εισάγεται στο πρόβλημα σαν ένα νέο διάνυσμα  𝑚 
παραμέτρων.  

 
Ακολουθώντας την ανάλυση που έγινε για την διατύπωση του αντίστοιχου 
προβλήματος ρύθμισης (4.3), μπορούμε να μετασχηματίσουμε τη μορφή (4.14) 
σε πρόβλημα παραμετρικού τετραγωνικού προγραμματισμού 
 

                                      𝐽∗(𝑥𝑡, 𝑢𝑡−1, 𝑟𝑡) =
𝑚𝑖𝑛
𝑈 {

1
2
𝑢𝑇𝐻𝑢 + [𝑥𝑡′𝑢𝑡−1′ 𝑟𝑡′]𝑇𝐹𝑢}                             

 
με περιορισμό   

            𝐺𝑢 ≤ 𝜐 + 𝐸 [
𝑥𝑡
𝑢𝑡−1
𝑟𝑡
]                       (4.15) 

 
και έπειτα σε πρόβλημα πολύ-παραμετρικού τετραγωνικού προγραμματισμού 
 

𝑉𝑧(𝑥) =
𝑚𝑖𝑛
𝑧  
1
2 𝑧

𝑇𝐻𝑧 
 
 

με τον περιορισμό                   𝐺𝑧 ≤ 𝑊 + 𝑆 [
𝑥𝑡
𝑢𝑡−1
𝑟𝑡
],                                          (4.16)                          

 
όπου                                            

                                                     𝑧 = 𝑢 + 𝐻−1𝐹 [
𝑥𝑡
𝑢𝑡−1
𝑟𝑡
]          𝑆 = 𝛦 + 𝐺𝐻−1𝐹.      
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Η λύση 𝑈 του προβλήματος (4.16) είναι μια γραμμική τμηματικά 
ομοπαραλληλική συνάρτηση  𝑈(𝑥𝑡, 𝑢𝑡−1, 𝑟𝑡) των  𝑥𝑡, 𝑢𝑡−1, 𝑟𝑡 ορισμένων γύρω 
από έναν αριθμό περιοχών 𝐶𝑅0 όπου η λύση ισχύει.  
Εφαρμόζεται ο έλεγχος  

𝑢𝑡 = 𝑢𝑡−1 + 𝛿𝑢𝑡(𝑥𝑡, 𝑢𝑡−1, 𝑟𝑡), 
όπου  𝛿𝑢𝑡(𝑥𝑡, 𝑢𝑡−1, 𝑟𝑡) είναι η πρώτη συνιστώσα του διανύσματος 𝑈(𝑥𝑡, 𝑢𝑡−1, 𝑟𝑡). 
 
Αξίζει να αναφερθεί ότι στο συγκεκριμένο πρόβλημα υπάρχουν πιο πολλές 
παράμετροι, καθώς έχουν εισαχθεί η προηγούμενη είσοδος 𝑢𝑡−1  και τα σήματα 
αναφοράς 𝑟𝑡. Στην περίπτωση που το σήμα αναφοράς είναι σταθερό, τότε 
𝑟𝑡 = 𝑟. 
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ΚΕΦΑΛΑΙΟ 5                                                                                  
 
 

Επίλυση του προβλήματος πολύ-παραμετρικού 
τετραγωνικού προγραμματισμού 

 
 
5.1 Διαχωρισμός του χώρου καταστάσεων  

 
Για την επίλυση του προβλήματος του πολύ-παραμετρικού τετραγωνικού 
προγραμματισμού (4.12), πρέπει να βρεθεί το αρχικό διάνυσμα 𝑥0 μέσα στο 
πολυεδρικό σύνολο  𝑋 = {𝑥: 𝑇𝑥 ≤ 𝑍}  των παραμέτρων γύρω από τις οποίες 
θέλουμε να λύσουμε το πρόβλημα, λύνοντας το γραμμικό πρόβλημα  
 

max  
𝑥, 𝑧, 𝜀

   𝜀  

υπό τους περιορισμούς                  𝑇𝑖𝑥 + 𝜀‖𝑇𝑖‖ ≤ 𝑍𝑖, 
                                                           𝐺𝑧 − 𝑆𝑥 ≤ 𝑊.     (5.1)                                                   

 
Για το πρόβλημα  (5.1), εάν 

¾ 𝜀 ≤ 0, τότε το πρόβλημα (4.12) δεν έχει λύση (infeasible) για όλα τα 
διανύσματα  𝑥  στο εσωτερικό του 𝑋. 

¾ 𝜀 > 0,  τότε ορίζουμε  𝑥 = 𝑥0  και λύνουμε το πρόβλημα (4.12)  με σκοπό 
να αποκτήσουμε την αντίστοιχη βέλτιστη λύση  𝑧0.  

 
Για την επίλυση του προβλήματος (4.12) θα γίνει αναφορά σε κάποια 
θεωρήματα, τα οποία είναι απαραίτητα ώστε να μπορέσουμε να συνεχίσουμε.  
 
Θεώρημα 1 
Έστω  𝑥0 ∈ ℝ𝑛  είναι ένα διάνυσμα των παραμέτρων και (𝑧0, 𝜆0) είναι το ζευγάρι 
των KKT για το πρόβλημα (4.12), όπου 𝜆0 = 𝜆0(𝑥0) είναι ένα διάνυσμα των μη 
αρνητικών πολλαπλασιαστών Lagrange, 𝜆, και  𝑧0 = 𝑧(𝑥0)  είναι εφικτή στην 
(4.12). Υποθέτουμε ότι ισχύουν τόσο 𝛼) η ικανοποίηση της γραμμικής 
ανεξαρτησίας των περιορισμών όσο  𝛽) οι αυστηρές συμπληρωματικές 
συνθήκες χαλαρότητας (strict complementary slackness conditions). Τότε, 
υπάρχει στη γειτονιά του  𝑥0 μια μοναδική, συνεχής διαφορίσιμη συνάρτηση  
[𝑧(𝑥), 𝜆(𝑥)] όπου 𝑧(𝑥) είναι ένας μοναδικός μεμονωμένος ελαχιστοποιητής της 
(4.12), και  
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(
𝑑𝑧(𝑥0)
𝑑𝑥

𝑑𝜆(𝑥0)
𝑑𝑥

) = −(𝑀0)−1𝑁𝑜, (5.2) 

όπου 

𝛭𝜊 =

(

 

𝐻 𝐺1𝑇 … 𝐺𝑞𝑇

−𝜆1𝐺1 −𝑉1 … ⋮
⋮ ⋮ ⋱ ⋮

−𝜆𝑝𝐺𝑞 … … −𝑉𝑞)

     (5.3) 

𝑁0 = (𝑌, 𝜆1, 𝑆1, … , 𝜆𝑝𝑆𝑝)
𝑇,  (5.4) 

 

όπου  𝐺𝑖 συμβολίζει την 𝑖 − 𝜎𝜏𝜂 γραμμή του 𝐺, 𝑆𝑖 συμβολίζει την 𝑖 − 𝜎𝜏𝜂 
γραμμή του 𝑆,  𝑉𝑖 = 𝐺𝑖𝑧0 −𝑊𝑖 − 𝑆𝑖𝑥0, 𝑊𝑖 συμβολίζει την 𝑖 − 𝜎𝜏𝜂 γραμμή του 
𝑊, και  𝛶  είναι ένας μηδενικός πίνακας διαστάσεων (𝑠×𝑛) [1]. 

 

Θεώρημα 2 
Έστω 𝛨 > 0. Θεωρούμε ένα συνδυασμό ενεργών περιορισμών 𝐺̃, 𝑆̃, 𝑊̃ και 
υποθέτουμε ότι οι σειρές του  𝐺̃ είναι γραμμικά ανεξάρτητες. Έστω  𝐶𝑅0  είναι το 
σύνολο όλων των διανυσμάτων  𝑥, για τα οποία τέτοιοι συνδυασμοί είναι 
ενεργοί στο βέλτιστο (𝐶𝑅0 αναφέρεται σαν κρίσιμη περιοχή). Τότε, το βέλτιστο 𝑧 
και το συσχετισμένο διάνυσμα των πολλαπλασιαστών Lagrange λ είναι μοναδικά 
ορισμένα σαν συσχετισμένη συνάρτηση του 𝑥 πάνω στο 𝐶𝑅0. 

 

Απόδειξη 

Για την απόδειξη του θεωρήματος 1 θα χρησιμοποιηθούν οι πρώτου βαθμού 
συνθήκες βέλτιστης λύσης Karush-Kuhn-Tucker (KKT). 

𝐻𝑧 + 𝐺′𝜆 = 0  ⇒ 𝑧 = −𝐻−1𝐺′𝜆,        𝜆𝜖ℝ𝑞,                                                        (5.5)     

𝜆𝑖(𝐺𝑖𝑧 −𝑊𝑖 − 𝑆𝑖𝑥) = 0,      𝑖 = 1,… , 𝑞,                                                        (5.6)     

𝜆 ≥ 0,                                                                                                        (5.7)                

𝐺𝑧 ≤ 𝑊 + 𝑆𝑥,                                                                                                      (5.8) 

όπου ο εκθέτης  𝑖 υποδηλώνει την  𝑖 − 𝜎𝜏𝜂 σειρά.  

 

Αντικαθιστούμε τη σχέση (5.5) στη σχέση (5.6) για να οδηγηθούμε στη 
𝜆(−𝐺𝐻−1𝐺′𝜆 −𝑊 − 𝑆𝑥) = 0. Ορίζουμε 𝜆̆ τους πολλαπλασιαστές Lagrange 
(Lagrange multipliers) που αντιστοιχούν σε μη ενεργούς περιορισμούς, για τους 



Επίλυση προβλήματος Πολύ-παραμετρικού Τετραγωνικού Προγραμματισμού 
 

 

43 

οποίους  𝜆̆ = 0, και  𝜆̃ εκείνους που αντιστοιχούν σε ενεργούς περιορισμούς, για 
τους οποίους −𝐺̃𝐻−1𝐺̃′𝜆̃ − 𝑊̃ − 𝑆̃𝑥 = 0.  Λύνοντας ως προς  𝜆̃ έχουμε 
 
𝜆̃ = −(𝐺̃𝐻−1𝐺̃′)

−1
(𝑊̃ + 𝑆̃𝑥),                                                                              (5.9)   

 

όπου  𝐺̃, 𝑊̃, 𝑆̃  αντιστοιχούν στο σύνολο των ενεργών περιορισμών και 
(𝐺̃𝐻−1𝐺̃′)

−1
  υπάρχει διότι οι γραμμές του  𝐺̃ είναι γραμμικά ανεξάρτητες.  

Από τη σχέση  (5.9) συμπεραίνουμε  πως το λ είναι μια συσχετισμένη συνάρτηση 
του 𝑥. 

 

Αντικαθιστώντας το 𝜆̃  από τη σχέση  (5.9) στη σχέση  (5.5), οδηγούμαστε στο 

𝑧 = 𝐻−1𝐺̃′(𝐺̃𝐻−1𝐺̃′)
−1
(𝑊̃ + 𝑆̃𝑥)        (5.10) 

 
Από το Θεώρημα 2 συμπεραίνουμε πως η μεταβλητή βελτιστοποίησης 𝑧(𝑥)   
είναι μια συσχετισμένη συνάρτηση της κατάστασης  𝑥𝑡, χρησιμοποιώντας τις 
συνθήκες πρώτου βαθμού KKT για το πρόβλημα (4.12) [1, 2]. 

 

Από το Θεώρημα 1 και 2, ισχύει πως  

 

[𝑧
(𝑥)
𝜆(𝑥)] = −(𝑀0)

−1𝑁𝑜(𝑥 − 𝑥0) + [
𝑧0
𝜆0]. (5.11) 

 

Χρησιμοποιώντας την προηγούμενη σχέση  (5.11) μπορούμε: 

� Nα αποκτήσουμε τη λύση  𝑧(𝑥), 𝜆(𝑥)  για κάθε διάνυσμα παραμέτρου𝑥, 
εφόσον είναι διαθέσιμη η λύση  𝑧0, 𝜆𝜊 για ένα συγκεκριμένο διάνυσμα 
των παραμέτρων  𝑥0.  

� Να ορίσουμε τη βέλτιστη ακολουθία ελέγχου  𝑈∗(𝑥) μέσω της σχέσης 
(4.11) 

𝑈∗(𝑥) = 𝑧(𝑥) − 𝐻−1𝐹′𝑥.   (5.12) 
 

 Παρόλα αυτά, επειδή έχουμε χαρακτηρίσει τη λύση μόνο τοπικά στην περιοχή 
του συγκεκριμένου  𝑥0, είναι αναγκαίο να βρούμε την περιοχή (τιμές των 
καταστάσεων 𝑥) για την οποία η λύση παραμένει βέλτιστη [1, 2].  

 
 



Επίλυση προβλήματος Πολύ-παραμετρικού Τετραγωνικού Προγραμματισμού 
 

 

44 

5.1.1 Κρίσιμη Περιοχή 𝑪𝑹𝟎 
 

Για να κατασκευαστεί η περιοχή στην οποία η λύση (4.12) παραμένει βέλτιστη, η 
σχέση (5.5) και ο περιορισμός της σχέσης (4.12) πρέπει να επαληθεύονται 
ταυτόχρονα, διότι η μεταβλητή  𝑧 πρέπει να επαληθεύει τους περιορισμούς του 
προβλήματος καθώς μεταβάλλεται το  𝑥, 
 
𝐺𝐻−1𝐺̃′(𝐺̃𝐻−1𝐺̃′)

−1
(𝑊̃ + 𝑆̃𝑥) ≤ 𝑊 + 𝑆𝑥                                                 (5.13)       

 
και επιπλέον από τις συνθήκες ΚΚΤ (5.7) και τη σχέση (5.9) ισχύει πως οι 
πολλαπλασιαστές Lagrange πρέπει να παραμένουν μη-αρνητικοί, 
 
−(𝐺̃𝐻−1𝐺̃′)

−1
(𝑊̃ + 𝑆̃𝑥) ≥ 0.                                                                          (5.14) 

 
Η περιοχή αυτή ορίζεται σαν κρίσιμη περιοχή 𝐶𝑅0 (critical region), είναι ένα 
πολύεδρο στο χώρο των καταστάσεων και αντιπροσωπεύει το μεγαλύτερο 
σύνολο του  𝑥𝜖𝛸  ούτως ώστε  ο συνδυασμός των ενεργών περιορισμών στην 
ελαχιστοποίηση να παραμένει αμετάβλητος. Δημιουργείται από τις ανισότητες 
που προκύπτουν από τις συνθήκες ΚΚΤ, που χρησιμοποιούν τη βέλτιστη λύση  𝑧0  
του γραμμικού προβλήματος (5.1). 

 

 

5.1.2 Η υπόλοιπη περιοχή 
 
Εφόσον έχει οριστεί η κρίσιμη περιοχή  𝐶𝑅0, χρησιμοποιώντας τις ανισότητες 
(5.13) και (5.14) που περιγράφτηκαν στην προηγούμενη ενότητα και εφόσον 
έχουμε αφαιρέσει τις περιττές ανισότητες, πρέπει να διερευνηθεί η υπόλοιπη 
περιοχή του χώρου των καταστάσεων και να δημιουργηθούν οι καινούργιες 
κρίσιμες περιοχές. 
 
Το υπόλοιπο τμήμα του χώρου καταστάσεων CRrest χωρίζεται σε  πολυεδρικά 
υποσύνολα 𝐶𝑅𝑖𝑟𝑒𝑠𝑡,  για κάθε ένα από τα οποία καθορίζεται ένα νέο διάνυσμα   

 
Για το διαχωρισμό της υπόλοιπης περιοχής CRrest = 𝑋 − 𝐶𝑅0, ακολουθεί το 
παρακάτω Θεώρημα [1, 2].  
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Θεώρημα 3 
 
Έστω ότι  𝑌 ⊆ 𝑅𝑛  είναι ένα πολύεδρο, και το  𝐶𝑅0 ≜ {𝑥 ∈ 𝑌: 𝐴𝑥 ≤ 𝑏}  είναι ένα 
πολυεδρικό υποσύνολο του 𝑌, 𝜇𝜀 𝐶𝑅0 ≠ 0.  
Έστω επίσης ότι 
 

𝑅𝑖 = {𝑥 ∈ 𝑌:𝐴𝑗𝑥≤𝑏𝑗,∀𝑗<𝑖
𝐴𝑖𝑥>𝑏𝑖 } ,   𝑖 = 1,… ,𝑚, 

 
όπου  𝑚 = dim (𝑏)  και έστω ότι   CRrest ≜ ⋃ 𝑅𝑖𝑚

𝑖=1 . Τότε, 
(i) CRrest ⋃ 𝐶𝑅0 = 𝑌 
(ii) 𝐶𝑅0 ⋂𝑅𝑖 = 0,  𝑅𝑖  ⋂𝑅𝑗 = 0, ∀𝑖 ≠ 𝑗, 𝛿𝜂𝜆𝛼𝛿ή {𝐶𝑅0,  𝑅1, … ,  𝑅𝑚}   είναι ένα 

διαχώρισμα (partition) του 𝑌. 
 
 

Απόδειξη  
 
(i) Θέλουμε να αποδείξουμε πως δίνοντας ένα  𝑥 ∈ 𝑌, το 𝑥  ανήκει είτε στο  

𝐶𝑅0  είτε στο  𝑅𝑖  για κάποιο  𝑖. Εάν  𝑥 ∈ 𝐶𝑅0, είμαστε έτοιμοι. 
Διαφορετικά, υπάρχει ένας δείκτης  𝑖   τέτοιος ώστε  𝐴𝑖𝑥 > 𝑏𝑖.  Έστω  𝑖∗ =
𝑚𝑖𝑛𝑖≤𝑚{𝑖:  𝐴𝑖𝑥 > 𝑏𝑖}.  Τότε, 𝑥 ∈ 𝑅𝑖∗,  επειδή   𝐴𝑖∗𝑥 > 𝑏𝑖∗ και   𝐴𝑗𝑥 ≤
𝑏𝑗, ∀𝑗 < 𝑖∗, από τον ορισμό του 𝑖∗.  

(ii) Έστω ότι 𝑥 ∈ 𝐶𝑅0.  Τότε  ∄𝑖  τέτοιο ώστε   𝐴𝑖𝑥 > 𝑏𝑖, το οποίο συνεπάγεται 
ότι   𝑥 ∉  𝑅𝑖, ∀𝑖 ≤ 𝑚.  Έστω ότι  𝑥 ∈ 𝑅𝑗 και  𝑖 > 𝑗.  Καθώς  𝑥 ∈ 𝑅𝑖, από τον 
ορισμό του  𝑅𝑖(𝑖 > 𝑗) 𝐴𝑗𝑥 ≤ 𝑏𝑗, το οποίο συνεπάγεται πως  𝑥 ∉  𝑅𝑗. 

 
Στο παρακάτω παράδειγμα εφαρμόζεται η προσέγγιση που προτάθηκε από το 
Θεώρημα 3 για το διαχωρισμό του συνόλου των παραμέτρων  𝑋. Θεωρούμε 
μόνο δυο μεταβλητές κατάστασης  𝑥1 και  𝑥2. 
 

                     
                             (α)                                                                                     (β) 

Εικόνα 6 – Διαδικασία διαχωρισμού του χώρου των καταστάσεων. 
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Αρχικά ορίζεται το υποσύνολο  𝑋, για το οποίο ισχύει πως  𝐶𝑅0 ⊆ 𝑋, από τις 
ανισότητες  

𝑋 ≜ {𝑥 ∈ ℝ𝑛|𝑥1𝐿 ≤ 𝑥1 ≤ 𝑥1𝑈, 𝑥2𝐿 ≤ 𝑥2 ≤ 𝑥2𝑈}. 
 
Χρησιμοποιούνται μια προς μια οι γραμμικές συναρτήσεις του 𝑥 ώστε να ορισθεί 
η κρίσιμη περιοχή  𝐶𝑅0   
 

𝐶𝑅0 ≜ {𝑥 ∈ ℝ𝑛|𝐶1 ≤ 0, 𝐶2 ≤ 0, 𝐶3 ≤ 0}, 
 
όπως απεικονίζεται και στην εικόνα 4α. 
 
Για να διαχωριστεί η υπόλοιπη περιοχή του 𝑋 και να δημιουργηθούν οι περιοχές  
𝐶𝑅𝑖𝑟𝑒𝑠𝑡, αντιστρέφουμε τη φορά της ανισότητας 𝐶𝑖 και αφαιρούμε τους 
περιττούς περιορισμούς (Εικόνα ) 
 

 
Εικόνα 7 – Πρώτο βήμα διαχωρισμού της περιοχής CRrest. 
 
 
Το σύνολο αυτών των περιοχών αποτελεί την περιοχή  CRrest 
 

CRrest = {𝑥 ∈ ℝ𝑛|𝐶𝑅𝑖𝑟𝑒𝑠𝑡 ∪ 𝐶𝑅2𝑟𝑒𝑠𝑡 ∪ 𝐶𝑅3𝑟𝑒𝑠𝑡}, 
 
όπως απεικονίζεται στην Εικόνα 4β. 
 
Εφόσον έχει γίνει ο διαχωρισμός της περιοχής  CRrest στα πολυεδρικά 
υποσύνολα 𝐶𝑅𝑖𝑟𝑒𝑠𝑡, εφαρμόζεται η ίδια διαδικασία προσέγγισης επαναληπτικά.  
Για κάθε ένα από αυτά ορίζεται ένα νέο διάνυσμα 𝑥𝑖  λύνοντας το γραμμικό 
πρόβλημα (5.1) , και αντίστοιχα το βέλτιστο  𝑧𝑖, το σύνολο των ενεργών 
περιορισμών  𝐺̃, 𝑊̃, 𝑆̃ και η αντίστοιχη κρίσιμη περιοχή 𝐶𝑅𝑖. Διαχωρίζεται το 
τμήμα που υπολείπεται (𝐶𝑅𝑖𝑟𝑒𝑠𝑡\𝐶𝑅𝑖) σύμφωνα με το Θεώρημα 3, ώστε να 
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ορισθούν οι νέες πολυεδρικές περιοχές και η διαδικασία επαναλαμβάνεται 
μέχρι να καλυφθεί όλος ο χώρος κατάστασης.  
 
 
5.2 Υπολογιστική Πολυπλοκότητα  

 
Η προηγούμενη επαναληπτική διαδικασία, ουσιαστικά απεικονίζει ένα δέντρο 
αναζήτησης, το οποίο έχει βάθος ίσο με 2𝑞, όπου 𝑞 ο αριθμός των περιορισμών 
του προβλήματος βελτιστοποίησης (4.12). Η πρώτη κρίσιμη περιοχή 𝐶𝑅0 
ορίζεται από 𝑞 περιορισμούς (και όχι από 𝜆(𝑥) ≥ 0 (𝑞 περιορισμούς) και 
𝐺𝑧(𝑥) ≤ 𝑊 + 𝑆𝑥 (𝑞 περιορισμούς), λόγω της ισχύς της αυστηρής 
συμπληρωματικής συνθήκης χαλαρότητας).  Η περιοχή CRrest αποτελείται από 𝑞 
κυρτά πολύεδρα 𝐶𝑅𝑖, που ορίζονται το πολύ από 𝑞 ανισότητες. Για το κάθε 
πολύεδρο 𝐶𝑅𝑖, ορίζεται μια νέα κρίσιμη περιοχή 𝐶𝑅0  η οποία αποτελείται από 
2𝑞 (𝐶𝑅 ⊆ 𝐶𝑅𝑖), οπότε η αντίστοιχη περιοχή CRrest διαμερίζεται σε 2𝑞 κυρτά 
πολύεδρα 𝐶𝑅𝑖, που ορίζονται το πολύ από 2𝑞 ανισότητες. Με επαγωγή, 
καταλήγουμε πως στο βήμα 𝑘 + 1 υπάρχουν 𝑘!𝑚𝑘 περιοχές που ορίζονται από 
(𝑘 + 1)𝑞 περιορισμούς. Έτσι προκύπτει, πως το βάθος του δέντρου αναζήτησης 
είναι ίσο με 2𝑞, καθώς κάθε 𝐶𝑅0 είναι το μεγαλύτερο σύνολο που αντιστοιχεί σε 
ένα ορισμένο συνδυασμό από ενεργούς περιορισμούς και σε κάθε επίπεδο 
υπάρχει ένας επιτρεπτός συνδυασμός ενεργών περιορισμών λιγότερος. 
Ο αριθμός των 𝑁𝑟 κυρτών πολυεδρικών περιοχών, στις οποίες διαμερίζεται το 
σύνολο 𝑋 των παραμέτρων είναι   

𝑁𝑟 ≤ ∑ 𝑘! 𝑞𝑘
2𝑞−1

𝑘=0

. 

 
Ο αριθμός αυτός εξαρτάται από τις διαστάσεις των καταστάσεων (𝑛), το 
γινόμενο 𝑠 = 𝑚𝑁𝑢 όπου 𝑚 οι διαστάσεις του διανύσματος εισόδου και 𝑁𝑢 ο 
αριθμός των κινήσεων ελέγχου, και τον αριθμό των περιορισμών 𝑞 του 
προβλήματος βελτιστοποίησης (4.12). Ουσιαστικά, ο αριθμός των δυνατών 
συνδυασμών των ενεργών περιορισμών είναι  

∑(
𝑞
𝑙) = 2

𝑞

𝑞

𝑙=0

, 

 
που αποτελεί ένα άνω όριο στον αριθμό των διαφορετικών γραμμικών κερδών 
ανάδρασης, τα οποία περιγράφουν τον ελεγκτή. Πολλοί διαφορετικοί 
συνδυασμοί των ενεργών περιορισμών μπορούν να οδηγήσουν στις ίδιες πρώτες 
𝑚 συνιστώσες της λύσης 𝑢𝑡∗(𝑥), καθώς τα κέρδη για τις μελλοντικές δράσεις 
εισόδου  𝑢𝑡+1, … , 𝑢𝑡𝑁𝑢−1  δεν παίζουν ρόλο για το νόμο ελέγχου. Από την 
αντίθετη πλευρά, ο αριθμός των πολυεδρικών περιοχών 𝑁𝑟 είναι μεγαλύτερος 
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από τον αριθμό των κερδών ανάδρασης, επειδή οι περιοχές πρέπει να είναι 
κυρτά σύνολα. Η κάθε περιοχή 𝑁𝑟 ορίζεται το πολύ από  𝑞2𝑞 γραμμικές 
ανισότητες.  
 
 
5.3 Αλγόριθμος μη πραγματικού χρόνου για Προβλεπτικό 
Ελεγκτή κλειστής μορφής 
 
Όπως παρουσιάστηκε μέχρι αυτό το σημείο, ο Γραμμικός Προβλεπτικός Έλεγχος 
εκμεταλλεύεται την αρχή της βελτιστοποίησης πραγματικού χρόνου μέσω 
παραμετρικής βελτιστοποίησης σε μη πραγματικό χρόνο. Εφόσον ο πλήρης 
χάρτης με τις βέλτιστες λύσεις στο χώρο των καταστάσεων είναι διαθέσιμος, σε 
πραγματικό χρόνο ο Προβλεπτικός ελεγκτής αρκεί μόνο να εξασφαλίσει τις 
μετρήσεις της κατάστασης  𝑥 την τρέχουσα στιγμή, να βρει σε ποια κρίσιμη 
πολυεδρική περιοχή  𝐶𝑅0 ανήκει το 𝑥 , να αποκτήσει τη δράση ελέγχου από τη 
σχέση (5.12) και να την εφαρμόσει στο σύστημα και τέλος να επαναλάβει την 
ίδια διαδικασία για την επόμενη στιγμή δειγματοληψίας. 
Ως εκ τούτο, το αρχικό πρόβλημα βελτιστοποίησης μειώνεται σε μια συνάρτηση 
εκτίμηση της μορφής [1]: 
 

𝜀𝛼𝜈  𝑥 ∈ 𝐶𝑅0  𝜏ό𝜏𝜀  𝑢𝑡 = [𝐼 0 … 0]𝑈∗(𝑥𝑡), 
 

όπου  𝑈∗(𝑥𝑡) η βέλτιστη ακολουθία ελέγχου της σχέσης (5.12). 
 
Έχοντας περιγράψει λεπτομερώς τη διαδικασία για τη λύση ενός πολύ-
παραμετρικού τετραγωνικού προγράμματος, θα τη συνοψίσουμε στον 
παρακάτω αλγόριθμο [1, 2]. 

 
Βήμα 1 :   Έστω ότι  𝑋 ⊆ 𝑅𝑛 είναι το σύνολο των παραμέτρων (καταστάσεων). 
Βήμα 2 :   Εκτέλεσε το διαχωρισμό(𝑋). 
Βήμα 3 :   Για όλες τις περιοχές που το  𝑧(𝑥) είναι το ίδιο, υπολόγισε την ένωση                                
                 όπως έχει περιγραφεί από τους Bemporad, Fukuda και Torrisi (2001). 
Βήμα 4 : Τέλος.  

Διαδικασία διαχωρισμού (𝑌) 
2.1 : Έστω ότι  𝑥0 ∈ 𝑌  και  𝜀  είναι η λύση του γραμμικού                       

προβλήματος (12). 
2.2   : Εάν  𝜀 ≤ 0   τότε τερμάτισε. 
2.3 : Για  𝑥 = 𝑥0, υπολόγισε τη βέλτιστη λύση  (𝑧0, 𝑥𝑜)  του 

τετραγωνικού προβλήματος (4.12). 
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2.4 : Καθόρισε το σύνολο των ενεργών περιορισμών όταν   𝑧 = 𝑧0, 𝑥 =
𝑥0 και φτιάξε 𝐺̃, 𝑊̃, 𝑆̃. 

2.5 : Εάν  𝑟 = 𝑟𝑎𝑛𝑘𝐺̃  είναι μικρότερο από τον αριθμό 𝑙 των γραμμών 
του  𝐺̃, πάρε ένα υποσύνολο των  𝑟  γραμμικά ανεξάρτητων 
γραμμών, και ξανά όρισε  𝐺̃, 𝑊̃, 𝑆̃  αναλόγως. 

2.6 : Καθόρισε  𝜆̃(𝑥), 𝑧(𝑥)  από τις σχέσεις (17) και (18). 
2.7 : Χαρακτήρισε το  𝐶𝑅 από τις σχέσεις (19) και (20). 
2.8 : Όρισε και διαχώρισε την υπόλοιπη περιοχή όπως το Θεώρημα (2). 
2.9 : Για κάθε νέα υπό-περιοχή  𝑅𝑖, διαδικασία διαχωρισμού (𝑅𝑖). 
Τέλος διαδικασίας. 
 
 

Ο συγκεκριμένος αλγόριθμος μπορεί να χρησιμοποιηθεί και για τη λύση του 
προβλήματος παρακολούθησης ενός σήματος αναφοράς της μορφής (4.16). 
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ΚΕΦΑΛΑΙΟ 6                                                                                
 

 

Multi-Parametric Toolbox 
 
6.1 Εισαγωγή  
 
Το Multi-Parametric Toolbox (ΜΡΤ) [3] είναι μια εργαλειοθήκη (toolbox) 
ανοιχτού κώδικα (open source) στο προγραμματιστικό περιβάλλον του Matlab, η 
οποία διατίθεται δωρεάν και χρησιμοποιείται για την επίλυση παραμετρικών 
προβλημάτων βελτιστοποίησης που προκύπτουν στο Βέλτιστο Έλεγχο με 
περιορισμούς [3, 21, 23].  
 
Η θεωρία του Βέλτιστου Ελέγχου βρίσκει εφαρμογή ακόμα και στα σύνθετα 
προβλήματα των γραμμικών συστημάτων με περιορισμούς, που αποτελούν την 
σημαντικότερη κατηγορία των γραμμικών συστημάτων τόσο στη βιομηχανία όσο 
και στην ερευνητική κοινότητα [2]. Η χρησιμότητα του ΜΡΤ έγκειται στο γεγονός 
ότι παρέχει όλα τα απαραίτητα υπολογιστικά μέσα ώστε να βρεθεί ο ελεγκτής 
ανάδρασης για αυτά τα συστήματα.  
 
Η μετατροπή του προβλήματος βελτιστοποίησης της μορφής (4.3) στο 
παραμετρικό πρόβλημα βελτιστοποίησης της μορφής (4.12) είναι απαραίτητη 
προϋπόθεση ώστε να εφαρμοστεί η τεχνική επίλυσης του Προβλεπτικού Ελέγχου 
σε μη πραγματικό χρόνου, καθώς οι πολύ-παραμετρικές προσεγγίσεις 
βασίζονται στον υπολογισμό του νόμου ανάδρασης σε μη πραγματικό χρόνο. 
 
Παρόλα αυτά, οι δυνατότητές της δεν περιορίζονται μόνο στο συγκεκριμένο 
τομέα αλλά επεκτείνονται γενικότερα στο σχεδιασμό, την ανάλυση και  την 
ανάπτυξη βέλτιστων ελεγκτών για γραμμικά, μη-γραμμικά και υβριδικά 
συστήματα με περιορισμούς. Επιπλέον η υπολογιστική γεωμετρία 
(computational geometry) είναι ένας τομέας τον οποίο περιγράφει η 
συγκεκριμένη εργαλειοθήκη [21, 23]. 
 
Στα πλαίσια της συγκεκριμένης διπλωματικής θα ασχοληθούμε με το κομμάτι το 
οποίο περιγράφει το σχεδιασμό και την εφαρμογή του Προβλεπτικού Ελέγχου σε 
κλειστή μορφή.  
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6.2 Multi-Parametric Toolbox 3  
 
6.2.1 Εισαγωγή  
 
Όλα τα παραδείγματα και οι εφαρμογές που περιγράφονται στη συγκεκριμένη 
διπλωματική εργασία πραγματοποιήθηκαν στο ΜΡΤ 3.0 [3, 23]. Αποτελεί την 
καινούργια έκδοση της εργαλειοθήκης, η οποία είναι μια πλήρης επανεγγραφή 
της αρχικής εργαλειοθήκης με πιο ευέλικτη δομή που προσφέρει ταχύτερη 
ένταξη νέων αλγορίθμων [23], παρέχει τα μέσα για αυτόματη εγκατάσταση, 
απεγκατάσταση και αναβαθμίσεις των εργαλειοθηκών του  Matlab. 
 
Το ΜΡΤ 3.0 βασίζεται στον αντικειμενοστραφή προγραμματισμό (Object-
Oriented Programming) ώστε να μπορεί να επιτευχθεί ευκολότερα η 
συντηρησιμότητα (maintainability) της εργαλειοθήκης και η παροχή  ευέλικτης 
δομής για πιθανές μελλοντικές βελτιώσεις.  
 
Η αρχική έκδοση της εργαλειοθήκης έγινε το 2004 και μέχρι την τρέχουσα 
έκδοση υπάρχει σημαντική πρόοδος στην ανάπτυξή της καθώς επίσης και η 
διεύρυνση του πεδίου εφαρμογής της ώστε να μπορεί να αντιμετωπίζει 
προβλήματα στην υπολογιστή γεωμετρία. Είναι σημαντικό να αναφερθεί πως το 
ΜΡΤ 3.0 βασίζεται σε μεγάλο βαθμό στον επιλύτη  CDD για την εκτέλεση πολλών 
εργασιών που σχετίζονται με την υπολογιστική γεωμετρία. Τα σημαντικότερα 
σημεία στα οποία παρουσιάζονται η εξέλιξη της  ΜΡΤ 3.0 είναι τα εξής  [23]: 

o Διαδικασία εγκατάστασης. 
o Μηχανισμοί βελτιστοποίησης. 
o Υποστήριξη υπολογιστής γεωμετρίας. 
o Νέο ευέλικτο περιβάλλον για το χρήστη. 
o Ευκολότερη ένταξη των νέων αλγορίθμων. 
o Υποστήριξη για τον έλεγχο σε πραγματικό χρόνο (real-time). 
o Βελτιωμένη αριθμητική αξιοπιστία βασισμένη σε εκτεταμένες δοκιμές. 
o Λεπτομερή έγγραφα που περιλαμβάνουν παραδείγματα και επιδείξεις. 

 
 

 
6.2.2 Χαρακτηριστικά 
 
Σε τέσσερις ενότητες μπορεί να χωριστεί το περιεχόμενο της εργαλειοθήκης, 
κάθε μια από τις οποίες αντιπροσωπεύει ένα στάδιο στο σχεδιασμό και την 
υλοποίηση του Προβλεπτικού Ελεγκτή κλειστής μορφής [21, 24] : 
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x Μοντελοποίηση του δυναμικού μοντέλου. Επιτρέπει την περιγραφή 
συστημάτων διακριτού χρόνου είτε με γραμμική είτε με υβριδική 
δυναμική.  

x Σύνθεση του προβλήματος του Προβλεπτικού Ελέγχου. Επιτρέπει τη 
διαμόρφωση και τη λύση προβλημάτων Βέλτιστου Ελέγχου με 
περιορισμούς τόσο για γραμμικά όσο και για υβριδικά συστήματα.  

x Ανάλυση του κλειστού βρόχου. Επιτρέπει τη διερεύνηση της 
συμπεριφοράς του κλειστού βρόχου καθώς και μεθόδους για τη μείωση 
της πολυπλοκότητας των αναδράσεων του Μοντέλου Προβλεπτικού 
Ελέγχου σε κλειστή μορφή. 

x Ανάπτυξη των ελεγκτών του Προβλεπτικού Ελέγχου στο υλικό. Επιτρέπει 
τη διεξαγωγή ρουτινών ελέγχου στην ANSI-C γλώσσα, οι οποίες έπειτα 
μπορούν να μεταφορτωθούν σε μια συγκεκριμένη πλατφόρμα 
εφαρμογής. 
 

Για να επιτευχθεί η πλήρης λειτουργικότητα της εργαλειοθήκης MPT 3.0 είναι 
απαραίτητη η ύπαρξη και των τεσσάρων ενοτήτων από τις οποίες απαρτίζεται.   
 
 
 

 
6.3 Πολύ-Παραμετρικός Προγραμματισμός  

 
Η  εργαλειοθήκη Multi-Parametric Toolbox είναι ένα εργαλείο λογισμικού που 
επιτρέπει την αποτελεσματική διαμόρφωση και επίλυση των προβλημάτων 
βελτιστοποίησης που εμπλέκονται στον πολύ-παραμετρικό προγραμματισμό και 
στην υπολογιστική γεωμετρία.  
 
Εφόσον το αρχικό μας πρόβλημα βελτιστοποίησης (4.3) μετατρέπεται σε πολύ-
παραμετρικό πρόβλημα βελτιστοποίησης (4.12), είναι αρκετά σημαντικό να γίνει 
αναφορά στον πολύ-παραμετρικό προγραμματισμό της μορφής που 
χρησιμοποιείται από την εργαλειοθήκη. 
 
Θεωρούμε  [21] το διακριτού χρόνου γραμμικό και χρονικά αμετάβλητο σύστημα  
 

𝑥(𝑡 + 1) = 𝐴𝑥(𝑡) + 𝐵𝑢(𝑡)                                                              
   𝑦(𝑡) = 𝐶𝑥(𝑡) (6.1) 
 

με Α ∈ ℝn×n και Β ∈ ℝn×m. 
Έστω  𝑥(𝑡)  συμβολίζει  την κατάσταση τη χρονική στιγμή 𝑡 και xt+k|t  συμβολίζει 
την προβλεπόμενη κατάσταση τη χρονική στιγμή 𝑡 + 𝑘 δεδομένης της 
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κατάστασης τη χρονική στιγμή 𝑡. Για συντομία συμβολίζουμε την κατάσταση   
xk|0 σαν  xk. Έστω  u𝑘  η υπολογισμένη είσοδος για τη χρονική στιγμή  𝑘, 
δεδομένης της κατάστασης 𝑥(0). 
 
Υποθέτουμε ότι οι καταστάσεις και οι είσοδοι του συστήματος (6.1) υπόκεινται 
στους παρακάτω περιορισμούς    
 
 

𝑥 ∈ 𝕏 ⊂ ℝn ,                u ∈ 𝕌 ⊂ ℝm   
 

όπου 𝕏 και 𝕌 είναι πολυεδρικά σύνολα, και θεωρούμε το πεπερασμένου χρόνου 
βέλτιστου ελέγχου πρόβλημα με περιορισμούς 
 

𝐽𝑁∗ (𝑥(0)) =
𝑚𝑖𝑛

𝑢0, … , 𝑢𝑁−1
‖𝒬𝑓𝑥𝑁‖ℓ +∑‖𝑅𝑢𝑘‖ℓ

𝑁−1

𝑘=0

 + ‖𝒬𝑥𝑘‖ℓ                     (6.2)  

 
με περιορισμούς  
                                  𝑥𝑘 ∈  𝕏,       ∀𝑘 ∈ {1, … , 𝑁},                                                (6.3) 
                                  𝑥𝑁 ∈  𝒳𝑠𝑒𝑡,                                                                                  (6.4) 
                                  𝑢𝑘 ∈ 𝕌 ,       ∀𝑘 ∈ {0, … , 𝑁 − 1},                                           (6.5) 
                                      x0 = 𝑥(0),                                                                             (6.6) 
                                  𝑥𝑘+1 = 𝐴xk + 𝐵u𝑘,       ∀𝑘 ∈ {0, … , 𝑁 − 1},                      (6.7) 

{
𝒬 = 𝒬′ ≥ 0, 𝒬𝑓 = 𝒬𝑓′ ≥ 0, 𝑅 = 𝑅′ ≥ 0,         𝑖𝑓 ℓ = 2 

𝑟𝑎𝑛𝑘(𝒬) = 𝑛, 𝑟𝑎𝑛𝑘(𝑅) = 𝑚                                                   𝑖𝑓ℓ ∈ {1,∞} 
}.    (6.8) 

 
Το κόστος (6.2) είναι γραμμικό όταν ℓ ∈ {1,∞} ή τετραγωνικό όταν ℓ = 2 οπότε 
οι μήτρες 𝒬, R και 𝒬f  αντιπροσωπεύουν τα ορισμένα από το χρήστη βάρη στις 
καταστάσεις και στις εισόδους. 
 
Για μια δοθείσα αρχική κατάσταση 𝑥(0) το πρόβλημα (6.2) λύνεται σαν 
γραμμικό πρόβλημα για γραμμική συνάρτηση κόστους είτε σαν τετραγωνικό 
πρόβλημα για τετραγωνική συνάρτηση κόστους. 
 
Στο πρόβλημα (6.2) για τετραγωνική συνάρτηση κόστους αντικαθιστούμε  
 

𝑥𝑘 = 𝐴𝑘𝑥(0) +∑𝐴𝑘𝐵𝑢𝑘−1−𝑗

𝑘−1

𝑗=0

 

 
και το αναδιατυπώνουμε ως εξής: 



Multi-Parametric Toolbox 
 

 

54 

 

𝐽𝑁∗ (𝑥(0)) = 𝑥(0)′𝛶𝑥(0) +
𝑚𝑖𝑛
𝑢𝛮
 {𝑈𝑁′ 𝐻𝑈𝑁 + 𝑥(0)′𝐹𝑈𝑁} 

 
που υπόκεινται στον περιορισμό                  𝐺𝑈𝑁 ≤ 𝑊+𝐸𝑥(0)                   (6.9) 

 
όπου το διάνυσμα στήλης 𝑈𝑁 ≜ [𝑢0′ , … , 𝑢𝑁−1′ ]′ ∈ ℝ𝑠  είναι το διάνυσμα 
βελτιστοποίησης, 𝑠 ≜ 𝑚𝑁.  
 
Οι πίνακες H,F,Y,G,W,E υπολογίζονται από τους πίνακες 
𝒬, R, 𝒬f και από τις σχέσεις που περιγράφουν το σύστημα. Η διαδικασία 
εύρεσης των πινάκων αυτών είναι ίδια με εκείνη που έχει αναλυθεί λεπτομερώς 
σε προηγούμενη ενότητα. 
 
Η μετασχηματισμένη μορφή (6.9) του προβλήματος μας μπορεί να λυθεί σαν 
πολύ-παραμετρικό πρόγραμμα καθώς εξαρτάται από το 𝑥(0). Συμβολίζοντας με 
𝑈𝑁 = [𝑢0′ , … , 𝑢𝑁−1′ ]′ το διάνυσμα βελτιστοποίησης και θεωρώντας το  𝑥(0) σαν 
παράμετρο, το πρόβλημα (6.9) μπορεί να λυθεί για όλες τις παραμέτρους 𝑥(0) 
για να ληφθεί η λύση ανάδρασης. 
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ΚΕΦΑΛΑΙΟ 7                                                                                  
 
Προβλεπτικός Έλεγχος με χρήση του ΜΡΤ 

 
7.1 Εισαγωγή  
 
Η εργαλειοθήκη Multi-Parametric Toolbox 3.0 επιτρέπει τη διαμόρφωση και την 
επίλυση προβλημάτων Προβλεπτικού Ελέγχου για διακριτού χρόνου γραμμικά 
μοντέλα πρόβλεψης [3, 21, 23]. 
 
Ο σχηματισμός ενός ελεγκτή Προβλεπτικού Ελέγχου στο ΜΡΤ 3.0 βασίζεται σε 
δυο βασικές αρχές: 
¾ Οι περιορισμοί και οι ποινές (penalties) ορίζονται απευθείας στο μοντέλο 
πρόβλεψης. 
¾ Κάθε MPC ελεγκτής που διαμορφώνεται στην εργαλειοθήκη είναι αρχικά 
ένας ρυθμιστής Προβλεπτικού Ελέγχου πραγματικού χρόνου. Οι ελεγκτές σε 
κλειστή μορφή συντίθενται μόνο στην περίπτωση που ζητηθεί .  
 

7.2 Στάδια Δημιουργίας Προβλεπτικού Ελεγκτή 

Η διαδικασία για τη δημιουργία του Προβλεπτικού Ελεγκτή στο ΜΡΤ 3.0  μπορεί 
να χωριστεί σε δυο βασικά μέρη: 
� Καθορισμός του μοντέλου πρόβλεψης. 
� Σύνθεση του Προβλεπτικού Ελεγκτή. 
 

7.2.1 Καθορισμός του μοντέλου πρόβλεψης 

Η συμπεριφορά της διεργασίας γενικά καθοδηγείται από δυο κύρια στοιχεία: τη 
δυναμική του συστήματος και τους περιορισμούς του.  
 
Έτσι για να ορίσουμε το μοντέλο πρόβλεψης, καθορίζουμε σε ποια κατηγορία 
δυναμικών μοντέλων ανήκει και προσθέτουμε όλους τους απαραίτητους 
περιορισμούς και ποινές που το χαρακτηρίζουν. 
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1) Δημιουργία του μοντέλου πρόβλεψης.  
Το μοντέλο πρόβλεψης μπορεί να αναπαρασταθεί με μια από τις παρακάτω 
κατηγορίες δυναμικών μοντέλων: 
- Γραμμικά συστήματα (Linear Time-Invariant/LTI). 
- Συσχετισμένα συστήματα (Affine systems). 
- Τμηματικά συσχετισμένα συστήματα (Piecewise affine systems/PWA). 
- Μικτά λογικά δυναμικά συστήματα (Mixed Logical Dynamical systems/MLD). 
 
Στην παρούσα διπλωματική εργασία θα ασχοληθούμε μόνο με τα γραμμικά 
δυναμικά συστήματα.  
 
Τα γραμμικά χρονικά αμετάβλητα μοντέλα που δημιουργούνται από το ΜΡΤ3 
είναι της μορφής 
𝑥(𝑡 + 𝛥𝑡) = 𝐴𝑥(𝑡) + 𝐵𝑢(𝑡) 

          𝑦(𝑡) = 𝐶𝑥(𝑡) + 𝐷𝑢(𝑡) 
όπου 𝑥(𝑡) είναι το διάνυσμα κατάστασης τη χρονική στιγμή 𝑡, 𝑢(𝑡) είναι το 
διάνυσμα των εισόδων ελέγχου, 𝑦(𝑡)  είναι οι έξοδοι του συστήματος και 𝛥𝑡 
αντιπροσωπεύει το χρόνο δειγματοληψίας.  
 
Εντολή:  model=LTISystem (‘A’, A, ‘B’, B, ‘C’, C, ‘D’, D, ‘Ts’, Ts). 

 

Όλοι οι πίνακες είναι προαιρετικοί και μπορούν να παραληφθούν, εκτός του 
πίνακα Α. Έτσι, καθορίζουμε κατάλληλα ένα γραμμικό σύστημα ανάλογα με τις 
προδιαγραφές που μας δίνονται. Για παράδειγμα, στην περίπτωση που το 
γραμμικό σύστημά μας έχει μηδενικές εξόδους, παραλείπουμε τους πίνακες C 

και D. Όσες λιγότερες καταστάσεις και εισόδους έχει το σύστημά μας, τόσο 
ευκολότεροι θα είναι οι μετέπειτα υπολογισμοί. Θεωρούμε πάντα πως ο χρόνος 
δειγματοληψίας Ts  είναι Ts=1 στην περίπτωση που δε δίνεται.  
 
2) Καθορισμός των ιδιοτήτων του μοντέλου πρόβλεψης. 
Ορίζουμε τους περιορισμούς του μοντέλου πρόβλεψης, οι οποίοι είναι οι εξής: 
- Περιορισμοί στο διάνυσμα κατάστασης. 
- Περιορισμοί στο διάνυσμα εισόδου. 
 
Εντολή:  model.x.min, model.x.max, model.u.min, model.u.max και 

model.y.min, model.y.max 
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όπου model  το LTI μοντέλο πρόβλεψης που έχει οριστεί για τις προβλέψεις. 
 
Για να μπορέσει να γίνει περιγραφή και των επιπλέον απαραιτήτων για τον 
ορισμό του μοντέλου πρόβλεψης ποινών, είναι αναγκαία η ανάλυση του 
παρακάτω κεφαλαίου.  
 
 
7.2.2 Φίλτρα στα σήματα του συστήματος 
 
Η εργαλειοθήκη ΜΡΤ3 περιέχει φίλτρα (filters) στα σήματα του συστήματος με τη 
δυνατότητα ενεργοποίησης και απενεργοποίησης τους στο σήμα εισόδου 𝑢, 
κατάστασης 𝑥 και εξόδου 𝑦. Η ενεργοποίηση ενός φίλτρου γίνεται 
χρησιμοποιώντας τη μέθοδο “with” και αντίστοιχα τη μέθοδο “without” για την 
απενεργοποίηση του. Από προεπιλογή όλα τα φίλτρα είναι απενεργοποιημένα. 
 

Στα πλαίσια της διπλωματικής εργασίας χρησιμοποιήθηκαν τα φίλτρα 
signal.penalty, Terminal penalty,  reference signal,  soft bound constraints και 
initial set constraints. 

 
 
7.2.2.1 Signal penalty 
 
Το κριτήριο απόδοσης είναι μια τετραγωνική συνάρτηση με συντελεστές βάρους 
𝒬 και ℛ. 
 
Με το  φίλτρο signal.penalty ορίζεται η ποινή στη μεταβλητή της συνάρτησης 
κόστους του ελεγκτή σαν αντικείμενο συνάρτησης. 
 
- Τετραγωνική ποινή στο διάνυσμα κατάστασης. 
Καθώς ο στόχος είναι να ρυθμιστεί το σύστημα ελαχιστοποιώντας το κριτήριο 
απόδοσης το οποίο είναι μια τετραγωνική συνάρτηση βελτιστοποίησης, ορίζεται 
ο πίνακας βάρους 𝒬 και επιβάλλουμε να είναι τετραγωνικής μορφής 𝑥𝑘𝑇𝒬𝑥𝑘 . 
Εντολή:   model.x.penalty=QuadFunction (𝒬). 
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- Τετραγωνική ποινή στο διάνυσμα εισόδου. 
Ορίζεται ο πίνακας βάρους ℛ και επιβάλλουμε να είναι τετραγωνικής μορφής 
𝑢𝑘𝑇ℛ 𝑢𝑘 . 
 
Εντολή:  model.u.penalty= QuadFunction (ℛ). 

 
7.2.2.2 Terminal penalty 
 
Για την προσθήκη αυτού του περιορισμού αρχικά πρέπει να οριστεί ο πίνακας 
βάρους 𝒫 που είναι τετραγωνικής μορφής  𝑥𝑁𝑦𝛵 𝒫𝑥𝑁𝑦  και έπειτα να 
ενεργοποιηθεί το κατάλληλο φίλτρο.  
 
Ο υπολογισμός του πίνακα 𝒫 πραγματοποιείται με τη βοήθεια της μεθόδου 
LQRPenalty. Με τη συγκεκριμένη μέθοδο σχεδιάζεται ο γραμμικός τετραγωνικός 
ρυθμιστής για LTI συστήματα και υπολογίζεται η λύση της εξίσωσης Riccati 
διακριτού χρόνου.  Να σημειωθεί πως αυτή η μέθοδος απαιτεί οι ποινές στις 
καταστάσεις και στις εισόδους να ορίζονται με “system.x.penalty”  και 
“system.u.penalty” αντίστοιχα.  
 
Εντολή:  P=model.LQRPenalty 

                  model.x.with(‘terminalPenalty’), model.x.terminalPenalty=P. 

 

Με την ενεργοποίηση του φίλτρου “terminalPenalty” ενεργοποιείται 
περιορισμός στις μεταβλητές κατάστασης στο τέλος του ορίζοντα πρόβλεψης. 
Γενικότερα η λειτουργία του συγκεκριμένου φίλτρου μπορεί να είναι αυθαίρετη, 
αλλά για λόγους σταθερότητας το φίλτρο πρέπει να ικανοποιεί συγκεκριμένες 
ιδιότητες. Οι ελεγκτές σε κλειστή μορφή που σχεδιάζονται με ενεργοποιημένο το 
συγκεκριμένο φίλτρο καθορίζονται από μικρότερες εφικτές περιοχές από ότι 
εκείνοι χωρίς τετραγωνικό περιορισμό στην τελική κατάσταση του διανύσματος 
κατάστασης. Παρόλα αυτά είναι ικανοί να σταθεροποιήσουν το σύστημα 
κλειστού βρόχου για όλες τις αρχικές συνθήκες μέσα στην εφικτή περιοχή. 
 
7.2.2.3 Reference signal 
 
Για να παρέχουμε τη λύση στο πρόβλημα ανίχνευσης της εξόδου ή των 
καταστάσεων του συστήματος ενεργοποιούμε το φίλτρο ‘𝑟𝑒𝑓𝑒𝑟𝑒𝑛𝑐𝑒’ στο σήμα 
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εξόδου ή κατάστασης αντίστοιχα. Λύνοντας το πρόβλημα ανίχνευσης του 
συστήματος, το μοντέλου επεκτείνεται καθώς ελαχιστοποιείται η παρακάτω 
συνάρτηση τετραγωνικής μορφής 

∑(𝑢𝑘𝑇𝑅𝑢𝑘 + (𝑦𝑘 − 𝑟)𝑇𝑄(𝑦𝑘 − 𝑟))
𝑁−1

𝑘=0

 

με σκοπό να καθοδηγήσουμε την έξοδο στην τιμή αναφοράς 𝑟.  Η τιμή αυτή 
μπορεί να είναι είτε σταθερή είτε να μεταβάλλεται με το χρόνο. Στην πρώτη 
περίπτωση ορίζεται η μη-μηδενική τιμή στη μεταβλητή 𝑟, ενώ στη δεύτερη 
περίπτωση επισημαίνεται με τη λέξη ‘free’.  
 
7.2.2.4 Soft Bound Constraints 
 
Υπάρχει δυνατότητα να ορίσουμε «μαλακό» άνω (‘softMax’) και κάτω (‘softMin’)  
όριο περιορισμού σε ένα σήμα εισόδου. Με το συγκεκριμένο φίλτρο, μηδενίζεται 
η διαφορά μεταξύ της απόκλισης και του ορίου ώστε να παραμείνει ο ελεγκτής 
στην εφικτή περιοχή.  
 
7.2.2.5 Initial Set Constraints 
 
Για να περιοριστεί ο χώρος κατάστασης για τα προβλήματα που δεν είναι 
φραγμένα, ενεργοποιούμε πολυεδρικούς περιορισμούς στις αρχικές καταστάσεις 
𝑥0 ∈ 𝑃. Έτσι, οι αρχικές συνθήκες είναι περιορισμένοι μέσα στο πολυεδρικό 
σύνολο που έχει οριστεί.   
 
 
Να σημειωθεί πως υπάρχουν πολλά φίλτρα για την προσαρμογή των ρυθμίσεων 
του Προβλεπτικού Ελεγκτή, τα οποία ενεργοποιήσουμε κατάλληλα ανάλογα με 
τις ανάγκες και τις προδιαγραφές του συστήματος μας. 
 

 

7.2.3 Σύνθεση του ελεγκτή  
 
Για τα γραμμικά συστήματα με περιορισμούς, η εργαλειοθήκη μπορεί να 
σχεδιάσει το βέλτιστο νόμο ελέγχου είτε στην κλασσική μορφή του, όπου το 
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πρόβλημα βελτιστοποίησης πεπερασμένου χρόνου λύνεται σε πραγματικό χρόνο 
σε κάθε χρονική στιγμή και χρησιμοποιείται η μέθοδος του κυλιόμενου ορίζοντα, 
είτε να λύσει το βέλτιστο πρόβλημα ελέγχου με πολύ- παραμετρικό τρόπο. Εάν 
χρησιμοποιηθεί ο τελευταίος τρόπος προσέγγισης, τότε έχει επιτευχθεί η 
αναπαράσταση του νόμου ελέγχου σε κλειστή μορφή. 
 
Όπως έχει ήδη αναφερθεί, η διαμόρφωση ενός Προβλεπτικού Ελεγκτή στην 
εργαλειοθήκη είναι από προεπιλογή ένας ρυθμιστής πραγματικού χρόνου.  
 
Για το λόγο αυτό, η ενότητα αυτή θα χωριστεί σε δυο τμήματα: 
9 Ρυθμιστής πραγματικού χρόνου. 
9 Ρυθμιστής μη πραγματικού χρόνου. 
 
Είναι εύκολα κατανοητό πως για τη δημιουργία ενός Προβλεπτικού Ελεγκτή μη 
πραγματικού χρόνου, είναι απαραίτητα αρχικά η δημιουργία του σε πραγματικό 
χρόνο και έπειτα η μετατροπή του σε μη πραγματικού χρόνου. 

 

7.3 Ρυθμιστής πραγματικού χρόνου 
 
7.3.1 Δημιουργία ενός Προβλεπτικού Ελεγκτή 
 
Εφόσον έχουμε ορίσει το γραμμικό μοντέλο πρόβλεψης του συστήματος, αρκεί 
να ορίζουμε τον ορίζοντα πρόβλεψης για να είμαστε σε θέση να συνθέσουμε τον 
Προβλεπτικού Ελεγκτή. 

 
Το βασικό πρόβλημα βελτιστοποίησης που δημιουργεί ο ελεγκτής της 
εργαλειοθήκης παίρνει την παρακάτω μορφή:  

 

𝑚𝑖𝑛
𝑈
𝐽(𝑥𝑁) +∑ 𝐽(𝑥𝑘, 𝑢𝑘, 𝑦𝑘)

𝑁−1

𝑘=0

 

 
και υπόκεινται στους περιορισμούς 
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𝑥𝑘+1 = 𝑓(𝑥𝑘, 𝑢𝑘) 
𝑦𝑘 = 𝑔(𝑥𝑘, 𝑢𝑘) 
𝑥𝑚𝑖𝑛 ≤ 𝑥𝑘 ≤ 𝑥𝑚𝑎𝑥 
𝑢𝑚𝑖𝑛 ≤ 𝑢𝑘 ≤ 𝑢𝑚𝑎𝑥 
𝑦𝑚𝑖𝑛 ≤ 𝑦𝑘 ≤ 𝑦𝑚𝑎𝑥 

 

όπου 𝑁 είναι ο ορίζοντας πρόβλεψης, 𝑥𝑘 είναι η κατάσταση πρόβλεψης, 𝑢𝑘 η 
είσοδος πρόβλεψης και 𝑦𝑘 η έξοδος πρόβλεψης.  
 
Το τελικό κόστος 𝐽(𝑥𝑁) δίνεται από 𝐽(𝑥𝑁) = ‖𝒬𝑥𝑁‖𝑝  όπου 𝒬 είναι ο πίνακας 
βάρους και  𝑝 είναι ο τύπος της νόρμας. Εάν 𝑝 = 2 τότε 𝐽(𝑥𝑁) = 𝑥𝑁𝑇𝒬𝑥𝑁. 
Καθορίζουμε με φίλτρα στο σήμα εισόδου τον τύπο της νόρμας όπως επίσης και 
τους πίνακες βάρους. Όπως αναφέραμε στο σχετικό κεφάλαιο για τα φίλτρα στα 
σήματα του συστήματος, για να ορίσουμε το τελικό κόστος ενεργοποιούμε το 
terminalPenalty filter.  
Tο κόστος  𝐽(𝑥𝑘, 𝑢𝑘, 𝑦𝑘) = ‖𝒬𝑥𝑥𝑘‖𝑃𝑥 + ‖𝒬𝑢𝑢𝑘‖𝑃𝑢 + ‖𝒬𝑦𝑦𝑘‖𝑃𝑦 όπου 𝒬𝑖 είναι οι 

πίνακες βάρους και  𝑝𝑖 αντιπροσωπεύουν τους τύπους για τις νόρμες. Οι ποινές 
στα σήματα της κατάστασης, της εισόδου και της εξόδου γίνεται με τη 
ενεργοποίηση των κατάλληλων φίλτρων, που είναι αντίστοιχα τα 
model.x.penalty, model.u.penalty και model.y.penalty. 

 
Τέλος η 𝑓(𝑥𝑘, 𝑢𝑘) αντιπροσωπεύει την εξίσωση της ενημερωμένης κατάστασης 
και  η 𝑔(𝑥𝑘, 𝑢𝑘) την εξίσωση εξόδου. 
 
Εξ ορισμού, στη διαμόρφωση του Προβλεπτικού Ελεγκτή προστίθενται 
περιορισμοί ελαχίστου/μεγίστου στις μεταβλητές κατάστασης, εισόδου και 
εξόδου. 

Εντολή:   mpc=MPCController (model, horizon), 

όπου η παράμετρος model αντιπροσωπεύει το γραμμικό μοντέλο πρόβλεψης 
που έχει ήδη οριστεί και η παράμετρος horizon είναι ο ορίζοντας πρόβλεψης. 
Πλέον το αντικείμενο mpc είναι έτοιμο να χρησιμοποιηθεί από την εργαλειοθήκη 
ΜΡΤ 3.0 σαν Προβλεπτικός Ελεγκτής. 
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7.3.2 Λήψη της βέλτιστης δράσης ελέγχου 
 
Έχοντας δημιουργήσει το αντικείμενο που η εργαλειοθήκη χρησιμοποιεί σαν 
Προβλεπτικό Ελεγκτή, μπορεί να υπολογιστεί η βέλτιστη δράση ελέγχου.  Μέσω 
της κατάλληλης εντολής λύνεται το πρόβλημα βελτιστοποίησης του 
Προβλεπτικού Ελέγχου χρησιμοποιώντας την αρχική κατάσταση x(0). 
 
Εντολή:  u=mpc.evaluate(x0), 

Η συγκεκριμένη εντολή επιστρέφει το πρώτο στοιχείο της βέλτιστης ακολουθίας 
των εισόδων ελέγχου. Στην περίπτωση που το πρόβλημα βελτιστοποίησης δεν 
είναι εφικτό τότε επιστρέφει την τιμή NaN. 
 
Εντολή:  [u,feasible]=mpc.evaluate(x0). 

Η δυαδική σημαία εφικτότητας επιστρέφει την τιμή 1 εφόσον το πρόβλημα 
βελτιστοποίησης λύνεται, διαφορετικά παίρνει την τιμή 0. 
 
Εντολή:  [u,feasible,openloop]=mpc.evaluate(x0). 

Επιστρέφει τις προβλέψεις κατάστασης, εισόδου και εξόδου για το σύστημα 
ανοιχτού βρόχου, αντίστοιχα στο openloop .X, openloop .U και openloop.Y. H τιμή 
του βέλτιστου κόστους επιστρέφεται στην παράμετρο openloop.cost. 
 
 

7.4 Ρυθμιστής μη πραγματικού χρόνου 
 
Ο Προβλεπτικός Ελεγκτής πραγματικού χρόνου έχει πλέον δημιουργηθεί και 
εφόσον είμαστε ικανοποιημένοι από την απόδοσή του, μπορούμε να τον 
μετατρέψουμε στην κλειστή μορφή του. 
 
Οι ελεγκτές σε κλειστή μορφή μπορούν να χρησιμοποιηθούν για αξιολόγηση και 
προσομοίωση  ακριβώς με τις ίδιες μεθόδους όπως οι ελεγκτές πραγματικού 
χρόνου.  
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Εντολή:   expmpc=MPCController (model, horizon), 

όπου η παράμετρος model αντιπροσωπεύει το γραμμικό μοντέλο πρόβλεψης 
που έχει ήδη οριστεί και η παράμετρος horizon είναι ο ορίζοντας πρόβλεψης του 
ελεγκτή πραγματικού χρόνου. 
Το αντικείμενο του ελεγκτή που έχει δημιουργηθεί (MPCController) 
περιλαμβάνει όλα τα αποτελέσματα που λαμβάνονται σαν λύση του δοθέντος 
βέλτιστου προβλήματος ελέγχου. Γενικότερα, περιγράφει τον λαμβάνοντα νόμο 
ελέγχου και μπορεί να χρησιμοποιηθεί τόσο για την ανάλυση της λύσης όσο και 
για την εφαρμογή του νόμου ελέγχου.  
 
Εντολή:   expmpc.partition.plot(). 

Αναπαράσταση του πολυεδρικού διαμερισμού του νόμου ελέγχου κλειστής 
μορφής. 

Εντολή:  expmpc.feedback.fplot(). 

Αναπαράσταση της κλειστής μορφής του βέλτιστου νόμου ανάδρασης. 
 
Εντολή:   expmpc.cost.fplot(). 

Αναπαράσταση της κλειστής μορφής της βέλτιστης συνάρτησης κόστους. 
 

7.5 Σύστημα Κλειστού Βρόχου 
 
Με την εργαλειοθήκη ΜΡΤ3 υπάρχει δυνατότητα να δημιουργηθεί το 
αντικείμενο το οποίο αντιπροσωπεύει το σύστημα κλειστού βρόχου, που 
αποτελείται από το δυναμικό σύστημα και τον Προβλεπτικό Ελεγκτή. Ο 
Προβλεπτικός Ελεγκτής μπορεί να είναι  ρυθμιστής είτε πραγματικού χρόνου 
είτε μη πραγματικού χρόνου.  
 
Εντολή:   cloop=ClosedLoop (mpc, model), 
όπου η παράμετρος mpc αντιπροσωπεύει τον Προβλεπτικό Ελεγκτή που έχει ήδη 
δημιουργηθεί και η παράμετρος model είναι το γραμμικό μοντέλο πρόβλεψης 
που έχει ήδη οριστεί. 
 
Εντολή:  data=cloop.simulate (x0, Nsim). 

Προσομοίωση του αντικειμένου του κλειστού βρόχου, όπου η παράμετρος x0 

ορίζει την αρχική συνθήκη κατάστασης για την προσομοίωση και η παράμετρος  
Nsim τον αριθμό των βημάτων της προσομοίωσης.  
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Έχοντας δημιουργήσει το σύστημα κλειστού βρόχου μπορούμε να 
παρατηρήσουμε πως συμπεριφέρεται ο ελεγκτής μας εάν τον συνδέσουμε σε 
διαφορετικό σύστημα. Επίσης μπορούμε να αλλάξουμε τον ορίζοντα πρόβλεψης 
του ελεγκτή για να δούμε και πάλι τη συμπεριφορά του. Στην περίπτωση που 
αλλάξουμε τον ελεγκτή και/ή το δυναμικό σύστημά μας στο περιβάλλον του 
Matlab, δε χρειάζεται να δημιουργήσουμε ξανά το αντικείμενο του κλειστού 
βρόχου καθώς οι αλλαγές θα μεταφερθούν σ’ αυτό αυτόματα.  
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ΚΕΦΑΛΑΙΟ 8                                                                                
 

Εφαρμογές 
 
8.1 Εισαγωγή 
 
Στο κεφάλαιο αυτό θα γίνει ανάλυση κάποιων γραμμικών δυναμικών 
συστημάτων διακριτού χρόνου που βρίσκουν εφαρμογή τόσο στην ακαδημαϊκή 
κοινότητα όσο και στη βιομηχανία [25, 26].  

 
Θα παρουσιαστεί η συμπεριφορά του Προβλεπτικού Ελέγχου στην επίλυση των 
εξής προβλημάτων: 
� Πρόβλημα ρύθμισης, στο οποίο ο ελεγκτής ρυθμίζει το σύστημα στο σημείο 
αναφοράς. 
� Πρόβλημα ανίχνευσης, στο οποίο ο ελεγκτής ακολουθεί ένα συγκεκριμένο 
σήμα αναφοράς. Η τιμή του σήματος αναφοράς μπορεί να είναι είτε σταθερή 
είτε να μεταβάλλεται με το χρόνο.  
Στόχος του ελεγκτή είναι η λύση αυτών των προβλημάτων καθώς ικανοποιούνται 
οι περιορισμοί του συστήματος.  
 

 
8.2  Θεωρητικό σύστημα  
 
Αρχικά, θα παρουσιαστεί ένα απλό θεωρητικό σύστημα 2x2 μιας εισόδου-μιας 
εξόδου το οποίο έχει ήδη μελετηθεί [1, 2], ώστε να αποδειχθεί πως ο κώδικας 
που έχω γράψει με τη χρήση της εργαλειοθήκης MPT καταλήγει στα ίδια 
αποτελέσματα με τη βιβλιογραφία. 
 
Η αναπαράσταση του συστήματος στο χώρο των καταστάσεων είναι η εξής: 
 

𝑥(𝑡 + 1) = [0.7326 −0.0861
0.1722 0.9909 ] 𝑥

(𝑡) + [0.06090.0064] 𝑢
(𝑡), 

𝑦(𝑡) = [0 1.4142]𝑥(𝑡). 
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Το ζητούμενο είναι να λυθεί το πρόβλημα ρύθμισης του συστήματος που 
υπόκεινται στον περιορισμό εισόδου 
 

−2 ≤ 𝑢(𝑡) ≤ 2. 
 
Το πρόβλημα βελτιστοποίησης είναι  
 

𝑚𝑖𝑛
𝑈 ≜ {𝑢𝑡, 𝑢𝑡+1}

   {𝑥𝑡+2|𝑡′ 𝑃𝑥𝑡+2|𝑡 +∑[𝑥𝑡+𝑘|𝑡′ 𝑥𝑡+𝑘|𝑡 + 0.01𝑢𝑡+𝑘2 ]
1

𝑘=0

} 

 
όπου 
 

𝐾 = 0  & 𝑃 = 𝐴′𝑃𝐴 + 𝑄 (𝜀𝜉ί𝜎𝜔𝜎𝜂 𝐿𝑦𝑎𝑝𝑢𝑛𝑜𝑣)  
𝑄 = 𝐼 & 𝑅 = 0.01,𝑁𝑢 = 𝑁𝑦 = 𝑁𝑐. 

 
Ακολουθώντας την προσέγγιση του παραμετρικού προγραμματισμού, 
υπολογίζονται οι πίνακες του αντίστοιχου προβλήματος πολύ-παραμετρικού 
τετραγωνικού προγραμματισμού της μορφής (4.12), και λύνεται το πρόβλημα 
σύμφωνα με τον αλγόριθμο που περιγράφηκε σε προηγούμενο κεφάλαιο.  
 
 

𝐻 = [0.0196 0.0063
0.0063 0.0199] , 𝐹 = [

0.1259 0.0679
0.0922 −0.0924] , 𝐺 = [

1 0
−1 0
0 1
0 −1

] ,𝑊 = [

2
2
2
2

], 

 𝐸 = [

0 0
0 0
0 0
0 0

]. 

 
 

 
Εικόνα 8– Κλειστός βρόχος του Προβλεπτικού Μοντέλου Ελέγχου του συστήματος. 
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Εικόνα 9– Πολυεδρικός διαμερισμός του χώρου καταστάσεων. 

 
Στην Εικόνα (9) απεικονίζεται ο διαμερισμός του χώρου καταστάσεων σε 9 
πολυεδρικές περιοχές (𝑁𝑟 = 9), καθώς και η τροχιά μέσα στο χώρο κατάστασης 
που ακολουθούν οι καταστάσεις από την τιμή των αρχικών συνθηκών  𝑥(0) =
[1 1]′ μέχρι το σημείο ρύθμισης.  

 
Εικόνα 10 – Τροχιά των καταστάσεων.  

 
 

Η δράση ελέγχου είναι  𝑢∗ = −2, διότι το 𝑥 ανήκει στην πολυεδρική περιοχή  #7. 
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Ο νόμος του Προβλεπτικού Ελέγχου απεικονίζεται στον παρακάτω πίνακα: 

 

Αριθμός 
Πολυέδρου Πολύεδρο Είσοδος u 

1 [

−5.9220 −6.8883
5.9220 6.8883
−1.5379 6.8291
1.5379 −6.8291

] 𝑥 ≤ [

2.0000
2.0000
2.0000
2.0000

] [−5.9220 − 6.8883]x 

2,4 [
−3.4155 4.6452
0.1044 0.1215
0.1259 0.0922

] 𝑥 ≤ [
2.6341
−0.0353
−0.0267

] 2.0000 

3 
[0.0679 −0.0924
0.1259 0.0922 ] 𝑥 ≤ [

−0.0524
−0.0519] 2.0000 

5 
[−0.1259 −0.0922
−0.0679 0.0924 ] 𝑥 ≤ [

−0.0519
−0.0524] -2.0000 

6 [
−6.4159 −4.6953
−0.0275 0.1220
6.4159 4.6953

] 𝑥 ≤ [
1.3577
−0.0357
2.6423

] 
[−6.4159 − 4.6953]𝑥

+ 0.6423 

 

7,8 [
3.4155 −4.6452
−0.1044 −0.1215
−0.1259 −0.0922

] 𝑥 ≤ [
2.6341
−0.0353
−0.0267

] -2.0000 

9 [
6.4159 4.6953
0.0275 −0.1220
−6.4159 −4.6953

] 𝑥 ≤ [
1.3577
−0.0357
2.6423

] 
[−6.4159 − 4.6953]𝑥

− 0.6423 

 

Πίνακας 1- Προβλεπτικός νόμος Ελέγχου. 

 

Χρησιμοποιώντας πολύ-παραμετρικές τεχνικές προγραμματισμού, αποκτήθηκε 
ένας πλήρης χάρτης με όλες τις λύσεις των προβλημάτων που μπορεί να 
προκύψουν στο μέλλον. Ο προβλεπτικός νόμος ελέγχου (Πίνακας 1) εκφράζεται 
σαν ένα σύνολο ρητών συναρτήσεων των μεταβλητών κατάστασης, κάθε μια από 
τις οποίες είναι ενεργή σε μια πολυεδρική περιοχή του χώρου κατάστασης. Έτσι, 
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αρκεί μια απλή αντικατάσταση της τιμής των παραμέτρων (αρχικών συνθηκών) 
στις ρητές συναρτήσεις, ώστε να αναγνωριστεί σε ποια πολυεδρική περιοχή 
αντιστοιχεί η λύση και έπειτα να βρεθεί η τιμή της εισόδου  𝑢. 
 
Για οποιαδήποτε τιμή των αρχικών συνθηκών, υπάρχει προ-υπολογισμένη η 
λύση του προβλήματος, εφόσον έχει λυθεί σε μη πραγματικό χρόνο το ίδιο 
πρόβλημα για διαφορετικές τιμές των  παραμέτρων. Αναφορικά μερικά 
παραδείγματα του αρχικού προβλήματος για διάφορες αρχικές συνθήκες.  
 

 𝑥(0) = [0.3 1. 1]′ 

 

 
                                             (α)                                                                                      (β) 

Πολυεδρικός διαμερισμός του χώρου καταστάσεων (α) και τροχιά των καταστάσεων (β). 
 

Αντικαθιστώντας το σημείο αυτό στους περιορισμούς που περιγράφουν τις 
πολυεδρικές περιοχές στον Πίνακα 1, καταλήγουμε στο συμπέρασμα πως 
ικανοποιεί τους περιορισμούς μόνο της περιοχής #9.  
 

[
6.4159 4.6953
0.0275 −0.1220
−6.4159 −4.6953

] [0.3 1. 1]′ ≤ [
1.3577
−0.0357
2.6423

]. 

 
Η δράση ελέγχου που αντιστοιχεί στη συγκεκριμένη πολυεδρική περιοχή είναι  
𝑢∗ = [−6.4159 − 4.6953]𝑥 − 0.6423 = [−6.4159 − 4.6953][0.3 1. 1]′ = −7.0896, 
η οποία αποκτάται χωρίς κάποιον περαιτέρω υπολογισμό βελτιστοποίησης.  
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 𝑥(0) = [−0.8 −0.8]′ 
 

 
                                             (α)                                                                                      (β) 

Πολυεδρικός διαμερισμός του χώρου καταστάσεων (α) και τροχιά των καταστάσεων (β). 
 
Αντίστοιχα, οι αρχικές συνθήκες ικανοποιούν τους περιορισμούς μόνο της 
περιοχής #3 και η δράση ελέγχου είναι 𝑢∗ = 2. 
 

[0.0679 −0.0924
0.1259 0.0922 ]

[−0.8 −0.8]′ ≤ [−0.0524−0.0519]. 

 

 
 

 

Ενδεικτικά, παρουσιάζονται τα αποτελέσματα και για το ακόλουθο σύστημα μιας 
εισόδου-μιας εξόδου [32], που περιγράφεται από τις εξισώσεις: 

𝑥̇(𝑡) = [ 0 1
−2 3] 𝑥

(𝑡) + [01] 𝑢(𝑡) 

   𝜅𝛼𝜄                                     𝑦(𝑡) = [1 0]. 

 

Ο χώρος κατάστασης διαμερίζεται σε 60 πολυεδρικές περιοχές και για αρχικές 
συνθήκες  𝑥(0) = [1 1]′, η λύση του προβλήματος βρίσκεται στην περιοχή #8 
και η τιμή της δράσης ελέγχου είναι 𝑢∗ = −1.9803. 
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Εικόνα – Πολυεδρικός διαμερισμός του χώρου καταστάσεων. 

 

 
Εικόνα– Κλειστός βρόχος του Προβλεπτικού Μοντέλου Ελέγχου του συστήματος. 

 

 

8.3 Ανάλυση συστήματος ελέγχου θέσης ηλεκτρικού 
κινητήρα συνεχούς ρεύματος 

 
8.3.1 Περιγραφή του συστήματος 
 
Ο κινητήρας συνεχούς ρεύματος (DC motor) [25, 26] είναι ένας κοινός 
ενεργοποιητής σε σύστημα ελέγχου και μπορεί να παρέχει τόσο περιστροφική 
κίνηση όσο και μεταφορική κίνηση, σε συνδυασμό με τροχούς.  
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Εικόνα 11 - Κινητήρας συνεχούς ρεύματος. 

 

Το ηλεκτρικό κύκλωμα απεικονίζεται στο παραπάνω σχήμα. Η είσοδος του 
συστήματος είναι η πηγή τάσης (V) που εφαρμόζεται στον κινητήρα ενώ η έξοδος 
του  συστήματος είναι η θέση του άξονα (θ). 
 
Οι φυσικές παράμετροι του κυκλώματος μαζί με τις τιμές για το συγκεκριμένο 
παράδειγμα είναι οι εξής: 
Ροπή αδράνειας του ρότορα   𝐽 = 3.2284𝛦 − 6 𝑘𝑔 𝑚2/𝑠2 

Συντελεστής απόσβεσης του μηχανικού συστήματος 𝑏 = 3.5077𝐸 − 6 𝑁 𝑚 𝑠 
Σταθερά ηλεκτρεγερτικής δύναμης κινητήρα 𝛫 = 𝐾𝑒 = 𝐾𝑡 = 0.0274 𝑁 𝑚/
𝐴𝑚𝑝 
Ηλεκτρική αντίσταση   𝑅 = 4 𝑜ℎ𝑚 

Ηλεκτρική επαγωγή  𝐿 = 2.75𝐸 − 6 𝐻 
Ο ρότορας και ο άξονας θεωρούνται συμπαγείς και άκαμπτοι.  
 
 
 
8.3.2 Μοντέλο μεταβλητών κατάστασης 
 
Η δυναμική του συστήματος εκφράζεται από το νόμο του Νεύτωνα για το 
μηχανικό τμήμα του συστήματος και το νόμο του Kirchhoff για το κύκλωμα του 
μανδύα. Εφαρμόζοντας το μετασχηματισμό Laplace στις διαφορικές εξισώσεις 
 
𝑠(𝐽𝑠 + 𝑏)𝛩(𝑠) = 𝐾𝐼(𝑠) − 𝑇𝑑(𝑠) (8.1) 
(𝐿𝑠 + 𝑅)𝐼(𝑠) = 𝑉(𝑠) − 𝐾𝑠𝛩(𝑠) (8.2) 
 
 προκύπτει η συνάρτηση μεταφοράς του συστήματος 
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𝛩(𝑠)
𝑉(𝑠)

= 𝐾
𝑠((𝐽𝑠+𝑏)(𝐿𝑠+𝑅)+𝐾2)

         [𝑟𝑎𝑑
𝑉
].                (8.3) 

  
 

Μπορούμε να εκφράσουμε το σύστημα σε μορφή του χώρου καταστάσεων, 
όπου η θέση του κινητήρα, η ταχύτητα του κινητήρα και το ρεύμα του οπλισμού 
είναι οι μεταβλητές κατάστασης. 
 

𝑑
𝑑𝑡 [
𝜃̇
𝜃̈
𝜄 ̇
] =

[
 
 
 
 
0     1 0

0 −
𝑏
𝐽

𝐾
𝐽

0 −
𝐾
𝐿

−
𝑅
𝐿]
 
 
 
 

[
𝜃
𝜃̇
𝑖
] + [

0
0
1
𝐿

] [𝑉] 

 

        𝑦 = [1 0 0] [
𝜃
𝜃̇
𝑖
]. 

 
 

8.3.3 Γραμμικός Τετραγωνικός Ρυθμιστής 
 
Για βηματική είσοδο παρατηρούμε πως το σύστημα ανοιχτού βρόχου δε 
συγκλίνει σε σταθερή κατάσταση. 

 
Εικόνα 12 – Απόκριση ανοιχτού βρόχου. 

 
Για την αντιμετώπιση του προβλήματος, αρχικά θα σχεδιαστεί ο  γραμμικός 
τετραγωνικός ελεγκτής. Ορίζουμε τους πίνακες στάθμισης 𝑄 και 𝑅 της 
συνάρτησης κόστους, οι οποίοι σταθμίζουν το βάρος κάθε παραμέτρου των 
διανυσμάτων 

𝑄 = 𝑑𝑖𝑎𝑔(1,1,1)                     𝑅 = 1, 
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και με την χρήση της συνάρτησης  𝑙𝑞𝑟  του Matlab, υπολογίζεται ο βέλτιστος 
πίνακας κέρδους  𝛫 που προκύπτει από την επίλυση της διαφορικής εξίσωσης 
Riccati. Η είσοδος που θα βελτιστοποιήσει τη συνάρτηση κόστους είναι της 
μορφής 𝑢 = −𝐾𝑥.  
 
Ορίζοντας το νέο σύστημα κλειστού βρόχου με πίνακα 𝐴 − 𝐵𝐾, διαπιστώνουμε 
πως το σύστημα έχει την επιθυμητή συμπεριφορά.   
 

 
Εικόνα 13– Απόκριση κλειστού βρόχου. 

 
8.3.4 Προβλεπτικός Έλεγχος ρητής μορφής 
 
Στην ενότητα αυτή θα παρουσιαστούν τα αποτελέσματα του Προβλεπτικού 
Ελεγκτή ρητής μορφής με τη χρήση της εργαλειοθήκης ΜΡΤ. Η αναλυτική 
διαδικασία επίλυσης του προβλήματος, τόσο σε θεωρητικό όσο και σε πρακτικό 
επίπεδο, έχει αναλυθεί εκτενώς στα προηγούμενα κεφάλαια.  
 
Καθώς ο Προβλεπτικός Έλεγχος μπορεί να διαχειριστεί προβλήματα που 
υπόκεινται σε φυσικούς περιορισμούς του συστήματος, θα πρέπει να 
διατυπώσουμε το πρόβλημα του προβλεπτικού ελέγχου σαν πρόβλημα 
βελτιστοποίησης που λαμβάνει υπόψη του τους υπάρχοντες περιορισμούς. 
Επειδή η είσοδος του συστήματός μας είναι η τάση του ρεύματος, θέτουμε το 
φυσικό περιορισμό  −12 ≤ 𝑢 ≤ 12  και μελετάμε τα προβλήματα ρύθμισης και 
ανίχνευσης.  
x Πρόβλημα ρύθμισης 

Ορίζουμε τους πίνακες στάθμισης 𝑸 = 𝒅𝒊𝒂𝒈(𝟏𝟎𝟎, 𝟎. 𝟎𝟐, 𝟏𝟎) 𝜅𝛼𝜄 𝑹 = 𝟏𝟎. 
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Η λύση του προβλήματος του πολύ-παραμετρικού τετραγωνικού 
προγραμματισμού απεικονίζεται στην Εικόνα, όπου ο χώρος κατάστασης 
διαμερίζεται σε 33 πολυεδρικές περιοχές.  

 

Εικόνα 14– Πολυεδρικός διαμερισμός του χώρου κατάστασης. 
 
 
 

Περιορίζοντας το χώρο καταστάσεων (bounded state space) , οι πολυεδρικές 
περιοχές (7) περιορίζονται σημαντικά. 
 
 

 
                                   (α)                                                                                              (β) 
Εικόνα 15– Χώρος κατάστασης με (α) κάτω φράγμα  [-10; -10; -10] και άνω φράγμα [10; 10; 10] 
και (β) με το ελάχιστο άνω και κάτω φράγμα.  
 

Επιθυμούμε να ρυθμίσουμε τη θέση του κινητήρα σε ισορροπία έχοντας σαν 
αρχική συνθήκη τις 10°.  
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Εικόνα 16 – Θέση του κινητήρα. 

 

Ο προβλεπτικός ελεγκτής φέρνει την έξοδο του συστήματος σε κατάσταση 
ισορροπίας σε  0.084 𝑠𝑒𝑐.  
 

 
Εικόνα 17 – Απόκριση κλειστού βρόχου με φυσικό περιορισμό στην είσοδο. 

 
 
Παρακολουθούμε τη συμπεριφορά του ελεγκτή εάν αυξάνουμε την επιθυμητή 
τιμή της εξόδου στις μοίρες 100°.  
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Εικόνα 18 – Θέση του κινητήρα. 

 
Η κατάσταση ισορροπίας πραγματοποιείται στην έξοδο του συστήματος μέσα σε 
0.09  𝑠𝑒𝑐. 

 

 
Εικόνα 19 – Απόκριση κλειστού βρόχου με φυσικό περιορισμό στην είσοδο. 
 

Παρατηρούμε στην Εικόνα 19 πως όταν στο σύστημά μας περιορίσουμε 
ταυτόχρονα και την ταχύτητα του κινητήρα στα φυσικά όρια λειτουργίας 
του, −2𝑝𝑖 ≤ 𝑢̇ ≤ 2𝑝𝑖, αυξάνονται οι πολυεδρικές περιοχές του χώρου 
καταστάσεων καθώς ο χώρος κατάστασης διαμερίζεται σε 69 πολυεδρικές 
περιοχές.  
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Εικόνα 20– Πολυεδρικός διαμερισμός του χώρου κατάστασης. 

 
 

Η τιμή της εισόδου που απαιτείται για να ρυθμιστεί η έξοδος στην κατάσταση 
ισορροπίας μειώνεται όμως αυξάνεται σημαντικά ο χρόνος αποκατάστασης από 
0.09 𝑠𝑒𝑐  στα  0.33 𝑠𝑒𝑐. 

  

Εικόνα 21– Απόκριση κλειστού βρόχου με ταυτόχρονο περιορισμό εισόδου και ταχύτητας. 
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8.3.4.1 Πίνακες Στάθμισης 
 
Στην ενότητα αυτή, θα μεταβάλλουμε τις τιμές στους πίνακες στάθμισης ώστε να 
μελετήσουμε την απόκριση του συστήματος. Για λόγους ευκολίας θα οριστεί 
ένας συντελεστής  𝜌, ο οποίος θα πολλαπλασιάζεται κάθε φορά με τον πίνακα 
στάθμισης που θα μεταβάλλουμε.  
Θα μελετηθούν οι περιπτώσεις όπου 𝜌 > 1 και  𝜌 < 1. 
 
x Πίνακας στάθμισης 𝑅. 
 
Καθώς αυξάνουμε τη στάθμιση στον πίνακα 𝑅 αυτό που περιμέναμε από τη 
συμπεριφορά του συστήματος, και καθώς το σύστημά μας έχει μεγαλύτερη 
δράση στην είσοδο, είναι ότι θα χρησιμοποιεί λιγότερη ενέργεια για να φέρει το 
σύστημα στην μόνιμη κατάσταση (1.5 𝑉𝑜𝑙𝑡 σε σύγκριση με τα 4.8 𝑉𝑜𝑙𝑡). Παρόλα 
αυτά όμως θα αυξηθεί ο χρόνος στον οποίο η έξοδος φτάνει στο σημείο 
ισορροπίας  (0.15 𝑠𝑒𝑐 σε σύγκριση με τα 0.09 𝑠𝑒𝑐). 

 

 

Εικόνα 22 – Απόκριση κλειστού βρόχου για 𝑅 = 100. 
 

Αντίστοιχα, στην περίπτωση  που μειώνουμε τη δράση στην είσοδο, το σύστημα 
χρειάζεται περισσότερη ενέργεια για να ανταποκριθεί με τον επιθυμητό τρόπο 
στις αρχικές συνθήκες (7.5 𝑉𝑜𝑙𝑡 σε σύγκριση με τα 4.8 𝑉𝑜𝑙𝑡) και ο χρόνος 
αποκατάστασης μειώνεται (0.066 𝑠𝑒𝑐 σε σύγκριση με τα 0.09 𝑠𝑒𝑐). 
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Εικόνα 23– Απόκριση κλειστού βρόχου για 𝑅 = 1. 
 

 

x Πίνακας στάθμισης 𝑄. 
 
Καθώς αυξάνουμε τη στάθμιση στον πίνακα 𝑄, το σύστημά μας έχει μεγαλύτερη 
δράση στις καταστάσεις του και χρησιμοποιεί περισσότερη ενέργεια για να φέρει 
το σύστημα στην μόνιμη κατάσταση (7.5 𝑉𝑜𝑙𝑡 σε σύγκριση με τα 4.8 𝑉𝑜𝑙𝑡). 
Παρόλα αυτά όμως μειώνεται ο χρόνος στον οποίο η έξοδος φτάνει στο σημείο 
ισορροπίας (0.066 𝑠𝑒𝑐 σε σύγκριση με τα 0.09 𝑠𝑒𝑐). 
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Εικόνα 24– Απόκριση κλειστού βρόχου με συντελεστή 𝜌 > 1. 
 

Αντίστοιχα στην περίπτωση που μειώνουμε τη δράση στις καταστάσεις, το 
σύστημα χρειάζεται λιγότερη ενέργεια για να ανταποκριθεί με τον επιθυμητό 
τρόπο στις αρχικές συνθήκες (1.5 𝑉𝑜𝑙𝑡 σε σύγκριση με τα 4.8 𝑉𝑜𝑙𝑡) και ο χρόνος 
αποκατάστασης αυξάνεται (0.15 𝑠𝑒𝑐 σε σύγκριση με τα 0.09 𝑠𝑒𝑐). 

 

Εικόνα 25– Απόκριση κλειστού βρόχου με συντελεστή 𝜌 < 1. 
 

Από την προηγούμενη ανάλυση είμαστε σε θέση να αναφερθούμε σχετικά με τις 
προδιαγραφές του προβλεπτικού ελεγκτή, πως τόσο η έξοδος όσο και η είσοδος 
τείνει ασυμπωτικά στην κατάσταση  στην κατάσταση ισορροπίας και πως σε 
καμία περίπτωση δεν παρατηρούνται ταλαντώσεις στο σύστημα.  
 
 
8.3.4.2 Ευαισθησία στους περιορισμούς  
 
Η ύπαρξη του περιορισμού που θέσαμε στην είσοδο του συστήματος, −12 ≤
𝑢 ≤ 12, είναι ο φυσικός περιορισμός λειτουργίας ενός κινητήρα συνεχούς 
ρεύματος και μας οδηγεί στη λύση του τετραγωνικού προβλήματος 
προγραμματισμού με περιορισμούς. Παρόλα αυτά όμως, παρατηρούμε πως σε 
καμία από τις παραπάνω περιπτώσεις η τιμή της εισόδου δε «χτυπάει» στον 
περιορισμό οπότε ουσιαστικά λύνουμε το τετραγωνικό πρόβλημα 
προγραμματισμού χωρίς περιορισμούς. 
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Για να λυθεί το πρόβλημα με περιορισμούς και να μπορέσουμε να μελετήσουμε 
την ευαισθησία των περιορισμών θα ορίσουμε σκόπιμα το άνω και κάτω όριο 
στον περιορισμό εισόδου. 
Εφόσον γνωρίζουμε πως η τιμή της εισόδου ξεκινάει από τα 4 V, σε μια μικρή 
μεταβολή των ορίων, ο χώρος κατάστασης διαμερίζεται σε 149 πολυεδρικές 
περιοχές, αριθμός πολύ μεγαλύτερος συγκριτικά με το πρόβλημα χωρίς 
περιορισμούς, και πως υπάρχουν περιοχές μέσα στο χώρο κατάστασης, στις 
οποίες το πρόβλημα δεν έχει λύση (infeasible).   

 
Εικόνα 26– Πολυεδρικός διαμερισμός του χώρου κατάστασης για −3 ≤ 𝑢 ≤ 3. 
 

 

 
Εικόνα 27– Απόκριση κλειστού βρόχου για −3 ≤ 𝑢 ≤ 3. 

 



Εφαρμογές 
 

 

83 

Παρατηρούμε πως ο ελεγκτής ανταποκρίνεται με επιθυμητό τρόπο στο νέο 
περιορισμό χωρίς να υπάρχει καμία αλλαγή στην απόκριση του συστήματος.  
 
Σε μια αυστηρότερη μεταβολή, ο χώρος κατάστασης διαμερίζεται σε 193 
πολυεδρικές περιοχές. 

 

Εικόνα 28– Πολυεδρικός διαμερισμός του χώρου κατάστασης για −1 ≤ 𝑢 ≤ 1. 
 
 

 
Εικόνα 29– Απόκριση κλειστού βρόχου για −1 ≤ 𝑢 ≤ 1. 

 
Διακρίνουμε πως ο ελεγκτής έχει ευαισθησία στους περιορισμούς (sensitivity 
bounds) καθώς ανταποκρίνεται με το σωστό (και όχι επιθυμητό) τρόπο σε κάθε 
μεταβολή των περιορισμών. Σε έναν πολύ αυστηρά σκόπιμο περιορισμό 
αυξάνεται ο χρόνος αποκατάστασης του συστήματος και η είσοδος δεν είναι 
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βέλτιστη λόγω του περιορισμού. Στο σύστημά μας δεν παρουσιάστηκε 
ταλαντωτική συμπεριφορά.  
 
Επιπλέον, είναι σημαντικό να δοθεί έμφαση στο γεγονός ότι αυξάνεται ο 
αριθμός των πολυεδρικών περιοχών και  πως ο πολυεδρικός διαμερισμός του 
χώρου κατάστασης δεν είναι συμπαγής. Ο τρόπος αντιμετώπισης είναι να 
περιορίσουμε ταυτόχρονα και την ταχύτητα του κινητήρα στα φυσικά όρια 
λειτουργίας.  
Ο αριθμός των πολυεδρικών περιοχών είναι σχεδόν ο ίδιος, 70 πολύεδρα και 67 
αντίστοιχα. 
 

 
Εικόνα 30– Πολυεδρικός διαμερισμός του χώρου κατάστασης για −3 ≤ 𝑢 ≤ 1 και 
 −2𝑝𝑖 ≤ 𝑢̇ ≤ 2𝑝𝑖. 

 
Εικόνα 31– Πολυεδρικός διαμερισμός του χώρου κατάστασης για −1 ≤ 𝑢 ≤ 1 και 
 −2𝑝𝑖 ≤ 𝑢̇ ≤ 2𝑝𝑖. 
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Επιθυμούμε να ρυθμίσουμε την ταχύτητα του κινητήρα στο σημείο αναφοράς 
έχοντας σαν αρχική συνθήκη τα  𝑝𝑖 𝑟𝑎𝑑/𝑠𝑒𝑐.  

 

 
Εικόνα 32– Ταχύτητα του κινητήρα. 
 
 

Και πάλι παρατηρούμε πως η συμπεριφορά του ελεγκτή είναι η επιθυμητή, καθώς 
η ταχύτητα του κινητήρα οδηγήθηκε στο σημείο ισορροπίας σε  0.084 𝑠𝑒𝑐. 
 

 

Εικόνα 33– Απόκριση κλειστού βρόχου με ταυτόχρονο περιορισμό εισόδου και ταχύτητας. 
 
 

Για διαφορετικές τιμές των αρχικών συνθηκών των καταστάσεων, καταλήγουμε 
πως η απόκριση του κλειστού βρόχου του συστήματος είναι η επιθυμητή, καθώς 
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το Προβλεπτικό Μοντέλο Ελέγχου σε κλειστή μορφή ανταποκρίθηκε στις 
απαιτήσεις που του θέσαμε.  
 
Στην περίπτωση που έχουμε ελεγκτή με περιορισμένο εύρος τιμών για τις 
παραμέτρους κατάστασης του συστήματος, τότε το σύστημα δεν ανταποκρίνεται 
σε περίπτωση, στην οποία οι τιμές κατάστασης βρίσκονται εκτός των ορίων 
αυτών. 
 
 
x Πρόβλημα ανίχνευσης 

Ανίχνευση της εξόδου 

Επιθυμούμε να οδηγήσουμε την έξοδο του συστήματος σε μια επιθυμητή 
σταθερή τιμή,  𝑟 = 100°. 
 

 
Εικόνα 34- Απόκριση κλειστού βρόχου για σταθερή τιμή αναφοράς. 

 

Στόχος μας είναι να καθοδηγήσουμε την έξοδο που μεταβάλλεται με το χρόνο 
ενώ ικανοποιούνται οι περιορισμοί.  
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Εικόνα 35- Απόκριση κλειστού βρόχου για μεταβαλλόμενη τιμή αναφοράς. 

 

 Ο χρόνος που απαιτείται ώστε ο ελεγκτής να μπορέσει να ανιχνεύσει την έξοδο 
που μεταβάλλεται στο χρόνο (0.90 𝑠𝑒𝑐) είναι σημαντικά μεγαλύτερος σε σχέση 
με την περίπτωση που το σήμα αναφοράς είναι σταθερή τιμή (0.12 sec). 
 

Ανίχνευση των καταστάσεων 

Επιθυμούμε να ρυθμίσουμε την ταχύτητα του συστήματος σε μια επιθυμητή 
σταθερή τιμή,  𝑟 = 𝑝𝑖 𝑟𝑎𝑑/𝑠𝑒𝑐. 
 

 
Εικόνα 36- Απόκριση κλειστού βρόχου για σταθερή τιμή αναφοράς. 
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Η απόκριση του ελεγκτή είναι αρκετά γρήγορη, καθώς χρειάζεται λιγότερα από 
0,036 𝑠𝑒𝑐 ώστε να οδηγήσει την ταχύτητα του κινητήρα στην επιθυμητή τιμή. 
 
Ο ελεγκτής ανταποκρίνεται στις επιθυμητές μεταβαλλόμενες τιμές της 
ταχύτητας του κινητήρα και η συμπεριφορά του απεικονίζεται στην παρακάτω 
εικόνα.  
 

  
Εικόνα 37- Απόκριση κλειστού βρόχου για μεταβαλλόμενη τιμή αναφοράς. 

 
 
 
8.3.5 Εισαγωγή διαταραχής   

 
Με τον όρο διαταραχή εννοούμε οποιοδήποτε ανεπιθύμητο σήμα εισόδου το 
οποίο επιδρά στην έξοδο του συστήματος. Καθώς η ύπαρξη αυτών των μη 
ελεγχόμενων σημάτων επηρεάζουν τη σταθερότητα του συστήματος, η 
ανάδραση του συστήματος μπορεί να μειώσει ή να ελαχιστοποιήσει τις 
διαταραχές [30].  
 
Για να μελετήσουμε τη συμπεριφορά του Προβλεπτικού Ελέγχου στην περίπτωση 
ύπαρξης διαταραχής, θα χρησιμοποιηθεί το πρόβλημα ανίχνευσης της εξόδου.  
Επιθυμούμε η έξοδος του συστήματός μας να οδηγηθεί σε μια σταθερή τιμή, στις 
100° (1,7 𝑟𝑎𝑑). Η προσομοίωση κλειστού βρόχου θα γίνει σε 20 δείγματα με 
μηδενικές αρχικές συνθήκες, οι οποίες θα αλλάξουν μετά το 10ο δείγμα καθώς 
θα προστεθεί η εξωτερική διαταραχή.  
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Εικόνα 43 – Εισαγωγή εξωτερικής διαταραχής στο σύστημα. 
 
 

Παρατηρούμε : 
i. Ο ελεγκτής κατορθώνει να οδηγήσει την έξοδο στην επιθυμητή τιμή στο 4ο     

δείγμα. 
ii. Στο 10ο δείγμα η έξοδος έχει αποκλίνει από την τιμή αναφοράς, το οποίο 

είναι αναμενόμενο, διότι στο σημείο αυτό έχουμε εισάγει τη διαταραχή. 
iii. Έπειτα από κάποια δείγματα ο ελεγκτής καταφέρνει και πάλι να οδηγήσει 

και να διατηρήσει την έξοδο στην επιθυμητή τιμή εξόδου που έχει οριστεί.   
 
Επομένως, μπορούμε να καταλήξουμε στο συμπέρασμα πως η συμπεριφορά του 
προβλεπτικού ελεγκτή είναι η επιθυμητή, από το γεγονός πως μπορεί να 
διαχειριστεί/απορρίψει την ύπαρξη μη επιθυμητών εισόδων (διαταραχές) στο 
σύστημα και να το επαναφέρει αμέσως στην αρχική λειτουργία του για την 
ανίχνευσης της εξόδου. Επομένως στο σημείο αυτό, μπορούμε να συμπεράνουμε 
την ευρωστία (robustness) του ελεγκτή.   
 
Αξίζει να σημειωθεί πως στο προηγούμενο παράδειγμα η έξοδος του συστήματος 
έχει περιοριστεί μεταξύ ενός κατώτερου και ανώτερου ορίου, με την 
ενεργοποίηση των κατάλληλων φίλτρων. Όπως φαίνεται και στην Εικόνα 43, ενώ 
παραβιάζεται ο περιορισμός της εξόδου μετά από την εισαγωγή της διαταραχής, 
παρόλα αυτά ο ελεγκτής κατορθώνει να οδηγήσει την έξοδο στην τιμή 
αναφοράς. 
 
Σε μια όχι τόσο αυστηρή παραβίαση των περιορισμών της εξόδου, βλέπουμε την 
ύπαρξη της απόκλισης στην τιμή αναφοράς όταν προσθέτουμε τη διαταραχή, 
χωρίς όμως να γίνονται ενεργοί οι περιορισμοί. Στα επόμενα δείγματα, όπως 
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είναι αναμενόμενο, η απόκλιση εξαλείφεται τελείως και η έξοδος ακολουθεί την 
επιθυμητή τιμή.  
 

 
Εικόνα 44  – Εισαγωγή εξωτερικής διαταραχής στο σύστημα με πιο «χαλαρά» όρια 
περιορισμών. 

 

Έτσι, καταλήγουμε πως το Προβλεπτικό Μοντέλο Ελέγχου μπορεί να διαχειριστεί 
χαλαρά όρια περιορισμών και να επαναφέρει το σύστημα πίσω στην εφικτή 
περιοχή. 

 

 

8.3.6 Αναντιστοιχία στο σύστημα διεργασίας (Plant mismatch) 
 
Εάν υπάρξει κάποια μεταβολή στις παραμέτρους του συστήματος, παρατηρούμε 
πως μεταβάλλονται τόσο οι πολυεδρικές περιοχές στο χώρο των καταστάσεων 
όσο και η τροχιά των καταστάσεων.  
 Έτσι, στην περίπτωση του συστήματος που αναλύθηκε στην ενότητα (8.2), εάν 

διαφοροποιηθεί ένα στοιχείο του πίνακα κατάστασης  𝛢 = [0.7326 −0.28
0.1722 0.9909], 

τα πολύεδρα διαμερίζονται με διαφορετικό τρόπο σε σχέση με το αρχικό 
σύστημα.  
 
Η αναντιστοιχία (mismatch) της αρχικής διεργασίας με τo νέο μοντέλο 
διεργασίας που έχει μεταβληθεί, απεικονίζεται παρακάτω. 
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Εικόνα 45 – Πολυεδρικός διαμερισμός του χώρου καταστάσεων που απεικονίζει την 
αναντιστοιχία του αρχικού με το νέο σύστημα. 
 
 
 

 
Εικόνα 46– Τροχιά των καταστάσεων που απεικονίζει την αναντιστοιχία του αρχικού με το νέο 
σύστημα. 
 

 

Παρακάτω παρουσιάζεται ο χώρος κατάστασης του συστήματος του κινητήρα 
συνεχούς ρεύματος που μελετήθηκε στην ενότητα (8.3)  και ο διαμερισμός  του 
σε πολυεδρικές περιοχές ώστε να υπάρχει διαθέσιμος ο πλήρης χάρτης με όλες 
τις λύσεις του προβλήματος.  

Το αρχικό πρόβλημα λύθηκε για την τιμή της ηλεκτρικής αντίστασης 𝑅 = 4 𝑜ℎ𝑚, 
η οποία στη συνέχεια μεταβλήθηκε 𝜎𝜀 𝑅 = 3.3 𝑜ℎ𝑚. Λύνοντας το πρόβλημα με 
τη νέα τιμή της παραμέτρου, διαπιστώνουμε πως υπάρχει αλλαγή στον αριθμό 
των πολυέδρων τόσο στην περίπτωση του μη φραγμένου χώρου κατάστασης όσο 
και στην περίπτωση ύπαρξης φραγμάτων.  
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                           (α)                                                                                        (β) 
Εικόνα 47–Διαμερισμός του χώρου κατάστασης σε 33 πολύεδρα για το αρχικό σύστημα 
διεργασίας (α) και η μεταβολή του σε 21 πολύεδρα (β) . 
 

 

 

                                                (α)                                                                                         (β) 
Εικόνα 48–Διαμερισμός του φραγμένου χώρου κατάστασης σε 7 πολύεδρα για το αρχικό 
σύστημα διεργασίας (α) και η μεταβολή του σε 5 πολύεδρα (β) . 
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ΚΕΦΑΛΑΙΟ 9                                                                                 
 
 

Συμπεράσματα και Μελλοντικές Προεκτάσεις 
 

Καθώς η εκτέλεση της βελτιστοποίησης σε πραγματικό χρόνο απαιτεί τεράστια 
υπολογιστική δύναμη, ο στόχος που ορίστηκε εξ αρχής για τη διπλωματική 
εργασία, ήταν η μελέτη των τεχνικών του πολύ-παραμετρικού  
προγραμματισμού  που χρησιμοποιείται στον Προβλεπτικό Έλεγχο. Αποτελεί μια 
τεχνική που είναι ελκυστική σε ένα μεγάλο εύρος πρακτικών πραγματικών 
προβλημάτων στα οποία η υπολογιστική πολυπλοκότητα της βελτιστοποίησης 
πραγματικού χρόνου είναι απαγορευτική. Η μέθοδος αυτή μας παρέχει λύσεις 
συσχετισμένες κατά τμήματα σε μη πραγματικό χρόνο, ενώ σε πραγματικό χρόνο 
πραγματοποιείται μόνο μια εκτίμηση της συγκεκριμένης συσχετισμένης κατά 
τμήματα συνάρτησης. 
  
Μπορούμε να συνοψίσουμε σύντομα τον αλγόριθμο για τη λύση τέτοιων 
προβλημάτων στα εξής βήματα: λύνει το γραμμικό πρόβλημα (5.1) ώστε να βρει 
την εφικτή παράμετρο του  𝑥0 ∈ 𝑋, όπου 𝑋 είναι το εύρος των παραμέτρων για 
τις οποίες θα λυθεί το πρόβλημα. Έπειτα, λύνει το τετραγωνικό πρόβλημα (4.12) 
για  𝑥 = 𝑥0 και βρίσκει το βέλτιστο σύνολο στο οποίο οι περιορισμοί είναι 
ενεργοί. Χρησιμοποιεί τις ανισότητες (5.13) και (5.14) για να χαρακτηρίσουμε την 
κρίσιμη περιοχή 𝐶𝑅0. Διαμερίζει το χώρο τον παραμέτρων όπως στην Εικόνα 51 
(b) και (c), αντιστρέφοντας τη φορά της κάθε ανισότητας σε που ορίζει την 
κρίσιμη περιοχή. Για κάθε νέο πολύεδρο 𝑅𝑖 που ορίζεται, εφαρμόζεται 
επαναληπτικά η ίδια διαδικασία που ακολουθήθηκε στο 𝑋. 

 
Εικόνα 51– Εξερεύνηση του χώρου καταστάσεων. 
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Παρόλα αυτά, υπάρχει ένα μειονέκτημα στην εκτέλεση του παραπάνω 
αλγορίθμου.  Όπως φαίνεται και στην Εικόνα (51d), υπάρχει πιθανότητα να 
χωριστούν κάποιες από τις κρίσιμες περιοχές όπως η  𝐶𝑅1. Αυτό σημαίνει πως οι 
περιοχές 𝑅𝑖 δε σχετίζονται με τη βέλτιστη συμπεριφορά του ελεγκτή και ως εκ 
τούτου, θα ανιχνευθούν παραπάνω από μια φορές. Στο παράδειγμά μας, η 
κρίσιμη περιοχή 𝐶𝑅1 θα ανιχνευθεί τουλάχιστον 2 φορές [6]. 
 
Το προαναφερθέν πρόβλημα ξεφεύγει από τους στόχους της παρούσας 
διπλωματικής εργασίας και δεν αποτελεί αντικείμενο μελέτης της, δεν παύει 
όμως να είναι μια ενδιαφέρουσα προσέγγιση για μελλοντική διερεύνηση.  

 
Στο σημείο αυτό θα πρέπει να επισημανθεί πως η έρευνα μου δε σταματάει με 
το τέλος της διπλωματικής εργασίας. Μελλοντικά αντικείμενα μελέτης 
αποτελούν τόσο η μείωση της πολυπλοκότητας της PWA λύσης των γραμμικών 
τετραγωνικών προβλημάτων του Προβλεπτικού Μοντέλου Ελέγχου όσο και οι 
αποδοτικότερες τεχνικές που χρησιμοποιούνται σε πραγματικό χρόνο για την 
εκτίμηση της ορισμένης σε ρητή μορφή τμηματικά γραμμική συνάρτηση, ώστε να 
μην είναι αναγκαία η αποθήκευση και η εκτίμηση των πολυεδρικών κελιών.
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