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Περίληψη 

 

Το αντικείμενο της παρούσας διπλωματικής εργασίας είναι ο σχεδιασμός και η 

εφαρμογή ενός βέλτιστου προβλεπτικού ελεγκτή για τον έλεγχο αντιδραστήρα 

αναμόρφωσης μεθανίου με ατμό. 

Αρχικά, παρουσιάζεται η διεργασία της αναμόρφωσης μεθανίου με ατμό για την 

παραγωγή υδρογόνου. Στη συνέχεια αναπτύσσεται ένα μαθηματικό πρότυπο για την 

περιγραφή των φυσικοχημικών φαινομένων που συμβαίνουν στον αντιδραστήρα για την 

προσομοίωση της δυναμικής συμπεριφοράς του. Το μαθηματικό αυτό πρότυπο αποτελείται 

από τις μερικές διαφορικές εξισώσεις στο χρόνο και σε μια χωρική διάσταση που 

περιγράφουν τα ισοζύγια μάζας για τα πέντε συστατικά (μεθάνιο, ατμός, υδρογόνο, 

μονοξείδιο του άνθρακα, διοξείδιο του άνθρακα) που παίρνουν μέρος στην αντίδραση. Οι 

εξισώσεις διακριτοποιούνται στο χώρο με την χρήση «προς τα πίσω» πεπερασμένων 

διαφορών. Έπειτα, προσδιορίστηκε το πρόβλημα ελέγχου με την επιλογή κατάλληλων 

χειραγωγούμενων και ρυθμιζόμενων μεταβλητών, την ανάπτυξη της αντικειμενικής 

συνάρτησης κόστους και την κατάστρωση των περιορισμών. Εφαρμόζεται ο αλγόριθμος 

βέλτιστου προβλεπτικού ελεγκτή υπό περιορισμούς στις χειραγωγούμενες μεταβλητές που 

χρησιμοποιεί ένα γραμμικοποιημένο πρότυπο του συστήματος στην περιοχή του σημείου 

λειτουργίας. Τα προσομοιωμένα παραδείγματα εφαρμογής του ελεγκτή στο μη γραμμικό 

σύστημα, στο περιβάλλον αριθμητικής υπολογιστικής MATLAB, επιβεβαιώνουν την 

ικανότητα του ελεγκτή να επιτυγχάνει την επιθυμητή δυναμική συμπεριφορά τόσο σε 

αλλαγές στο σημείο αναφοράς όσο και στην αντιστάθμιση διαταραχών. 
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Abstract 

 

The subject of the present diploma thesis is the design and application of an optimal 

model predictive controller for the control of a plug flow reactor where methane steam 

reforming takes place. 

Firstly, a brief overview of methane steam reforming for hydrogen production takes 

place. Subsequently, we developed a mathematical model which can describe the 

physicochemical phenomena occurring in the reactor and in order to simulate its dynamic 

behavior. The mathematical model consists of the partial differential equations in time and 

spatial dimensions. The PDEs describe the mass balances of chemical species that are involved 

in the reaction (methane, steam hydrogen, carbon monoxide, carbon dioxide). Equations 

were discretized in spatial direction using a backward finite differencing scheme. Afterwards, 

we defined the control problem to be solved by appropriately selecting the manipulated and 

controlled variables, by developing the objective function and by selecting the constrains to 

be imposed in the solution of the optimization problem. The applied algorithm of optimal 

model predictive control, with constrains enforced at the manipulated variables, employs a 

linearized mathematical model (around a known system’s operating point). The case study of 

the applied controller in the non-linear system confirms the controller ability to achieve the 

desired dynamic behavior both in the case of desired reference point change and disturbance 

compensation. 
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1. Εισαγωγή 

 

Ο προβλεπτικός έλεγχος (Model Predictive Control, MPC) είναι μια ενδιαφέρουσα και 

ευρέως βιομηχανικά χρησιμοποιούμενη μεθοδολογία για τον βέλτιστο έλεγχο συστημάτων. 

Η γενική ιδέα του προβλεπτικού ελέγχου είναι ο υπολογισμός μιας βέλτιστης σειράς 

δράσεων ελέγχου που θα ικανοποιεί ένα κριτήριο σχετικά με τη μελλοντική συμπεριφορά 

της εξόδου του συστήματος [1]. Στη μεθοδολογία αυτή το πραγματικό σύστημα (π.χ. 

αντιδραστήρας, κινητήρας, κλπ) προσεγγίζεται από ένα μαθηματικό μοντέλο που μπορεί να 

είναι είτε γραμμικό είτε μη γραμμικό και χρησιμοποιείται για την πρόβλεψη της απόκρισης 

του συστήματος. Ο ελεγκτής, υπολογίζει μια συγκεκριμένη σειρά βέλτιστων δράσεων 

ελέγχου ελαχιστοποιώντας μια αντικειμενική συνάρτηση κόστους σε ένα ορισμένο 

πεπερασμένο χρονικό ορίζοντα. Ο MPC αποτελεί μια προηγμένη τεχνική ελέγχου που έχει 

μεγάλο αντίκτυπο στον έλεγχο κυρίως χημικών διεργασιών, λόγο των πολύπλοκων 

δυναμικών χαρακτηριστικών τους. Οι κύριοι λόγοι για την ευρεία βιομηχανική εφαρμογή 

είναι ότι: 

 Ο ΜPC μπορεί να χειριστεί με ευκολία πολυμεταβλητά προβλήματα ελέγχου 

 Μπορεί να λάβει υπόψιν περιορισμούς τόσο στις εισόδους όσο και στις εξόδους 

του συστήματος. 

 Είναι δυνατή η λειτουργία κοντά στα όρια που θέτουν οι περιορισμοί της 

διεργασίας. 

Ο πιο σημαντικός λόγος που κατέστησε τον ΜPC ως την κατεξοχήν αποτελεσματική 

μέθοδο ελέγχου στην βιομηχανία είναι η ικανότητα του να λαμβάνει υπόψιν του 

περιορισμούς που θέτει η ίδια η διεργασία και να επιτρέπει την λειτουργία αυτής κοντά σε 

αυτά τα όρια, καθιστώντας την πιο επικερδή. Περιορισμοί όμως μπορεί να υπάρχουν στις 

μεταβλητές ελέγχου (είσοδοι συστήματος) καθώς και στις μεταβλητές κατάστασης ή/και 

εξόδου της διεργασίας [2]. Παραδείγματα τέτοιων περιορισμών αποτελούν το μέγιστο εύρος 

ρύθμισης μια βαλβίδας, μέγιστος ρυθμός ροής υγρού λόγω σταθερής διαμέτρου ενός 

σωλήνα, η μέγιστη ενέργεια που μπορεί να παρασχεθεί σε έναν αντιδραστήρα λόγω 

περιορισμού της ισχύος του φούρνου, κλπ. Η εφαρμογή προβλεπτικού ελεγκτή σε ένα 

αντιδραστήρα αναμόρφωσης μεθανίου με ατμό για την παραγωγή υδρογόνου αποτελεί το 

αντικείμενο της παρούσας διπλωματικής εργασίας. Η απόδοση του MPC μελετάται μέσω 

δυναμικών προσομοιώσεων στο MATLAB [3]. 
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1.1. Διατύπωση προβλήματος και στόχοι 

 

Ένας αντιδραστήρας αναμόρφωσης μεθανίου με ατμό αποτελεί μια ευρέως 

χρησιμοποιούμενη μέθοδο παραγωγής υδρογόνου ή αερίου σύνθεσης σε βιομηχανική 

κλίμακα [4]. Οι εξισώσεις που περιγράφουν τον ρυθμό των αντιδράσεων που λαμβάνουν 

χώρα είναι ισχυρά μη-γραμμικές και ως εκ τούτου η μαθηματική μοντελοποίηση μιας τέτοιας 

διεργασίας αποτελεί, από μόνη της, μια πρόκληση. Επιπλέον, τα δυναμικά χαρακτηριστικά 

του αντιδραστήρα είναι αργά σε σχέση με τον χρόνο επίλυσης του προβλήματος βέλτιστου 

ελέγχου και καθιστά την εφαρμογή ενός MPC καλή επιλογή. Ωστόσο, η δυσκολία εφαρμογής 

ενός τέτοιου ελεγκτή στο συγκεκριμένο σύστημα έγκειται στο ότι υπάρχουν αρκετοί 

περιορισμοί που πρέπει να ικανοποιούνται κατά τον υπολογισμό του βέλτιστου ελέγχου. Οι 

περιορισμοί αυτοί μπορεί να είναι είτε φυσικοί (π.χ. μια ροή μάζας δεν μπορεί να έχει 

αρνητική τιμή) είτε μηχανικοί (π.χ. μια βάνα μπορεί να ανοίξει μέχρι 100%). 

Στόχος της παρούσας διπλωματικής εργασίας είναι η μαθηματική προτυποποίηση 

ενός αντιδραστήρα αναμόρφωσης μεθανίου με ατμό για την παραγωγή υδρογόνου, που 

περιγράφεται από πέντε διαφορικές εξισώσεις, τα ισοζύγια μάζας για κάθε ένα από τα 

αντιδρώντα και προϊόντα, και ο σχεδιασμός και η εφαρμογή ενός αλγορίθμου γραμμικού 

προβλεπτικού ελέγχου για τον έλεγχο της χημικής διεργασίας. Αρχικά, αναπτύχθηκε ένα μη 

γραμμικό μαθηματικό μοντέλο για την περιγραφή και προσομοίωση της αντίδρασης 

αναμόρφωσης με ατμό σε αντιδραστήρα εμβολικής ροής. Στη συνέχεια, αναπτύχθηκε ένα 

γραμμικό μοντέλο για την περιγραφή, με ικανοποιητική ακρίβεια, των χωρικών αλλά και 

δυναμικών χαρακτηριστικών του συστήματος που χρησιμοποιείται από τον προβλεπτικό 

ελεγκτή για την πρόρρηση των δυναμικών χαρακτηριστικών της διεργασίας. Έπειτα 

καταστρώθηκε και εφαρμόστηκε το πρόβλημα βέλτιστου ελέγχου με και χωρίς περιορισμούς 

στο MATLAB. 

 

  



 

3 
 

2. Αντιδραστήρας παραγωγής υδρογόνου 

 

Το υδρογόνο ως ενεργειακός φορέας μπορεί να χρησιμοποιηθεί σε πολλές 

εφαρμογές και ως εκ τούτου έχει δοθεί ιδιαίτερη έμφαση στην ανάπτυξη αποτελεσματικών 

τεχνολογιών για την παραγωγή του [5]. Η παραγωγή υδρογόνου από αναμόρφωση μεθανίου 

με ατμό είναι μια ευρέως χρησιμοποιούμενη μέθοδος, η οποία περιορίζεται από τη 

θερμοδυναμική ισορροπία της αντίδρασης και ευνοείται από υψηλές θερμοκρασίες. Αυτός 

ο περιορισμός έχει ως αποτέλεσμα να απαιτείται υψηλή θερμοκρασία (800 oC) για να 

επιτευχθεί υψηλή μετατροπή του μεθανίου. Είναι όμως δυνατό να γίνει η αντίδραση σε 

χαμηλότερες θερμοκρασίες, της τάξης των 500 οC, έτσι ώστε το κόστος των υλικών να είναι 

μικρότερο αλλά η μετατροπή του μεθανίου είναι επίσης μικρότερη. Επιπρόσθετα, η χαμηλή 

θερμοκρασία της αντίδρασης ευνοεί την αντίδραση μετάθεσης νερού, με αποτέλεσμα η 

συγκέντρωση του μονοξειδίου του άνθρακα στην έξοδο του αντιδραστήρα να είναι αισθητά 

μικρότερη [6]. Η συνολική αντίδραση αναμόρφωσης είναι ισχυρά ενδόθερμη και συνήθως 

λαμβάνει χώρα σε αντιδραστήρες εμβολικής ροής με συνεχή εξωτερική παροχή θερμότητας, 

για να ικανοποιηθούν οι ενεργειακές ανάγκες της αντίδρασης. Το παραγόμενο υδρογόνο 

μπορεί στη συνέχεια είτε να διαχωριστεί από το μείγμα και να χρησιμοποιηθεί σε διεργασίες 

ευαίσθητες σε προσμίξεις, όπως είναι οι κυψέλες καυσίμου, είτε να αξιοποιηθεί ως μείγμα 

(πχ. αέριο σύνθεσης). 

Στην παρούσα εργασία μελετάται η αντίδραση αναμόρφωσης μεθανίου με ατμό που 

λαμβάνει χώρα σε αντιδραστήρα εμβολικής ροής. Σε αυτό το κεφάλαιο θα γίνει μια σύντομη 

περιγραφή της διεργασίας, θα εξαχθούν οι εξισώσεις των ισοζυγίων μάζας του συστήματος 

και θα περιγραφούν οι εκφράσεις των κινητικών των αντιδράσεων. 

 

2.1. Αναμόρφωση μεθανίου με ατμό 

 

H αντίδραση αναμόρφωσης μεθανίου με ατμό μελετάται συστηματικά τις τελευταίες 

δεκαετίες,, τόσο πειραματικά όσο και υπολογιστικά. Μονοδιάστατα και δυσδιάστατα 

μαθηματικά μοντέλα έχουν αναπτυχθεί για την κατανόηση της συμπεριφοράς του 

αντιδραστήρα. Έμφαση έχει δοθεί στο σχεδιασμό του αντιδραστήρα με σκοπό να 

αποφευχθούν μεγάλες θερμοκρασιακές διαφορές. Επίσης, έχουν δημοσιευτεί μελέτες 

σχετικά με τον υπολογισμό των βέλτιστων συνθηκών λειτουργίας του αντιδραστήρα, καθώς 
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και των βέλτιστων συνθηκών των ρευμάτων εισόδου, για τη μεγιστοποίηση της μετατροπής 

του μεθανίου και της παραγωγής του υδρογόνου. 

Ο αντιδραστήρας (Σχήμα 2.1) είναι ένας κυλινδρικός αντιδραστήρας εμβολικής ροής, 

μήκους 50 cm και εσωτερικής διαμέτρου 40.2 mm. Ο αντιδραστήρας τροφοδοτείται με ένα 

μείγμα μεθανίου και ατμού με τη θερμοκρασία να κυμαίνεται από 450 οC μέχρι 850 οC και η 

πίεση της αντίδρασης από 1 bar μέχρι 10 bar. Οι αντιδράσεις λαμβάνουν χώρα πάνω σε 

καταλύτης βασισμένο σε νικέλιο και λευκόχρυσο (Ni-Pt/CeZnLa) που είναι τοποθετημένος σε 

αφρώδες κεραμικό υλικό (foam catalyst, SiC), η χρήση του οποίου βοηθά στην καλύτερη 

ακτινική μεταφορά θερμότητας. Η απαραίτητη θέρμανση του καταλυτικού αντιδραστήρα 

μπορεί να προέλθει μέσω ατμού, ηλεκτρικών αντιστάσεων ή τηγμένων αλάτων. Τα προϊόντα 

των αντιδράσεων είναι διοξείδιο του άνθρακα, μονοξείδιο του άνθρακα και υδρογόνο. 

Μέγιστη ροή αέριας και υγρής τροφοδοσίας είναι τα 6 Nl/min και  3 l/min αντίστοιχα. 

Λεπτομερής περιγραφή της μονάδας στην οποία έχουν γίνει πειράματα για την γενικότερη 

μελέτη την αναμόρφωσης μεθανίου με ατμό και η οποία βρίσκεται στο Εργαστήριο 

ΑΝΟΣΥΣ/ΙΔΕΠ/ΕΚΕΤΑ, υπάρχει στην εργασία [4]. 

 

 

Σχήμα 2.1. Αντιδραστήρας αναμόρφωσης μεθανίου με ατμό, γεωμετρία αντιδραστήρα 

 

2.2. Μαθηματικό μοντέλο αντιδραστήρα εμβολικής 

ροής 

 

Εφαρμόζοντας τις αρχές διατήρησης της μάζας μπορούμε να αποκτήσουμε τις 

διαφορικές εξισώσεις που περιγράφουν τη δυναμική συμπεριφορά του συστήματος [7]. 
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Θεωρούμε έναν νοητό στοιχειώδη όγκο όπου λαμβάνει χώρα η μεταφορά μάζας σε μια μόνο 

διεύθυνση (π.χ. στην αξονική διεύθυνση της ροής) όπως φαίνεται στο Σχήμα 2.2. 

 

 

Σχήμα 2.2. Μεταφορά μάζας μέσα από ένα στοιχειώδες όγκο. Μια διεύθυνση. 

 

Σε αυτή την περίπτωση το ισοζύγιο μάζας ενός συστατικού γύρω από τον στοιχειώδη 

αυτό όγκο μπορεί να γραφεί ως εξής: 

 

[𝛲𝜐𝜃𝜇ό𝜍 𝜇𝜀𝜏𝛼𝛽𝜊𝜆ή 𝜇ά𝜁𝛼𝜍] = [𝛲𝜊ή 𝜀𝜄𝜎𝜀𝜌𝜒ό𝜇𝜀𝜈𝜂𝜍 𝜇ά𝜁𝛼𝜍] − [𝛲𝜊ή 𝜀𝜉𝜀𝜌𝜒ό𝜇𝜀𝜈𝜂𝜍 𝜇ά𝜁𝛼𝜍] 

+[𝛲𝜐𝜃𝜇ό𝜍 𝜋𝛼𝜌𝛼𝛾𝜔𝛾ή𝜍𝜇ά𝜁𝛼𝜍] − [𝛲𝜐𝜃𝜇ό𝜍 𝜅𝛼𝜏𝛼𝜈ά𝜆𝜔𝜎𝜂𝜍 𝜇ά𝜁𝛼𝜍]  (2.1) 

 

𝑉
𝜕𝐶

𝜕𝑡
= 𝐴𝐽𝑖𝑛 − 𝐴𝐽𝑜𝑢𝑡 + 𝑅      (2.2) 

 

Όπου, 𝑉 ο όγκος του στοιχειώδου υπό μελέτη όγκου, 
𝜕𝐶

𝜕𝑡
 ο ρυθμός μεταβολής της 

μάζας, 𝐴 η επιφάνεια, 𝐽 η ροή μάζας ανά επιφάνεια και 𝑅 ο ρυθμός παραγωγής μάζας λόγω 

αντίδρασης. Αν αντικαταστήσουμε τον όγκο με 𝛥𝑥𝛥𝑦𝛥𝑧 και διαιρέσουμε, τότε έχουμε: 

 

𝜕𝐶

𝜕𝑡
=
𝑢𝐶𝑖𝑛−𝑢𝐶𝑜𝑢𝑡

𝛥𝑥
+ 𝑅       (2.3) 

 

Το επόμενο βήμα είναι να θεωρήσουμε το όριο της συνάρτησης όταν 𝛥𝑥 → 0, όπου 

το κλάσμα στο δεξί σκέλος γίνεται παράγωγος και έχουμε: 

 

𝜕𝐶

𝜕𝑡
=
𝜕(𝑢𝐶)

𝜕𝑥
+ 𝑅        (2.4) 

 



 

6 
 

Επιπλέον, δεδομένου ότι η ταχύτητα του ρευστού δεν μεταβάλλεται αισθητά κατά 

μήκος του αντιδραστήρα, την θεωρούμε σταθερή και ίση με την ταχύτητα υπολογισμένη στις 

συνθήκες εισόδου. 

Το μαθηματικό μοντέλο που αναπτύχθηκε είναι ένα δυναμικό μοντέλο 

αντιδραστήρα εμβολικής ροής μιας διάστασης (μήκος αντιδραστήρα) και περιλαμβάνει τα 

ισοζύγια μάζας για κάθε συστατικό στην περιοχή της αντίδρασης: 

 

𝜕𝐶𝑖

𝜕𝑡
= 𝑢

𝜕𝐶𝑖

𝜕𝑧
+ 𝜌𝑏 ∑ 𝑅𝑗𝜈𝑖,𝑗

𝑁𝑟𝑒𝑎𝑐
𝑗=1 , 𝑖 = 𝐶𝐻4, 𝐻2𝑂,𝐻2, 𝐶𝑂, 𝐶𝑂2  (2.5) 

 

όπου 𝑢 επιφανειακή ταχύτητα αερίου (m/s), 𝐶𝑖 συγκέντρωση του συστατικού i (mol/m3),𝑧 το 

μήκος του αντιδραστήρα (m), 𝜌𝑏 η πυκνότητα του καταλύτη (kg/m3), 𝑅𝑗 η κινητική της 

αντίδρασης j (mol/kg∙s) και 𝜈𝑖,𝑗 ο γραμμομοριακός συντελεστής του συστατικού i στην 

αντίδραση j. 

Οι κύριες παραδοχές του μοντέλου είναι: α) εμβολική ροή, β) ιδανικά αέρια, γ) 

σταθερή πυκνότητα στο αντιδρών μείγμα, δ) ψευδο-ομογενές μοντέλο, ε) η ακτινική διάχυση 

και ανάμιξη είναι αμελητέα, ζ) αμελητέα αξονική ανάμιξη, η) σταθερή θερμοκρασία και 

πίεση στις τιμές της εισόδου, θ) σταθερή θερμοκρασία τοιχώματος ι) σταθερή ταχύτητα στην 

περιοχή της αντίδρασης (υπολογισμένη με βάση τις συνθήκες εισόδου). Η διακριτοποίηση 

στην αξονική κατεύθυνση γίνεται με τη χρήση προς τα πίσω πεπερασμένων διαφορών, και 

με την εφαρμογή τους η εξίσωση διαμορφώνεται ως εξής [8]: 

 

𝜕𝐶𝑖

𝜕𝑡
= 𝑢

C𝑖,𝑗−C𝑖,𝑗−1

Δ𝑧
+ 𝜌𝑏 ∑ 𝑅𝑗,𝑘𝜈𝑖,𝑘

𝑁𝑟𝑒𝑎𝑐
𝑘=1 , 𝑖 = 𝐶𝐻4, 𝐻2𝑂,𝐻2, 𝐶𝑂, 𝐶𝑂2 (2.6) 

 

Το διακριτοποιημένο πλέγμα αποτελείται από 50 ισαπέχοντα σημεία στην αξονική 

κατεύθυνση. Ο συνολικός αριθμός των εξισώσεων και των μεταβλητών είναι 250 και 259, 

αντίστοιχα. Οι υπολειπόμενες εννέα μεταβλητές αποτελούνται από τις συνθήκες του 

ρεύματος εισόδου (συγκέντρωση των πέντε συστατικών, θερμοκρασία και πίεση) και τις 

διαστάσεις του αντιδραστήρα (μήκος και διάμετρος) που σε συνθήκες προσομοίωσης 

ορίζονται. Το μοντέλο λαμβάνει υπόψη τον πολύπλοκο μηχανισμό της αντίδρασης 

αναμόρφωσης μεθανίου με ατμό και τη μοριακή διάχυση των συστατικών κατά μήκος του 

αντιδραστήρα. 

Ο στόχος του ελέγχου στον αντιδραστήρα είναι η ρύθμιση της ροής του 

παραγόμενου υδρογόνου έχοντας ως χειριζόμενες μεταβλητές την ροή του μεθανίου και του 
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ατμού στην είσοδο του αντιδραστήρα. Πρόκειται, λοιπόν, για ένα σύστημα δύο εισόδων και 

μιας εξόδου. 

 

2.3. Μαθηματικό μοντέλο κινητικών εξισώσεων 

 

Η σημαντικότερη και ευρύτερα αποδεκτή μελέτη σχετικά με την κινητική των 

αντιδράσεων αναμόρφωσης μεθανίου με ατμό έχει γίνει από τους [9]. Σύμφωνα με αυτήν, 

οι κυριότερες αντιδράσεις είναι δύο. Μια αμφίδρομη ενδόθερμη αντίδραση, αυτή της 

αναμόρφωσης μεθανίου με ατμό (Methane Steam Reforming, MSR), και μια αμφίδρομη 

εξώθερμη, αυτή της μετάθεσης νερού (Water-Gas Shift, WGS), όπως φαίνονται παρακάτω: 

(i) MSR CH4+H2O↔CO+3H2  


298 =206000 J/mol 

(ii) MSR CH4+2H2O↔CO2+4H2 


298 =165000 J/mol 

(iii) WGS CO+H2O↔CO2+H2  


298 =-41000 J/mol 

Οι κινητικές εξισώσεις των αντιδράσεων είναι βασισμένες στον μηχανισμό Langmuir-

Hinselwood και δίνονται από τις εξής εξισώσεις: 

 

𝑅1 =

𝑘1

𝑃𝐻2
2.5[𝑃𝐶𝐻4𝑃𝐻2𝑂−

𝑃𝐻2
3 𝑃𝐶𝑂

𝐾1
]

𝐷𝐸𝑁2
      (2.7) 

 

𝑅2 =

𝑘2

𝑃𝐻2
3.5[𝑃𝐶𝐻4𝑃𝐻2𝑂

2 −
𝑃𝐻2
4 𝑃𝐶𝑂2
𝐾2

]

𝐷𝐸𝑁2
      (2.8) 

 

𝑅3 =

𝑘3
𝑃𝐻2

[𝑃𝐶𝑂𝑃𝐻2𝑂−
𝑃𝐻2

𝑃𝐶𝑂2
𝐾3

]

𝐷𝐸𝑁2
      (2.9) 

 

𝐷𝐸𝑁 = 1 + 𝐾𝑎𝐶𝐻4𝑃𝐶𝐻4 + 𝐾𝑎𝐶𝑂𝑃𝐶𝑂 + 𝐾𝑎𝐻2𝑃𝐻2 +
𝐾𝑎𝐻2𝑂𝑃𝐻2𝑂

𝑃𝐻2
  (2.10) 

 

𝑘𝑖 = 𝐴𝑖𝑒𝑥𝑝 (−
𝐸1,𝑖

𝑅𝑔𝑇
), 𝑖 = 1,2,3      (2.11) 

 

𝐾𝑖 = 𝐵𝑖𝑒𝑥𝑝 (−
𝐸2,𝑖

𝑅𝑔𝑇
), 𝑖 = 1,2,3      (2.12) 

 

𝐾𝑎𝑗 = 𝐵𝑎𝑗𝑒𝑥𝑝 (−
𝐸𝑎𝑗

𝑅𝑔𝑇
), 𝑗 = 𝐶𝐻4, 𝐻2𝑂,𝐻2, 𝐶𝑂, 𝐶𝑂2   (2.13) 
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3. Προβλεπτικός έλεγχος 

 

3.1. Εισαγωγή 

 

Ο Προβλεπτικός έλεγχος (Model Predictive Control, MPC) αποτελεί μία προηγμένη 

μέθοδο ρύθμισης συστημάτων, η οποία χρησιμοποιείται σε βιομηχανίες διεργασιών, όπως 

οι χημικές εγκαταστάσεις και τα διυλιστήρια πετρελαίου, ήδη από το 1980 και η χρήση του 

οποίου έχει πλέον επεκταθεί στην χημική βιομηχανία, την αυτοκινητοβιομηχανία αλλά και 

την αεροπορική βιομηχανία. Στην πραγματικότητα, ο προβλεπτικός έλεγχος είναι ένας 

αριθμός διαφορετικών τεχνικών ελέγχου με κοινό χαρακτηριστικό τη χρησιμοποίηση 

μαθηματικών μοντέλων, προκειμένου να προβλεφθούν μελλοντικές συμπεριφορές των 

συστημάτων και να επιλεγεί η καταλληλότερη δράση ελέγχου σύμφωνα με κάποιο κριτήριο 

βελτιστοποίησης [10]. Τα μοντέλα που περιγράφουν τις διεργασίες μπορεί να είναι τόσο 

γραμμικά όσο και μη γραμμικά δυναμικά μοντέλα, πολλές φορές εμπειρικά, που έχουν ως 

σκοπό την προσομοίωση της συμπεριφοράς σύνθετων δυναμικών συστημάτων. Παρόλο που 

ο προβλεπτικός ελεγκτής είναι βασισμένος στο δυναμικό μαθηματικό μοντέλο, και η 

ακρίβεια των προβλέψεων είναι ανάλογη με την ακρίβεια του μαθηματικού μοντέλου που 

περιγράφει την διεργασία, είναι δυνατό να παρέχει επαρκή έλεγχο με λιγότερο πολύπλοκα 

συστήματα εξισώσεων. 

Σε γενικές γραμμές ο στόχος του προβλεπτικού έλεγχου μοντέλου είναι ο 

υπολογισμός μιας ακολουθίας μελλοντικών τιμών των μεταβλητών εισόδου του συστήματος 

ούτος ώστε να ικανοποιείται μια δεδομένη μελλοντική συμπεριφορά των μεταβλητών 

εξόδου του συστήματος, βέλτιστη ως προς κάποιο κριτήριο. Ο υπολογισμός της βέλτιστης 

ακολουθίας γίνεται με βάση τα τρέχοντα δεδομένα του συστήματος και για ένα δεδομένο 

μελλοντικό χρονικό ορίζοντα (ορίζοντας πρόβλεψης) [1]. Στη συνέχεια εφαρμόζεται η πρώτη 

εκ των υπολογιζόμενων ρυθμιστικών δράσεων των μεταβλητών εισόδου στο σύστημα και 

στην επόμενη διακριτή χρονική στιγμή γίνεται εκ νέου ο υπολογισμός της νέας βέλτιστης 

ακολουθίας με τα νέα πλέον δεδομένα του συστήματος. 

Πιο συγκεκριμένα, ο κυλιόμενος ορίζοντας ξεκινάει από μια δεδομένη χρονική 

στιγμή tk (παρούσα χρονική στιγμή) και εκτίνεται μέχρι την χρονική στιγμή tk+Tp. Το μήκος 

του ορίζοντα Tp είναι σταθερό, αλλά η δεδομένη χρονική στιγμή αλλάζει όσο προχωράμε 

στον χρόνο. Ο ορίζοντας πρόβλεψης (ή πρόρρησης), δηλαδή το πόσο μακριά στο μέλλον θα 

γίνεται η πρόβλεψη σε κάθε επανάληψη της διαδικασίας, είναι ίσος με το μήκος του 
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κινούμενου ορίζοντα, Tp. Ο ορίζοντας πρόβλεψης πρέπει να είναι αρκετά μεγάλος ώστε να 

μπορεί να εκτιμηθεί η μόνιμη κατάσταση του δυναμικού συστήματος. Ο ορίζοντας ελέγχου, 

δηλαδή ο αριθμός των κινήσεων ελέγχου στις μεταβλητές εισόδου του συστήματος, μπορεί 

να είναι ίσως με το μήκος του ορίζοντα πρόβλεψης, αν και συνήθως επιλέγεται να είναι 

αρκετά μικρότερος. Ο λόγος είναι ότι για συστήματα που έχουν κάποια χρονική καθυστέρηση 

η επίδραση των τελευταίων δράσεων ελέγχου δεν θα προλάβει να επηρεάσει τις μεταβλητές 

εξόδου του συστήματος. Σε κάθε χρονική στιγμή tk είναι απαραίτητες οι πληροφορίες της 

κατάστασης του συστήματος x(tk) ώστε να υπολογιστεί η ακολουθία των βέλτιστων 

δράσεων. Το κριτήριο με βάση το οποίο γίνεται ο υπολογισμός της ακολουθίας είναι 

συνήθως η απόσταση των μεταβλητών εξόδου του συστήματος από μια επιθυμητή τροχιά, 

που περιγράφεται από μια συνάρτηση κόστους. Η ελαχιστοποίηση αυτής της 

προκαθορισμένης συνάρτησης κόστους δίνει την βέλτιστη ακολουθία ρυθμιστικών δράσεων 

του προβλεπτικού ελεγκτή. Η αντικειμενική συνάρτηση διαμορφώνεται σύμφωνα με τις 

ανάγκες του σχεδιαστή και μπορεί να περιλαμβάνει και την ενέργεια ελέγχου. Στο ακόλουθο 

σχήμα αναπαρίσταται η βασική ιδέα του προβλεπτικού ελέγχου (MPC) που περιγράφηκε 

προηγουμένως. 

 

 

Σχήμα 3.1. Αναπαράσταση της βασικής ιδέα του προβλεπτικού ελέγχου [11] 

 

Συνοπτικά, τα βήματα του βασικού αλγορίθμου του ελεγκτή για μια δεδομένη 

χρονική στιγμή (άρα και κατάσταση του δυναμικού συστήματος) είναι τα εξής: 

 Προσδιορισμός της επίδρασης των παρελθόντων δράσεων ελέγχου για τον ορίζοντα 

πρόβλεψης με χρήση του δυναμικού μοντέλου. 
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 Υπολογισμός ακολουθίας βέλτιστων μελλοντικών δράσεων ελέγχου, με βάση την 

ελαχιστοποίηση μια συνάρτησης κόστους. 

 Εφαρμογή της πρώτης δράσης ελέγχου από την ακολουθία. 

 Μέτρηση πραγματικής κατάστασης του συστήματος. 

 Επικαιροποίηση των μεταβλητών κατάστασης του προτύπου της διεργασίας. 

 Επανάληψη της διαδικασίας. 

Υπάρχουν πολλοί αλγόριθμοι MPC, αλλά όλοι διαθέτουν κάποια κοινά 

χαρακτηριστικά. Πρώτο και κυριότερο είναι το μοντέλο με βάση το οποίο γίνεται η πρόβλεψη 

της συμπεριφοράς του συστήματος. Λαμβάνει υπόψιν τη δυναμική του συστήματος, 

επιτρέπει στις προβλέψεις να υπολογιστούν ορθά και επιδέχεται θεωρητικής ανάλυσης. 

Αποτελείται από δύο επιμέρους τμήματα : Το αυτούσιο μοντέλο της διεργασίας και το 

μοντέλο των διαταραχών. 

Οι περισσότερες πραγματικές διεργασίες δεν είναι γραμμικές αλλά μπορούν συχνά 

να θεωρηθούν γραμμικές για ένα μικρό εύρος λειτουργίας. Έτσι λοιπόν, στην πράξη 

χρησιμοποιείται κυρίως προβλεπτικός έλεγχος στηριζόμενος σε γραμμικά συστήματα 

εξισώσεων. Η αντιστάθμιση των σφαλμάτων μεταξύ των γραμμικών μοντέλων (πρόβλεψη) 

και της πραγματικής κατάστασης της διεργασίας μπορεί να γίνει με επικαιροποίηση των 

μεταβλητών κατάστασης με βάση την ανατροφοδότηση των σφαλμάτων στον προβλεπτικό 

ελεγκτή. 

Όταν τα γραμμικά μοντέλα δεν περιγράφουν με επαρκή ακρίβεια την διεργασία, τότε 

μπορούν να χρησιμοποιηθούν αρκετές διαφορετικές προσεγγίσεις. Ανάμεσα σε αυτές ο μη-

γραμμικός προβλεπτικός έλεγχος (Non linear MPC) όπου χρησιμοποιεί απευθείας ένα μη-

γραμμικό μοντέλο για την πρόβλεψη της δυναμικής συμπεριφοράς του συστήματος. Το μη-

γραμμικό μοντέλο ενδέχεται να έχει τη μορφή εμπειρικής προσαρμογής δεδομένων (π.χ. 

τεχνητά νευρωνικά δίκτυα, Artificial Neural Networks, ANN) ή να είναι υψηλής ακρίβειας 

δυναμικό μοντέλο βασισμένο στα θεμελιώδη ισοζύγια μάζας και ενέργειας [12], [13]. Ωστόσο 

η επίλυση του μη-γραμμικού δυναμικού προβλήματος βελτιστοποίησης ενδέχεται να 

αυξήσει σημαντικά το χρόνο επίλυσης προκαλώντας επιπλέον καθυστέρηση στην εφαρμογή 

της δράσης του ελεγκτή με αποτέλεσμα την επιδείνωση της επιτυγχανόμενης δυναμικής 

συμπεριφοράς. 

Στις ίδιες αρχές βασίζεται και ο αλγόριθμος που παρουσίασαν δύο μηχανικοί της 

εταιρείας Shell οι Cutler και Ramaker το 1979, Dynamic Matrix Control (DMC), που αποτέλεσε 

ουσιαστικά τον απλούστερο αλλά και ταυτόχρονα πιο διαδομένο στην βιομηχανία ελεγκτή 

προβλεπτικού ελέγχου [14]. Τα βασικά του σημεία είναι ότι, πρώτον, θεωρεί σταθερή 
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επιθυμητή τιμή στον ορίζοντα πρόβλεψης, αντί μια τροχιά. Επίσης, θεωρεί ότι οι διαταραχές 

παραμένουν σταθερές στον ορίζοντα πρόρρησης. Η αντικειμενική συνάρτηση, με βάση την 

οποία προκύπτουν οι δράσεις ελέγχου, περιέχει τόσο την απόσταση των μεταβλητών εξόδου 

από ένα προκαθορισμένο σημείο λειτουργίας, όσο και τις μεταβολές των χειραγωγούμενων 

μεταβλητών. Είναι ένας απλός αλγόριθμος, που μπορεί να εφαρμοστεί σε πολυμεταβλητά 

συστήματα που υπόκεινται σε περιορισμούς. Επιπλέον, για την πρόβλεψη των τιμών των 

εξόδων του συστήματος μπορεί να χρησιμοποιηθεί ένα διακριτό μοντέλο βασιζόμενο στη 

βηματική απόκριση του συστήματος, που λαμβάνεται πειραματικά. 

Ανεξάρτητα όμως από το μοντέλο πρόβλεψης το δεύτερο κοινό χαρακτηριστικό των 

αλγορίθμων του MPC είναι η αντικειμενική συνάρτηση. Σκοπός του ελέγχου είναι η έξοδος 

να ακολουθεί μια συγκεκριμένη τροχιά στον ορίζοντα πρόρρησης χρησιμοποιώντας την 

ελάχιστη ενέργεια ελέγχου [15]. Στη γενική της έκφραση η αντικειμενική συνάρτηση παίρνει 

την μορφή: 

 

𝐽 = ∑ 𝑤𝑥𝑖(𝑟𝑖 − 𝑥𝑖)
2𝑁

𝑖=1 + ∑ 𝑤𝑢𝑖𝛥𝑢𝑖
2𝑁

𝑖=1      (3.1) 

 

Ο πρώτος όρος της αντικειμενικής συνάρτησης αφορά την απόσταση μιας 

μεταβλητής κατάστασης (𝑥𝑖) από μια επιθυμητή τιμή (𝑟𝑖), ενώ ο δεύτερος όρος αφορά την 

ενέργεια ελέγχου. Ο λόγος που συμπεριλαμβάνεται η ενέργεια ελέγχου στην συνάρτηση 

κόστους είναι για να υπάρχει μια στάθμιση της δράσης του ελεγκτή, καθώς στα περισσότερα 

πραγματικά συστήματα η μέγιστη και ελάχιστη μεταβολή των εισόδων του συστήματος 

μπορεί να είναι περιορισμένη. 

Ο λόγος για τον οποίο επιλέγεται στην συνάρτηση κόστους να έχουμε 𝛥𝑢, μεταβολή 

της δράσης ελέγχου, είναι ότι έτσι επιτυγχάνεται μηδενικό σφάλμα της μεταβλητής εξόδου 

σε μόνιμη κατάσταση. Αν χρησιμοποιούσαμε την δράση ελέγχου 𝑢 στην συνάρτηση κόστους, 

τότε σε μόνιμη κατάσταση, δεδομένου ότι το 𝑢 μπορεί να είναι μη μηδενικό, η συνάρτηση 𝐽 

ελαχιστοποιείται όταν και ο πρώτος όρος είναι διάφορος του μηδενός (𝑟𝑖 διάφορο του 𝑥𝑖, 

άρα απόκλιση από την ζητούμενη τροχιά) [16]. 

Επιπλέον, επειδή ο ελεγκτής κατασκευάζεται με βάση ένα γραμμικοποιημένο 

μοντέλο, που μπορεί να περιγράψει την διεργασία με μια δεδομένη ακρίβεια σε σχέση με 

την πραγματική διεργασία, είναι πιθανό οι μεταβλητές κατάστασης της διεργασίας να 

μεταβάλλονται διαφορετικά από ότι του μοντέλου. Σε αυτή την περίπτωση μπορεί να 

χρησιμοποιηθεί κάποιος εκτιμητής καταστάσεων (π.χ. Kalman filter) ή κάποιος εκτιμητής 

σφάλματος (απόκλισης) των τιμών των εξόδων της διεργασίας από αυτές του μοντέλου και 
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να τροφοδοτείται ο ελεγκτής με τις μεταβλητές κατάστασης του μοντέλου και το σφάλμα του 

εκτιμητή. Σε αυτή την περίπτωση ο ελεγκτής έχει και ολοκληρωτική δράση. 

3.2. Διακριτός προβλεπτικός έλεγχος μοντέλου στον 

χώρο καταστάσεων 

 

Αρχικά περιγράφεται αναλυτικά η μεθοδολογία για συστήματα μιας εισόδου μιας 

εξόδου (SISO) και στη συνέχεια γενικεύεται για συστήματα πολλών εισόδων πολλών εξόδων 

(MIMO). Ας θεωρήσουμε ένα σύστημα μιας εισόδου μιας εξόδου που περιγράφεται από το 

διακριτό , χρονικά αμετάβλητο, δυναμικό μοντέλο μεταβλητών κατάστασης της εξής μορφής: 

 

𝑥𝑚(𝑘 + 1) = 𝐴𝑚𝑥𝑚(𝑘) + 𝐵𝑚𝑢(𝑘),     (3.2) 

𝑦(𝑘) = 𝐶𝑚𝑥𝑚(𝑘) + 𝐷𝑚𝑢(𝑘),      (3.3) 

 

όπου 𝑢(𝑘) είναι η μεταβλητή εισόδου του συστήματος (χειραγωγούμενη μεταβλητή), 𝑦(𝑘) 

είναι η μεταβλητή εξόδου (ελεγχόμενη μεταβλητή) και 𝑥(𝑘) είναι το διάνυσμα των 

μεταβλητών κατάστασης. Το μητρώο 𝐷𝑚 θεωρείται ίσο με το μηδέν, δηλαδή θεωρούμε ότι 

η είσοδος του συστήματος μια δεδομένη στιγμή 𝑘 δεν μπορεί να επηρεάσει την έξοδο 𝑦(𝑘) 

στην ίδια χρονική στιγμή. 

Ακολούθως, δημιουργούμε το επαυξημένο μοντέλο μεταβλητών κατάστασης ώστε 

να περιέχει ενσωματωμένο έναν ολοκληρωτή [16], παίρνοντας τις διαφορές δύο διαδοχικών 

χρονικών περιόδων: 

 

𝑥𝑚(𝑘 + 1) − 𝑥𝑚(𝑘) = 𝐴𝑚(𝑥𝑚(𝑘)−𝑥𝑚(𝑘 − 1)) + 𝐵𝑚(𝑢(𝑘) − 𝑢(𝑘 − 1))(3.4) 

 

και ορίζουμε κάποιες νέες μεταβλητές (μεταβολή των καταστάσεων και των δράσεων 

ελέγχου) ούτος ώστε το σύστημα να εκφράζεται σε μεταβλητές διαφορών, ο λόγος για την 

επιλογή αυτή έχει αναφερθεί στην προηγούμενη ενότητα του κεφαλαίου. 

 

𝛥𝑥𝑚(𝑘) = 𝑥𝑚(𝑘) − 𝑥𝑚(𝑘 − 1),     (3.5) 

𝛥𝑢𝑚(𝑘) = 𝑢𝑚(𝑘) − 𝑢𝑚(𝑘 − 1),     (3.6) 

 

Έτσι το μοντέλο μεταβλητών κατάστασης παίρνει την μορφή: 
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𝛥𝑥𝑚(𝑘 + 1) = 𝐴𝑚𝛥𝑥𝑚(𝑘) + 𝐵𝑚𝛥𝑢(𝑘),     (3.7) 

 

Ορίζουμε το νέο (επαυξημένο) διάνυσμα μεταβλητών κατάστασης ώστε να περιέχει τόσο τις 

μεταβλητές διαφορών των καταστάσεων (𝛥𝑥𝑚(𝑘)) όσο και την έξοδο του συστήματος 𝑦(𝑘): 

 

𝑥(𝑘) = [
𝛥𝑥𝑚(𝑘)

𝑦(𝑘)
]       (3.8) 

 

Και δεδομένου ότι η διαφορά δυο διαδοχικών χρονικών περιόδων της μεταβλητής εξόδου 

του συστήματος δίνεται από: 

 

𝑦𝑚(𝑘 + 1) − 𝑦𝑚(𝑘) = 𝐶𝑚(𝑥𝑚(𝑘 + 1)−𝑥𝑚(𝑘))  

        = 𝐶𝑚𝛥𝑥𝑚(𝑘 + 1) = 𝐶𝑚(𝐴𝑚𝛥𝑥𝑚(𝑘) + 𝐵𝑚𝛥𝑢(𝑘)), (3.9) 

 

Προκύπτει το εξής επαυξημένο σύστημα μεταβλητών κατάστασης: 

 

[
𝛥𝑥𝑚(𝑘 + 1)

𝑦(𝑘 + 1)
]

⏞        
𝑥(𝑘+1)

= [
𝐴𝑚 0𝑚
𝐶𝑚𝐴𝑚 1

]
⏞        

𝐴

[
𝛥𝑥𝑚(𝑘)

𝑦(𝑘)
]

⏞      
𝑥(𝑘)

+ [
𝐵𝑚
𝐶𝑚𝐵𝑚

]
⏞    

𝐵

𝛥𝑢𝑚(𝑘),  (3.10) 

 

𝑦(𝑘) = [0𝑚 1]⏞    
𝐶

[
𝛥𝑥𝑚(𝑘)

𝑦(𝑘)
]

⏞      
𝑥(𝑘)

,      (3.11) 

 

Ακολούθως, για τον σχεδιασμό του ελεγκτή πρέπει να βρούμε ένα τρόπο για να 

υπολογίζουμε τις προβλέψεις της εξόδου του συστήματος. Η πρόβλεψη της εξόδου γίνετε με 

βάση δεδομένα της χρονικής στιγμής 𝑘, για πεπερασμένο χρονικό ορίζοντα 𝑁𝑝, τον ορίζοντα 

πρόρρησης, και το διάνυσμα των δράσεις ελέγχου που υπολογίζεται μετά από την 

ελαχιστοποίηση του κριτηρίου επίδοσης έχει μήκος 𝑁𝑐, ο λεγόμενος ορίζοντας ελέγχου. Εδώ 

να σημειωθεί ότι ο ορίζοντας πρόρρησης πρέπει να είναι αρκετά μεγάλος για να μπορεί να 

προβλέψει την δυναμική συμπεριφορά του συστήματος. Μακρύς ορίζοντας πρόρρησης 

επιδρά θετικά στην ευστάθεια του ελεγκτή αλλά είναι επιρρεπής σε μη μετρούμενες 

διαταραχές και σφάλματα του μοντέλου. Επίσης, το μήκος του ορίζοντα ελέγχου ενώ μπορεί 

να είναι ίσο με αυτό του ορίζοντα πρόρρησης, συνήθως όμως επιλέγετε να είναι μικρότερο. 

Αυτό συμβαίνει γιατί πολλές φορές μια μεταβολή στην είσοδο της διεργασίας θέλει κάποιο 

χρόνο για να επιδράσει στην έξοδο και άρα οι τελευταίες δράσεις ελέγχου δεν θα έχουν 
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κάποια επίδραση στην συμπεριφορά της εξόδου που να συμπεριλαμβάνεται στο κριτήριο 

επίδοσης. Μικρός ορίζοντας ελέγχου μπορεί να οδηγήσει σε κακή δυναμική συμπεριφορά, 

ενώ μακρύς ορίζοντας ελέγχου αυξάνει κατά πολύ το υπολογιστικό κόστος επίλυσης του 

προβλήματος βελτιστοποίησης. Σε αυτή την περίπτωση για χρόνο 𝑁𝑝 > 𝑘 > 𝑁𝑐 θεωρούμε 

την μεταβολή της δράσης ελέγχου ίση με το μηδέν. 

 

𝑢(𝑘 + 𝑖|𝑘) = 𝑢(𝑘 + 𝑁𝑐|𝑘)   𝑁𝑐 > 𝑖 > 𝑁𝑝  (3.12) 

 

Για την καλύτερη κατανόηση του αλγορίθμου θα χρησιμοποιήσουμε ένα δείκτη που 

θα αναφέρεται στη χρονική στιγμή που προέρχονται τα δεδομένα με βάση τα οποία γίνεται 

η πρόβλεψη. Ένας δεύτερος δείκτης θα αναφέρετε στην πρόβλεψη. Έτσι, η μεταβλητή 

𝑦(𝑘 + 𝑖|𝑘) αναφέρεται στην πρόβλεψη της μεταβλητής εξόδου τη χρονική στιγμή 𝑘 + 𝑖 που 

έχει γίνει με τα δεδομένα που έχουμε για την κατάσταση του συστήματος τη χρονική στιγμή 

𝑘. Δεδομένων των μεταβολών των μελλοντικών δράσεων ελέγχου 𝛥𝑢(𝑘 + 𝑁𝑐|𝑘) και του 

επαυξημένου μοντέλου της διεργασίας υπολογίζουμε διαδοχικά τις τιμές των μελλοντικών 

καταστάσεων 𝑥(𝑘 + 𝑁𝑝|𝑘) ως εξής: 

 

𝑥(𝑘 + 1|𝑘) = 𝐴𝑥(𝑘|𝑘) + 𝐵𝛥𝑢(𝑘|𝑘), 

𝑥(𝑘 + 2|𝑘) = 𝐴𝑥(𝑘 + 1|𝑘) + 𝐵𝛥𝑢(𝑘 + 1|𝑘) = 𝐴2𝑥(𝑘|𝑘) + 𝐴𝐵𝛥𝑢(𝑘|𝑘) +

𝐵𝛥𝑢(𝑘 + 1|𝑘), 

⁞ 

𝑥(𝑘 + 𝑁𝑝|𝑘) = 𝐴𝑁𝑝𝑥(𝑘|𝑘) + 𝐴𝑁𝑝−1𝐵𝛥𝑢(𝑘|𝑘) + 𝐴𝑁𝑝−2𝐵𝛥𝑢(𝑘 + 1|𝑘) + ⋯+

+𝐴𝑁𝑝−𝑁𝑐𝐵𝛥𝑢(𝑘 + 𝑁𝑐 − 1|𝑘),     (3.13) 

 

Με παρόμοιο τρόπο υπολογίζουμε τις τιμές της εξόδους για τον ορίζοντα πρόρρησης: 

 

𝑦(𝑘 + 1|𝑘) = 𝐶𝑥(𝑘 + 1|𝑘) = 𝐶𝐴𝑥(𝑘|𝑘) + 𝐶𝐵𝛥𝑢(𝑘|𝑘), 

𝑦(𝑘 + 2|𝑘) = 𝐶𝑥(𝑘 + 2|𝑘) = 𝐶𝐴𝑥(𝑘 + 1|𝑘) + 𝐶𝐵𝛥𝑢(𝑘 + 1|𝑘) = 𝐶𝐴2𝑥(𝑘|𝑘) +

𝐶𝐴𝐵𝛥𝑢(𝑘|𝑘) + 𝐶𝐵𝛥𝑢(𝑘 + 1|𝑘), 

⁞ 

𝑦(𝑘 + 𝑁𝑝|𝑘) = 𝐶𝐴𝑁𝑝𝑥(𝑘|𝑘) + 𝐶𝐴𝑁𝑝−1𝐵𝛥𝑢(𝑘|𝑘) + 𝐶𝐴𝑁𝑝−2𝐵𝛥𝑢(𝑘 + 1|𝑘) + ⋯+

𝐶𝐴𝑁𝑝−𝑁𝑐𝐵𝛥𝑢(𝑘 + 𝑁𝑐 − 1|𝑘),     (3.14) 

 

Όπως παρατηρούμε οι προβλέψεις του ελεγκτή εξαρτώνται μόνο από τα δεδομένα 

της κατάστασης του συστήματος τη δεδομένη χρονική στιγμή 𝑘 (𝑥(𝑘|𝑘)) και από την 
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ακολουθία των μεταβολών των δράσεων ελέγχου 𝛥𝑢(𝑘 + 𝑁𝑐 − 1|𝑘). Στη συνέχεια ορίζουμε 

τα διανύσματα 𝑌 και 𝛥𝑈 ως εξής: 

 

𝑌 = [𝑦(𝑘 + 1|𝑘) 𝑦(𝑘 + 2|𝑘)…  𝑦(𝑘 + 𝑁𝑝|𝑘)]𝑇,    (3.15) 

 

𝛥𝑈 = [𝛥𝑢(𝑘|𝑘) 𝛥𝑢(𝑘 + 1|𝑘)…  𝛥𝑢(𝑘 + 𝑁𝑐 − 1|𝑘)]𝑇,   (3.16) 

 

Η σχέση των προβλέψεων σε μορφή πινάκων παίρνει την μορφή: 

 

𝑌 = 𝐹𝑥(𝑘|𝑘) + 𝛷𝛥𝑈,       (3.17) 

 

όπου, 

 

𝐹 = [

𝐶𝐴
𝐶𝐴2

⁞
𝐶𝐴𝑁𝑝

] και 𝛷 = [

𝐶𝐵 0 0 0
𝐶𝐴𝐵 𝐶𝐵 0 0
⁞

𝐶𝐴𝑁𝑝−1𝐵
⁞

𝐶𝐴𝑁𝑝−2𝐵
⁞ ⁞

… 𝐶𝐴𝑁𝑝−𝑁𝑐𝐵

]  (3.18) 

 

Δεδομένων πλέον των προβλέψεων της εξόδου του συστήματος, πρέπει να 

εκφράσουμε τον στόχο του ελεγκτή. Στην προκειμένη περίπτωση θέλουμε η έξοδος του 

συστήματος να ακολουθήσει μια προκαθορισμένη τροχιά. Με άλλα λόγια θέλουμε η 

απόσταση της εξόδου 𝑦(𝑘 + 𝑖|𝑘) από την προκαθορισμένη τροχιά (𝑦𝑠𝑝) να ελαχιστοποιηθεί. 

Σε μορφή πινάκων αυτό μπορεί να περιγραφεί από την εξής συνάρτηση κόστους: 

 

𝐽 = (𝑌𝑠𝑝 − 𝑌)𝑇𝑄(𝑌𝑠𝑝 − 𝑌) + 𝛥𝑈𝑇𝑅𝛥𝑈    (3.19) 

 

Ο πρώτος όρος της συνάρτησης αφορά την απόκλιση της εξόδου από την επιθυμητή 

τροχιά. Ο δεύτερος όρος αφορά την μεταβολή των δράσεων ελέγχου και συμπεριλαμβάνεται 

στην συνάρτηση κόστους γιατί πολλές φορές υπάρχουν φυσικοί περιορισμοί στο μέγεθος 

των δράσεων. Τα μητρώα 𝑅 και 𝑄 αποτελούν παραμέτρους του ελεγκτή με βάση τους 

οποίους μπορεί να επιτευχθεί μια επιθυμητή δυναμική συμπεριφορά. Όταν οι τιμές του 

μητρώου 𝑅 είναι μεγάλες τότε η βαρύτητα των δράσεων είναι μεγάλη ενώ όταν οι τιμές είναι 

μικρές η προσπάθεια ελέγχου επιβαρύνει λιγότερο την προσπάθεια του ελεγκτή να μειώσει 

την απόκλιση. Αντίστοιχα το μητρώο 𝑄 σταθμίζει την απόκλιση από τον επιθυμητό στόχο στη 

συνάρτηση κόστους. 
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Για να υπολογίσουμε το βέλτιστο 𝛥𝑈, αυτό που ελαχιστοποιεί την συνάρτηση 

κόστους (3.19) χωρίς να λαμβάνονται υπόψιν περιορισμοί, χρησιμοποιούμε την εξίσωση 

(3.17), υπολογίζουμε την παράγωγο της συνάρτησης ως προς το 𝛥𝑈 και εξισώνουμε με το 

μηδέν (απαραίτητη συνθήκη για να είναι το 𝐽 ελάχιστο). 

 

𝐽 = (𝑌𝑠𝑝 − 𝐹𝑥(𝑘|𝑘) − 𝛷𝛥𝑈)𝑇𝑄(𝑌𝑠𝑝 − 𝐹𝑥(𝑘|𝑘) − 𝛷𝛥𝑈) + 𝛥𝑈𝑇𝑅𝛥𝑈  

= (𝑌𝑠𝑝 − 𝐹𝑥(𝑘|𝑘))
𝑇
𝑄(𝑌𝑠𝑝 − 𝐹𝑥(𝑘|𝑘)) − 2𝛥𝑈𝑇𝛷𝑇𝑄(𝑌𝑠𝑝 − 𝐹𝑥(𝑘|𝑘)) +

𝛥𝑈𝑇(𝛷𝛵𝑄𝛷 + 𝑅)𝛥𝑈        (3.20) 

 

𝜕𝐽

𝜕𝛥𝑈
= −2𝛷𝑇(𝑌𝑠𝑝 − 𝐹𝑥(𝑘|𝑘)) + 2(𝛷𝛵𝑄𝛷 + 𝑅)𝛥𝑈   (3.21) 

 

𝜕𝐽

𝜕𝛥𝑈
= 0⇒ 𝛥𝑈 = (𝛷𝛵𝑄𝛷 + 𝑅)−1𝛷𝑇(𝑌𝑠𝑝 − 𝐹𝑥(𝑘|𝑘))   (3.22) 

 

Όπως παρατηρούμε, το βέλτιστο 𝛥𝑈 εξαρτάται από τα δεδομένα της κατάστασης του 

συστήματος τη δεδομένη χρονική στιγμή 𝑘 (𝑥(𝑘|𝑘)) και από την επιθυμητή, προκαθορισμένη 

τροχιά (𝑌𝑠𝑝). 

Η ίδια μεθοδολογία μπορεί να εφαρμοστεί και στην περίπτωση συστημάτων πολλών 

εισόδων πολλών εξόδων. Οι βασικές εξισώσεις παραμένουν οι ίδιες αλλά αλλάζουν οι 

διαστάσεις των πινάκων και των διανυσμάτων. Σε αυτήν την περίπτωση, αν θεωρήσουμε ότι 

𝑚 είναι ο αριθμός των μεταβλητών εισόδου του συστήματος (𝑢), 𝑞 ο αριθμός των 

μεταβλητών εξόδου (𝑦) και 𝑛 το μήκος του διανύσματος καταστάσεων (𝑥𝑚) του αρχικού μας 

συστήματος (όχι του διευρυμένου) τότε οι διαστάσεις των πινάκων και των διανυσμάτων του 

ελεγκτή διαμορφώνονται ως εξής: 

Πίνακας 3.1. Διαστάσεις πινάκων και διανυσμάτων ελεγκτή. 

𝑥(𝑘|𝑘) = ((𝑛 + 𝑞), 1) 𝑌 = (𝑁𝑝 ∗ 𝑞, 1) 𝛥𝑈 = (𝑁𝑐 ∗ 𝑚, 1) 

𝐴 = ((𝑛 + 𝑞), (𝑛 + 𝑞)) 𝑌𝑠𝑝 = (𝑁𝑝 ∗ 𝑞, 1) 𝑄 = (𝑁𝑝 ∗ 𝑞,𝑁𝑝 ∗ 𝑞) 

𝐵 = ((𝑛 + 𝑞),𝑚) 𝐹 = (𝑁𝑝 ∗ 𝑞, (𝑛 + 𝑞)) 𝑅 = (𝑁𝑐 ∗ 𝑚,𝑁𝑐 ∗ 𝑚) 

𝐶 = (𝑞, (𝑛 + 𝑞)) 𝛷 = (𝑁𝑝 ∗ 𝑞,𝑁𝑐 ∗ 𝑚)  

 

Ως τώρα στον σχεδιασμό του ελεγκτή θεωρήσαμε ότι γνωρίζουμε τις μεταβλητές 

κατάστασης του συστήματος. Στην πραγματικότητα στα περισσότερα συστήματα είναι είτε 

δύσκολο είτε αδύνατο να γνωρίζουμε όλες τις μεταβλητές κατάστασης. Σε αυτή την 

περίπτωση χρειάζεται να υπολογίσουμε έμμεσα τις μεταβλητές κατάστασης 
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χρησιμοποιώντας κάποιου είδους εκτιμητή. Η πιο απλή περίπτωση εκτιμητή είναι να 

συγκρίνουμε τις τιμές των εξόδων του συστήματος, οι οποίες πρέπει να είναι μετρήσιμες (π.χ. 

συγκέντρωση στην έξοδο του αντιδραστήρα), με τις τιμές των εξόδων ενός μαθηματικού 

μοντέλου που περιγράφει την διεργασία. Ακολούθως τροφοδοτούμε τον ελεγκτή με τις 

μεταβλητές κατάστασης του μοντέλου και το σφάλμα των εξόδων. Σε αυτή την περίπτωση το 

μοντέλο μεταβλητών κατάστασης και αντίστοιχα το βέλτιστο 𝛥𝑈 υπολογίζονται ως εξής: 

 

𝑦(𝑘 + 𝑖|𝑘) = 𝐶𝑥(𝑘 + 𝑖|𝑘) + 𝑒(𝑘 + 𝑖)     (3.23) 

 

𝑌 = 𝐹𝑥(𝑘 + 𝑖|𝑘) + 𝛷𝛥𝑈 + 𝐸(𝑘 + 𝑖)     (3.24) 

 

𝛥𝑈 = (𝛷𝛵𝑄𝛷 + 𝑅)−1𝛷𝑇(𝑌𝑠𝑝 − 𝐹𝑥(𝑘 + 𝑖|𝑘) − 𝐸(𝑘 + 𝑖))  (3.25) 

 

Όπου 𝑒(𝑘 + 𝑖) = (𝑞, 1) είναι το σφάλμα μεταξύ των μετρήσεων και του 

μαθηματικού μοντέλου και 𝛦(𝑘 + 𝑖) = (𝑁𝑝 ∗ 𝑞, 1) προεκταμένο στον ορίζοντα πρόρρησης. 

 Ένα από τα μεγάλα πλεονεκτήματα του προβλεπτικού ελέγχου είναι ότι μπορεί να 

υπολογίσει την βέλτιστη δράση ελέγχου λαμβάνοντας υπόψιν περιορισμούς τόσο στις 

δράσεις ελέγχου όσο και στις μεταβλητές κατάστασης. Τέτοιοι περιορισμοί μπορεί να 

οφείλονται σε φυσικούς περιορισμούς του προβλήματος, όπως για παράδειγμα μέγιστο 

άνοιγμα βάνας, μέγιστη ροή μέσα από σωλήνα δεδομένης διαμέτρου. Μπορεί όμως αυτοί 

να προέρχονται από επιλογές του σχεδιαστή του ελεγκτή. Οι περιορισμοί μπορεί να αφορούν 

τις μεταβλητές κατάστασης, τις μεταβλητές εξόδου, τις μεταβλητές εισόδου ή/και τις 

μεταβολές των μεταβλητών εισόδου, αρκεί να μπορούν να εκφραστούν συναρτήσει της 

μεταβλητής ελέγχου 𝛥𝑈. 

Στη συνέχεια παρουσιάζονται αναλυτικά οι τρεις πιο διαδεδομένοι τύποι 

περιορισμών. Ο πρώτος τύπος περιορισμών είναι στις μεταβολές των μεταβλητών εισόδου 

𝛥𝑈. Αν υποθέσουμε ότι 𝛥𝑢𝑚𝑎𝑥 είναι το μέγιστο όριο και 𝛥𝑢𝑚𝑖𝑛 είναι το ελάχιστο όριο των 

μεταβλητών τότε ο περιορισμός εκφράζεται ως: 

 

𝛥𝑢𝑚𝑖𝑛 ≤ 𝛥𝑢 ≤ 𝛥𝑢𝑚𝑎𝑥       (3.26) 

 

Αυτός ο τύπος περιορισμού μπορεί να χρησιμοποιηθεί για να επιβληθούν 

περιορισμοί κατεύθυνση. Για παράδειγμα αν η μεταβλητή 𝑢(𝑘) μπορεί μόνο να αυξηθεί τότε 

ο περιορισμός μπορεί να πάρει την μορφή 0 ≤ 𝛥𝑢 ≤ 𝛥𝑢𝑚𝑎𝑥. 
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Η δεύτερη, και ίσως η πιο διαδεδομένη, περίπτωση περιορισμών είναι αυτή όπου 

περιορισμοί εφαρμόζονται στις μεταβλητές ελέγχου 𝑢(𝑘). Αν θεωρήσουμε ότι 𝑢𝑚𝑎𝑥 και 𝑢𝑚𝑖𝑛 

είναι το μέγιστο και ελάχιστο όριο της μεταβλητής 𝑢(𝑘), τότε ο περιορισμός εκφράζεται ως: 

 

𝑢𝑚𝑖𝑛 ≤ 𝑢(𝑘) ≤ 𝑢𝑚𝑎𝑥       (3.27) 

 

Εδώ είναι σκόπιμο να αναφέρουμε ότι η μεταβλητή 𝑢(𝑘) είναι μεταβλητή διαφορά, 

όχι η πραγματική μεταβλητή. Η πραγματική μεταβλητή είναι ίση με την 𝑢(𝑘) συν την τιμή της 

σε μόνιμη κατάσταση. Έτσι αν για παράδειγμα η ροή ενός ρευστού, που καθορίζεται μέσω 

μιας αντλίας, είναι 5 cm2/min σε μόνιμη κατάσταση και το εύρος λειτουργίας της αντλίας 

είναι από 2 cm2/min μέχρι 7 cm2/min, τότε 𝑢𝑚𝑖𝑛 = 2 − 5 = −3 𝑐𝑚
2

𝑚𝑖𝑛⁄  και 𝑢𝑚𝑎𝑥 = 7 −

5 = 2 𝑐𝑚
2

𝑚𝑖𝑛⁄ . 

Η τρίτη περίπτωση περιορισμών είναι αυτή όπου περιορισμοί εφαρμόζονται στις 

μεταβλητές εξόδου 𝑦(𝑘) του συστήματος. Αντίστοιχα, αν 𝑦𝑚𝑎𝑥 και 𝑦𝑚𝑖𝑛 είναι το μέγιστο και 

ελάχιστο όριο της μεταβλητής 𝑦(𝑘), τότε ο περιορισμός εκφράζεται ως: 

 

𝑦𝑚𝑖𝑛 ≤ 𝑦(𝑘) ≤ 𝑦𝑚𝑎𝑥       (3.28) 

 

Πολλές φορές οι περιορισμοί στις μεταβλητές εξόδου εφαρμόζονται σαν «χαλαροί» 

περιορισμοί, δηλαδή μια μεταβλητή «χαλαρότητας» 𝑠 > 0 χρησιμοποιείται για να προκύψει: 

 

𝑦𝑚𝑖𝑛 − 𝑠 ≤ 𝑦(𝑘) ≤ 𝑦𝑚𝑎𝑥 + 𝑠      (3.29) 

 

Ο λόγος για τον οποίο εφαρμόζονται χαλαροί περιορισμοί στις μεταβλητές εξόδου 

είναι γιατί συνήθως όταν οι περιορισμοί γίνουν ενεργεί τότε προκαλούν μεγάλες αλλαγές 

στις μεταβλητές 𝛥𝑢(𝑘) και 𝑢(𝑘). Σε μια τέτοια περίπτωση είναι πιθανό να παραβιαστούν οι 

περιορισμοί των μεταβλητών 𝛥𝑢(𝑘) και 𝑢(𝑘) και καθώς οι περιορισμοί στις μεταβλητές 

εισόδου μπορεί να είναι πιο σημαντικοί προτιμάτε να παραβιαστούν τα όρια των 

μεταβλητών εξόδου. 

Με παρόμοιο τρόπο μπορούν να εφαρμοστούν περιορισμοί και στις μεταβλητές 

κατάστασης του συστήματος αν αυτές είναι παρατηρήσιμες η αν υπολογίζονται από έναν 

εκτιμητή. Και σε αυτή την περίπτωση επιλέγετε να είναι της μορφής χαλαρών περιορισμών, 

όπως περιγράφηκε στην προηγούμενη παράγραφο. 
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Η ίδια μεθοδολογία μπορεί να εφαρμοστεί και στην περίπτωση συστημάτων πολλών 

εισόδων πολλών εξόδων. Οι εξισώσεις και οι ανισότητες παραμένουν οι ίδιες αλλά αλλάζουν 

οι διαστάσεις των πινάκων και των διανυσμάτων. Οι διαστάσεις των πινάκων και των 

διανυσμάτων του ελεγκτή διαμορφώνονται ως εξής: 

Πίνακας 3.2. Διαστάσεις πινάκων και διανυσμάτων περιορισμών ελεγκτή. 

𝛥𝑢(𝑘) = 𝛥𝑢𝑚𝑖𝑛 = 𝛥𝑢𝑚𝑎𝑥 = (𝑚, 1) 

𝑢(𝑘) = 𝑢𝑚𝑖𝑛 = 𝑢𝑚𝑎𝑥 = (𝑚, 1) 

𝑦(𝑘) = 𝑦𝑚𝑖𝑛 = 𝑦𝑚𝑎𝑥 = (𝑞, 1) 

 

Στη συνέχεια, αφού έχουν οριστεί οι περιορισμοί, πρέπει να μεταφραστούν σε 

γραμμικές ανισότητες και να συσχετιστούν με το αρχικό πρόβλημα προβλεπτικού ελέγχου. 

Είναι αναγκαίο οι περιορισμοί να εκφραστούν συναρτήσει της μεταβλητής απόφασης του 

προβλήματος βελτιστοποίησης, που δεν είναι άλλη από την 𝛥𝑈. Επίσης, δεδομένου ότι η 

βελτιστοποίηση γίνεται μέσα σε ένα ορίζοντα (πρόβλεψης) είναι στην κρίση του σχεδιαστή 

και του προβλήματος αν χρειάζεται αυτοί να μεταβάλλονται μέσα στον ορίζοντα πρόβλεψης 

ή σε κάθε βήμα του κυλιόμενου ορίζοντα. Για παράδειγμα, για την περίπτωση των 

περιορισμών στις μεταβλητές 𝛥𝑢(𝑘) την χρονική στιγμή 𝑘 ισχύει: 

 

𝛥𝑢𝑚𝑖𝑛(𝑘|𝑘) ≤ 𝛥𝑢(𝑘|𝑘) ≤ 𝛥𝑢𝑚𝑎𝑥(𝑘|𝑘)     (3.30) 

 

Αντίστοιχα, για τις επόμενες χρονικές στιγμές μέσα στον ορίζοντα πρόρρησης ισχύει: 

 

𝛥𝑢𝑚𝑖𝑛(𝑘 + 1|𝑘) ≤ 𝛥𝑢(𝑘 + 1|𝑘) ≤ 𝛥𝑢𝑚𝑎𝑥(𝑘 + 1|𝑘)  

𝛥𝑢𝑚𝑖𝑛(𝑘 + 2|𝑘) ≤ 𝛥𝑢(𝑘 + 2|𝑘) ≤ 𝛥𝑢𝑚𝑎𝑥(𝑘 + 2|𝑘)  

⁞ 

𝛥𝑢𝑚𝑖𝑛(𝑘 + 𝑁𝑐|𝑘) ≤ 𝛥𝑢(𝑘 + 𝑁𝑐|𝑘) ≤ 𝛥𝑢𝑚𝑎𝑥(𝑘 + 𝑁𝑐|𝑘)  (3.31) 

 

Γενικά οι περιορισμοί εφαρμόζονται σε όλο το μήκος του ορίζοντα πρόρρησης και 

ελέγχου, αλλά προκειμένου να μειωθεί ο υπολογιστικός χρόνος που απαιτείται μπορεί να 

επιλεγεί ένας μικρότερος ορίζοντας στον οποίο να επιβάλλονται οι περιορισμοί. Σε μορφή 

διανυσμάτων οι περιορισμοί στις μεταβλητές 𝛥𝑢(𝑘) παίρνουν την μορφή: 

 

𝛥𝑈𝑚𝑖𝑛 ≤ 𝛥𝑈 ≤ 𝛥𝑈𝑚𝑎𝑥       (3.32) 

 



 

20 
 

Το επόμενο βήμα είναι να συνδυαστούν οι περιορισμοί με την συνάρτηση κόστους 

του προβλεπτικού ελεγκτή, και καθώς η λύση θα προκύψει με την χρήση ενός λύτη του 

MATLAB για τετραγωνικό προγραμματισμό, οι περιορισμοί πρέπει να χωριστούν σε δύο 

μέρη, ένα για το άνω και ένα για το κάτω όριο των μεταβλητών. 

 

−𝛥𝑈 ≤ −𝛥𝑈𝑚𝑖𝑛  

𝛥𝑈 ≤ 𝛥𝑈𝑚𝑎𝑥         (3.34) 

 

Και σε μορφή πινάκων: 

 

[
−𝐼
𝐼
] 𝛥𝑈 ≤ [−𝛥𝑈

𝑚𝑖𝑛

𝛥𝑈𝑚𝑎𝑥
]       (3.35) 

 

Όπου οι διαστάσεις είναι 𝛥𝑈 = 𝛥𝑈𝑚𝑖𝑛 = 𝛥𝑈𝑚𝑎𝑥 = (𝑁𝑐 ∗ 𝑚, 1) και 𝐼 = (𝑁𝑐 ∗ 𝑚,𝑁𝑐 ∗ 𝑚). 

Με την ίδια μεθοδολογία παράγουμε και τους περιορισμούς για τις περιπτώσεις των 𝑢(𝑘) 

και 𝑦(𝑘). Αρχικά, πρέπει να εκφραστούν συναρτήσει της μεταβλητής απόφασης 𝛥𝑈: 

 

𝑢𝑚𝑖𝑛(𝑘|𝑘) ≤ 𝑢(𝑘|𝑘) ≤ 𝑢𝑚𝑎𝑥(𝑘|𝑘)   

⇔𝑢𝑚𝑖𝑛(𝑘|𝑘) ≤ 𝑢(𝑘 − 1|𝑘) + 𝛥𝑢(𝑘|𝑘) ≤ 𝑢𝑚𝑎𝑥(𝑘|𝑘)  

 ⇔ 𝑢𝑚𝑖𝑛(𝑘|𝑘) − 𝑢(𝑘 − 1|𝑘) ≤ 𝛥𝑢(𝑘|𝑘) ≤ 𝑢𝑚𝑎𝑥(𝑘|𝑘) − 𝑢(𝑘 − 1|𝑘)  (3.36) 

 

Αντίστοιχα, για τις επόμενες χρονικές στιγμές μέσα στον ορίζοντα πρόρρησης ισχύει: 

 

𝑢𝑚𝑖𝑛(𝑘 + 1|𝑘) − 𝑢(𝑘 − 1) ≤ 𝛥𝑢(𝑘) + 𝛥𝑢(𝑘 + 1) ≤ 𝑢𝑚𝑎𝑥(𝑘 + 2|𝑘) − 𝑢(𝑘 − 1)   

𝑢𝑚𝑖𝑛(𝑘 + 2|𝑘) − 𝑢(𝑘 − 1) ≤ 𝛥𝑢(𝑘) + 𝛥𝑢(𝑘 + 1) + 𝛥𝑢(𝑘 + 2) ≤ 𝑢𝑚𝑎𝑥(𝑘 +

2|𝑘) − 𝑢(𝑘 − 1)  

⁞ 

𝑢𝑚𝑖𝑛(𝑘 + 𝑁𝑐 − 1|𝑘) − 𝑢(𝑘 − 1) ≤ ∑ 𝛥𝑢(𝑘 + 𝑖)𝑁𝑐
𝑖=0 ≤ 𝑢𝑚𝑎𝑥(𝑘 + 𝑁𝑐 − 1|𝑘) −

𝑢(𝑘 − 1)  

⁞ 

𝑈𝑚𝑖𝑛 − [

𝐼
𝐼
⋮
𝐼

] 𝑢(𝑘 − 1) ≤ [

𝐼 0 ⋯ ⋯ 0
𝐼 𝐼 ⋯ 0 0
⋮
𝐼

⋮
𝐼 ⋯ ⋯ 𝐼

]𝛥𝑈 ≤ 𝑈𝑚𝑎𝑥 − [

𝐼
𝐼
⋮
𝐼

] 𝑢(𝑘 − 1)(3.37) 

 

Και σε μορφή πινάκων: 
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[
−(𝐶1𝑢(𝑘 − 1) + 𝐶2𝛥𝑈)

(𝐶1𝑢(𝑘 − 1) + 𝐶2𝛥𝑈)
] ≤ [−𝑈

𝑚𝑖𝑛

𝑈𝑚𝑎𝑥
]     (3.38) 

 

Όπου οι διαστάσεις των πινάκων είναι 𝐶1 = (𝑁𝑐 ∗ 𝑚,𝑚) και 𝐶2 = (𝑁𝑐 ∗ 𝑚,𝑁𝑐 ∗ 𝑚) και 

είναι ίσοι με: 

 

𝐶1 = [

𝐼
𝐼
⋮
𝐼

], 𝐶2 = [

𝐼 0 ⋯ ⋯ 0
𝐼 𝐼 ⋯ 0 0
⋮
𝐼

⋮
𝐼 ⋯ ⋯ 𝐼

]     (3.39) 

 

Αντίστοιχα, για την περίπτωση των περιορισμών στις εξόδους του συστήματος 

προκύπτει: 

 

𝑌𝑚𝑖𝑛 ≤ 𝑌 ≤ 𝑌𝑚𝑎𝑥  

⇔𝑌𝑚𝑖𝑛 ≤ 𝐹𝑥(𝑘|𝑘) + 𝛷𝛥𝑈 ≤ 𝑌𝑚𝑎𝑥  

⁞ 

[
−𝛷
𝛷
]𝛥𝑈 ≤ [

−𝑌𝑚𝑖𝑛 + 𝐹𝑥(𝑘|𝑘)

𝑌𝑚𝑎𝑥 − 𝐹𝑥(𝑘|𝑘)
]      (3.40) 

 

Ο κάθε τύπος περιορισμών μπορεί να εφαρμοστεί παράλληλα με κάποιον άλλο. Έτσι 

το πρόβλημα που προκύπτει είναι η ελαχιστοποίηση της τετραγωνικής συνάρτησης κόστους 

𝐽 που υπόκειται σε γραμμικούς περιορισμού ανισότητας: 

 

min
𝛥𝑈

𝐽 = min
𝛥𝑈

((𝑌𝑠𝑝 − 𝐹𝑥(𝑘|𝑘))
𝑇
𝑄(𝑌𝑠𝑝 − 𝐹𝑥(𝑘|𝑘)) − 2𝛥𝑈𝑇𝛷𝑇𝑄(𝑌𝑠𝑝 −

𝐹𝑥(𝑘|𝑘)) + 𝛥𝑈𝑇(𝛷𝛵𝑄𝛷 + 𝑅)𝛥𝑈). 

subject to 𝐴𝑐𝑜𝑛𝛥𝑈 ≤ 𝑏𝑐𝑜𝑛      (3.41)  
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4.  Εφαρμογή βέλτιστου προβλεπτικού 

ελέγχου 

 

Η προσομοίωση του προβλεπτικού ελέγχου πραγματοποιήθηκε σε περιβάλλον 

MATLAB. Αρχικά, παρουσιάζονται λεπτομέρειες σχετικά με την δημιουργία του μη 

γραμμικού μαθηματικού μοντέλου που χρησιμοποιείται για να προσομοιωθεί η λειτουργία 

του αντιδραστήρα αναμόρφωσης μεθανίου με ατμό. Στη συνέχεια, δημιουργούμε το μοντέλο 

μεταβλητών κατάστασης γύρω από ένα γνωστό σημείο ισορροπίας. Έπειτα, το μοντέλο αυτό 

χρησιμοποιείται για την δημιουργία του προβλεπτικού ελεγκτή και ακολούθως 

πραγματοποιείται η προσομοίωση του ελέγχου του αντιδραστήρα. 

Στο Σχήμα 4.1 φαίνεται το διάγραμμα ροής του συστήματος κλειστού βρόχου κατά 

τον προβλεπτικό έλεγχο. Η βαθμίδα MPC περιλαμβάνει τον αλγόριθμο επίλυσης του 

προβλήματος υπολογισμού της βέλτιστης δράσης ελέγχου. Ysp είναι η επιθυμητή τροχιά. 

 

Σχήμα 4.1 Σύστημα MPC κλειστού βρόχου. 

 

Η βαθμίδα ‘Plant’ συμβολίζει την πραγματική διεργασία, στην παρούσα μελέτη τον 

αντιδραστήρα αναμόρφωσης μεθανίου με ατμό. Στην προκειμένη περίπτωση η διεργασία 

αντιπροσωπεύεται από το μη γραμμικό μοντέλο διαφορικών εξισώσεων. Η βαθμίδα ‘Model’ 

συμβολίζει το μαθηματικό μοντέλο που χρησιμοποιείται για την προσομοίωση της 

πραγματικής διεργασίας, στην προκειμένη περίπτωση είναι το γραμμικοποιημένο μοντέλο. 

Η βαθμίδα ‘Estimate’ αφορά την εκτίμηση των καταστάσεων που δεν είναι μετρίσιμες στην 

πραγματική διεργασία, στην εργασία αυτή είναι μια απλή βαθμίδα υπολογισμού του 
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σφάλματος μεταξύ της διεργασίας και του μοντέλου. Με d συμβολίζεται ο πιθανός θόρυβος 

ή διαταραχή στις μετρούμενες μεταβλητές του συστήματος. 

 

4.1. Μη γραμμικό μαθηματικό μοντέλο για την 

προσομοίωση του αντιδραστήρα 

 

Στην παρούσα ενότητα θα γίνει μια σύντομη περιγραφή σχετικά με την ανάπτυξη του 

μη γραμμικού μαθηματικού μοντέλου για την προσομοίωση του αντιδραστήρα 

αναμόρφωσης μεθανίου με ατμό, όπως αυτό περιγράφηκε στην ενότητα 2. Αρχικά 

μοντελοποιούνται οι διακριτοποιημένες στη χωρική διεύθυνση διαφορικές εξισώσεις των 

ισοζυγίων μάζας για τα πέντε συστατικά. Στης εξισώσεις αυτές συμπεριλαμβάνονται 

αναλυτικά και οι εκφράσεις των κινητικών των αντιδράσεων. Το σύστημα των διαφορικών 

εξισώσεων λύνεται στον MATLAB με την χρήση της συνάρτησης ode15s. Η επιλογή της 

συνάρτησης έγινε μετά από δοκιμή. Αρχικά δοκιμάστηκε η ode45, αλλά δεδομένης της 

δυσκολίας επίλυσης των μη γραμμικών όρων των κινητικών εκφράσεων το πρόβλημα 

χρειάζεται πολλαπλάσιο χρόνο για να λυθεί από ότι με την ode15s [17]. Στην πιο απλή μορφή 

της μπορεί να την καλέσουμε γράφοντας: 

 

[𝑇, 𝑌]  =  𝑜𝑑𝑒15𝑠(𝑜𝑑𝑒𝑓𝑢𝑛, 𝑡𝑠𝑝𝑎𝑛, 𝑦0)  

 

όπου, Τ είναι τα σημεία στον χρόνο που ζητείται η λύση, Υ η λύση του προβλήματος 

στα χρονικά σημεία που αντιστοιχούν στο διάνυσμα Τ, odefun είναι η συνάρτηση στην οποία 

υπολογίζεται το δεξιό μέλος των διαφορικών εξισώσεων, tspan είναι ένα διάνυσμα που 

περιέχει την αρχική και τελική χρονική στιγμή που ζητείται να γίνει η ολοκλήρωση και y0 είναι 

το διάνυσμα που περιέχει τις αρχικές συνθήκες. 

Στον Πίνακας 4.1 παρουσιάζονται οι τιμές ορισμένων παραμέτρων του προβλήματος, 

όπως η πίεση και η θερμοκρασία εισόδου του αντιδραστήρα, το μήκος και η ακτίνα του 

αντιδραστήρα, η μάζα του καταλύτη που είναι εναποτεθειμένη στο αφρώδες κεραμικό υλικό, 

το κλάσμα κενού του αφρώδους κεραμικού υλικού, οι γραμμομοριακές ροές εισόδου του 

μεθανίου και του ατμού και ο λόγος ατμού προς άνθρακα στην είσοδο του αντιδραστήρα. Οι 

συνθήκες λειτουργίας του αντιδραστήρα έχουν επιλεγεί έτσι ώστε να επιτυγχάνεται η 

θερμοδυναμική ισορροπία της αντίδρασης. Οι διαστάσεις αυτές αντιπροσωπεύουν τις 

διαστάσεις ενός πραγματικού αντιδραστήρα που βρίσκεται εγκατεστημένος στο 
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ΕΑΝΟΣΙΣ/ΙΔΕΠ/ΕΚΕΤΑ και στον οποίο πραγματοποιούνται πειράματα για την μελέτη και 

κατανόηση της συμπεριφοράς του αντιδραστήρα. 

 

Πίνακας 4.1. Παράμετροι του συστήματος 

Μεταβλητή Τιμή Μονάδες 

Pinlet 1 atm 

Tinlet 773 K 

L 0.5 m 

R 0.007 m 

Catalyst Mass 2.8*10-3 kg 

Void 0.85 - 

Steam to Carbon 

ratio 
3 - 

FCH4,in 5.0*10-5 mol/s 

FH2O,in 1.5*10-4 mol/s 

 

Αρχικά, λύνουμε το σύστημα των διαφορικών εξισώσεων με τυχαίες αρχικές 

συνθήκες για αρκετό χρονικό διάστημα ώστε το σύστημα να φτάσει σε μόνιμη κατάσταση. Η 

τιμές που δίνουμε σαν αρχική συνθήκη στο πρόβλημα επίλυσης των διαφορικών εξισώσεων 

επιλέγονται να είναι οι τιμές των συγκεντρώσεων στην είσοδο του αντιδραστήρα. 

 

4.2. Γραμμικό μαθηματικό μοντέλο για την 

προσομοίωση του αντιδραστήρα 

 

Στη συνέχεια δημιουργούμε το γραμμικό σύστημα στο χώρο των καταστάσεων 

υπολογίζοντας αριθμητικά τις παραγώγους των εξισώσεων προς τις μεταβλητές του 

συστήματος: 

 

𝑑𝑓

𝑑𝑥
=
𝑓(𝑥 + ℎ) − 𝑓(𝑥)

((𝑥 + ℎ) − 𝑥)
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Ως μεταβλητές κατάστασης ορίζουμε τις συγκεντρώσεις των πέντε συστατικών κατά 

μήκος του αντιδραστήρα (𝐶𝑖,𝑗, 𝑖 = 𝐶𝐻4, 𝐻2𝑂,𝐻2, 𝐶𝑂, 𝐶𝑂2, 𝑗 = 1, 2, … ,𝑁𝑧), ως μεταβλητές 

εισόδου τις γραμμομοριακές ροές του μεθανίου και του ατμού στην είσοδο του 

αντιδραστήρα (𝐹𝐶𝐻4,𝑖𝑛, 𝐹𝐻2𝑂,𝑖𝑛) και ως έξοδο του συστήματος ορίζουμε την γραμμομοριακή 

ροή του παραγόμενου υδρογόνου στην έξοδο του αντιδραστήρα (𝐹𝐻2,𝑜𝑢𝑡). Οι παράγωγοι 

των εξισώσεων του συστήματος ως προς τις καταστάσεις μας δίνει τον πίνακα Α του 

συστήματος, ως προς τις εισόδους τον πίνακα Β και ως προς την έξοδο τον πίνακα C. 

Μετά από σύγκριση του γραμικοποιημένου συστήματος με το μη γραμμικό 

καταλήξαμε στον αριθμό των σημείων (𝑁𝑍 = 50) στην διεύθυνση του μήκους του 

αντιδραστήρα. Ο λόγος είναι ότι η ακρίβεια της λύσης εξαρτάται από τον αριθμό των 

σημείων. Όταν ο αριθμός των σημείων είναι μικρότερος από 40 η ακρίβεια το γραμμικού 

μοντέλου σε σχέση με το μη γραμμικό δεν είναι επαρκής. 

 

4.3. Προσομοίωση συστήματος 

 

Αφού διαμορφώθηκε το σύστημα κλειστού βρόχου για την περιγραφή της 

διεργασίας και επιλέχθηκαν οι απαραίτητες παράμετροι του προβλήματος του βέλτιστου 

ελέγχου διεξήχθησαν 3 παραδείγματα προσομοιώσεων. Το πρώτο παράδειγμα αφορά τον 

έλεγχο της ροής του παραγόμενου υδρογόνου με την βοήθεια των ροών του μεθανίου και 

ατμού στην είσοδο του αντιδραστήρα. Πραγματοποιήθηκαν προσομοιώσεις για την 

παρατήρηση της αποτελεσματικότητας του ελεγκτή και πώς αυτός μπορεί να αντιμετωπίσει 

την επιβολή περιορισμών στη λύση του προβλήματος. Το δεύτερο παράδειγμα αφορά τον 

έλεγχο της ροής του παραγόμενου υδρογόνου αλλά με χρήση τριών μεταβλητών σαν 

εισόδους στο σύστημα. Η τρίτη μεταβλητή είναι η θερμοκρασία του αντιδραστήρα. Με αυτόν 

τον τρόπο μπορούμε να αλλάξουμε το σημείο λειτουργίας του αντιδραστήρα με μεγαλύτερη 

ευκολία από ότι με δύο μεταβλητές εισόδου. Το τρίτο παράδειγμα αφορά την επίλυση του 

προβλήματος αντιστάθμισης διαταραχών. Θεωρούμε ότι υπάρχουν διαταραχές στην 

μετρούμενη έξοδο του συστήματος και παρατηρούμε πως ανταπεξέρχεται ο ελεγκτής. Όλες 

οι προσομοιώσεις πραγματοποιήθηκαν σε δύο υπολογιστές. Ο πρώτος με επεξεργαστή Intel 

Core i7, 2.00 GHz και λειτουργικό σύστημα Windows 10, ενώ ο δεύτερος με επεξεργαστή Intel 

Core i5, 3.10 GHz και λειτουργικό σύστημα Windows 7. 
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4.3.1. Μελέτη αποτελεσματικότητας ελεγκτή 

 

Η πρώτη περίπτωση που μελετάται και παρουσιάζεται σε αυτή την ενότητα αφορά 

την μεταβολή του σημείου λειτουργίας του αντιδραστήρα έτσι ώστε να παραχθεί κατά 10% 

λιγότερο υδρογόνο στην έξοδο του αντιδραστήρα. Η προσομοίωση ξεκινάει από το σημείο 

ισορροπίας και για τα πρώτα 2,5 λεπτά το set point είναι ίσο με μηδέν. Στη συνέχεια αλλάζει 

και γίνεται ίσο με (0.90 ∗ 𝑦𝑠𝑠 − 𝑦𝑠𝑠), όπου 𝑦𝑠𝑠 είναι η τιμή της εξόδου του συστήματος σε 

λειτουργία μόνιμης κατάστασης. 

Οι πίνακες 𝑅 και 𝑄 είναι διαγώνιοι πίνακες οι τιμές των οποίων επιλέγονται έτσι ώστε 

να υπάρχει μια ισορροπία μεταξύ των μεταβολών των δράσεων ελέγχου και της επίδρασης 

της τελικής επιθυμητής κατάστασης. Και οι δύο πίνακες επιλέγεται να είναι διαγώνιοι. Ο 

πίνακας 𝑄 είναι μοναδιαίος, ενώ ο πίνακας 𝑅 διαμορφώνεται ως εξής: 

 

𝑅 =

[
 
 
 
 
1 0 ⋯ 0
0 (𝐹𝑖𝑛(1)/𝐹𝑖𝑛(2))𝑠𝑠
⋮ 1 ⋮

⋱ 0
0 … 0 (𝐹𝑖𝑛(1)/𝐹𝑖𝑛(2))𝑠𝑠]

 
 
 
 

  

 

Η επιλογή των τιμών της διαγωνίου έγινε λαμβάνοντας υπόψιν τις τιμές των 

μεταβλητών εισόδου σε μόνιμη κατάσταση. Η τιμή της πρώτης μεταβλητής (ροή μεθανίου) 

είναι 5*10-5 ενώ η τιμή της δεύτερης (ροή ατμού) είναι μια τάξη μεγέθους μεγαλύτερη 

1.5*10-4. 

Αρχικά παρουσιάζεται η απόδοση του ελεγκτή για την περίπτωση όπου η λύση του 

προβλήματος βελτιστοποίησης δεν υπόκειται σε περιορισμούς. Στο Σχήμα 4.2 παρουσιάζεται 

η απόκριση της μεταβλητής εξόδου του συστήματος, υδρογόνο στην έξοδο του 

αντιδραστήρα, μαζί με τις μεταβολές των υπολοίπων συστατικών στην έξοδο του 

αντιδραστήρα. Παράλληλα, παρουσιάζονται τα αποτελέσματα τόσο για την περίπτωση όπου 

χρησιμοποιείται εκτιμητής όσο και για την περίπτωση που δεν χρησιμοποιείται. Οι γραμμές 

με κόκκινο χρώμα αντιστοιχούν στην περίπτωση όπου το σύστημα μας δεν περιέχει εκτιμητή 

και άρα ο έλεγχος της διεργασίας (μη γραμμικό μοντέλο) γίνεται χωρίς να υπολογίζεται η 

απόκλιση του γραμμικού μοντέλου από την διεργασία. Οι μπλε γραμμές αντιστοιχούν στην 

περίπτωση όπου χρησιμοποιήθηκε εκτιμητής. 
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Σχήμα 4.2. Απόκριση ροών εξόδου αντιδραστήρα, σε mol/s, και επιθυμητή τροχιά της εξόδου 
(μαύρη διακεκομμένη γραμμή). Μεθάνιο, ατμός, υδρογόνο (ρυθμιζόμενη μεταβλητή 
εξόδου), μονοξειδίο του άνθρακα και διοξείδιο του άνθρακα, αντίστοιχα. 

 

Με μαύρη διακεκομμένη γραμμή παρουσιάζεται η επιθυμητή μεταβολή της ροής του 

παραγόμενου υδρογόνου. Όπως φαίνεται από το σχήμα ο στόχος του ελέγχου έχει 

επιτευχθεί μόνο στην περίπτωση όπου χρησιμοποιείται εκτιμητής. Ο λόγος που συμβαίνει 

αυτό είναι γιατί ο ελεγκτής δουλεύει με βάση το γραμμικοποιημένο σύστημα και μπορεί να 

προβλέψει τις αλλαγές των μεταβλητών με μια δεδομένη ακρίβεια. Η χρήση του εκτιμητή 

έχει ως αποτέλεσμα την επίτευξη του στόχου ελέγχου, με τον υπολογισμό του σφάλματος 

μεταξύ μοντέλου (γραμμικού) και διεργασίας (μη γραμμικού) και την ανατροφοδότηση του 

στον ελεγκτή. Για την εκτίμηση των μελλοντικών σφαλμάτων χρησιμοποιείται ένα 

ολοκληρωτικό μοντέλο, δηλαδή θεωρείται ότι τα σφάλματα θα παραμείνουν σταθερά για 

όλη τη διάρκεια του ορίζοντα πρόβλεψης. Στο Σχήμα 4.3 παρουσιάζονται οι μεταβλητές 

εισόδου του συστήματος και η μεταβολή του λόγου ατμού προς άνθρακα συναρτήσει του 

χρόνου. 
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Η χρήση ολοκληρωτικού όρου στην πρόβλεψη των μελλοντικών σφαλμάτων και η 

συνέπεια της αντικειμενικής συνάρτησης κόστους για τον προβλεπτικό ελεγκτή (δηλαδή για 

Υ=Υsp και ΔU=0 η συνάρτηση αποκτά την ελάχιστη τιμή της) εξασφαλίζουν μηδενικό σφάλμα 

σε μονιμη κατάσταση. 

 

 

Σχήμα 4.3. Χρονική μεταβολή δράσης ελέγχου U (ροής μεθανίου και ατμού στην είσοδο του 
αντιδραστήρα) και λόγου ατμού προς άνθρακα . 

 

Για την περίπτωση μη χρήσης εκτιμητή, ο ελεγκτής μεταβάλει ομαλά τις μεταβλητές 

εισόδου μέχρι το σύστημα να φτάσει σε ένα νέο σημείο λειτουργίας. Για την περίπτωση όπου 

γίνεται ανατροφοδότηση του σφάλματος στον ελεγκτή μέσω του εκτιμητή, βλέπουμε ότι οι 

μεταβλητές αλλάζουν με διαφορετικό ρυθμό. Στο Σχήμα 4.4 παρουσιάζονται οι μεταβλητές 

𝛥𝑈 ,όπως αυτές έχουν υπολογιστεί από το πρόβλημα βελτιστοποίησης, συναρτήσει του 

χρόνου και το σφάλμα που υπολογίζει ο εκτιμητής μεταξύ της διεργασίας (μη γραμμικό 

μοντέλο) και του γραμμικού μοντέλου. Στην περίπτωση μη χρήσης εκτιμητή δεν γίνεται 

διόρθωση του μοντέλου με την ανατροφοδότηση του σφάλματος. 
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Σχήμα 4.4. Χρονική μεταβολή δράσης ελέγχου ΔU (ρυθμός μεταβολής ροής μεθανίου και 
ατμού στην είσοδο του αντιδραστήρα) και σφάλματος εκτιμητή. 

 

Ακολούθως, παρουσιάζονται μερικά σενάρια όπου η λύση του προβλήματος 

βελτιστοποίησης υπόκειται σε περιορισμούς. Στο πρώτο σενάριο οι περιορισμοί που 

επιβάλλονται αφορούν τον ρυθμό μεταβολής της ροής εισόδου του μεθανίου. Η επιλογή του 

μεγέθους των ορίων είναι μάλλον αυθαίρετη και γίνεται ώστε να παρατηρήσουμε την 

αποτελεσματικότητα του ελεγκτή στο χειρισμό των περιορισμών. Στο Σχήμα 4.5 

παρουσιάζονται η απόκριση της μεταβλητής εξόδου και οι ρυθμοί μεταβολής των 

μεταβλητών εισόδου του συστήματος συναρτήσει του χρόνου. Με κόκκινο χρώμα 

συμβολίζονται τα αποτελέσματα του σεναρίου ελέγχου χωρίς η λύση να υπόκειται σε 

περιορισμούς και με μπλε χρώμα όταν αυτή υπόκειται σε περιορισμούς. Με πράσινη 

διακεκομμένη γραμμή παρουσιάζονται οι περιορισμοί που έχουν τεθεί στο πρόβλημα 

βελτιστοποίησης και αφορούν τον ρυθμό μεταβολής της ροής του μεθανίου στην είσοδο του 

αντιδραστήρα. Σε αυτό το παράδειγμα ο ρυθμός μεταβολής επιτρέπεται να μεταβληθεί κατά 

±2*10-6 mol/s. 
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Σχήμα 4.5. Απόκριση εξόδου και μεταβολή εισόδου συναρτήσει του χρόνου για την 
περίπτωση χωρίς (κόκκινη γραμμή) και με (μπλε γραμμή) περιορισμούς στο ρυθμό μεταβολής 
της εισόδου (ΔU). 

 

Όπως φαίνεται από το σχήμα η λύση όταν αυτή δεν υπόκειται σε κάποιου είδους 

περιορισμό έχει γρηγορότερη απόκριση σε σχέση με την περίπτωση όπου έχουμε κάποιους 

περιορισμούς. Κάτι τέτοιο είναι λογικό, καθώς ο ελεγκτής δεν μπορεί να μεταβάλει την ροή 

του μεθανίου αυθαίρετα, αλλά η μέγιστη μεταβολή είναι περιορισμένη. Συνολικά η 

απόκριση του προβλήματος βελτιώνεται με βάση την υπερύψωση, αν και η λύση του 

προβλήματος με περιορισμούς είναι εξ ορισμού χειρότερη με βάση το κριτήριο 

βελτιστοποίησης του ελεγκτή. Στο Σχήμα 4.5 παρουσιάζονται επίσης οι μεταβλητές 𝛥𝑈, όπως 

αυτές έχουν υπολογιστεί από το πρόβλημα βελτιστοποίησης συναρτήσει του χρόνου. Όπως 

παρατηρούμε, οι περιορισμοί που έχουμε τεθεί αναφορικά με τον ρυθμό μεταβολής της 

ροής του μεθανίου είναι ενεργοί για χρόνο μεταξύ 180 s και 400 s. Αυτό έχει ως αποτέλεσμα 

την μεγαλύτερη μεταβολή της δεύτερης μεταβλητής εισόδου, της ροής του ατμού, με σκοπό 

να φτάσει το σύστημα μας στο ζητούμενο νέο σημείο λειτουργίας όσο το δυνατόν πιο 

γρήγορα (βέλτιστα). 
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Στο δεύτερο σενάριο οι περιορισμοί που επιβάλλονται αφορούν τις μεταβλητές 

εισόδου και συγκεκριμένα της ροής του μεθανίου. Στην πραγματικότητα ένα αναμενόμενο 

όριο στις μεταβλητές εισόδου έχει να κάνει με το γεγονός ότι είναι αδύνατο μια ροή μάζας 

να έχει αρνητική τιμή. Σε αυτή την περίπτωση η τιμή του ελάχιστου ορίου θα πρέπει να είναι 

ίση και αντίθετη από την τιμή της μεταβλητής σε μόνιμη κατάσταση. Η επιλογή του μεγέθους 

των ορίων στο συγκεκριμένο σενάριο είναι τέτοια ώστε να παρατηρήσουμε την 

αποτελεσματικότητα του ελεγκτή. Συγκεκριμένα ο περιορισμός που επιβλήθηκε είναι 

𝑈𝑚𝑖𝑛 = 0.30𝑈𝐶𝐻4𝑠𝑠, δηλαδή η μέγιστη δυνατή μεταβολή είναι κατά τριάντα τοις εκατό της 

ροής του μεθανίου στη μόνιμη κατάσταση. 

 

 

Σχήμα 4.6. Απόκριση εξόδου και χρονική μεταβολή εισόδου για την περίπτωση χωρίς (κόκκινη 
γραμμή) και με (μπλε γραμμή) περιορισμούς στη μεταβλητή εισόδου (U). 

 

Όπως φαίνεται από το σχήμα η λύση όταν αυτή δεν υπόκειται σε κάποιου είδους 

περιορισμό έχει και πάλι γρηγορότερη απόκριση σε σχέση με την περίπτωση όπου 

επιβάλουμε περιορισμούς. Επίσης, με την επιβολή περιορισμών η μετάβαση στο νέο σημείο 

λειτουργίας είναι πιο ομαλή. Στο Σχήμα 4.5 παρουσιάζονται επίσης οι μεταβλητές 𝑈, όπως 
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αυτές έχουν υπολογιστεί από το πρόβλημα βελτιστοποίησης συναρτήσει του χρόνου. Όπως 

παρατηρούμε, οι περιορισμοί που έχουμε τεθεί αναφορικά με τη ροή του μεθανίου είναι 

ενεργοί για χρόνο μεταξύ 360 s και 390 s. Παρόλα αυτά αρχίζουν να επηρεάζουν την βέλτιστη 

λύση πολύ νωρίτερα, από τη στιγμή που η πρόβλεψη της εξόδου αναμένεται να υπερβεί τα 

όρια που θέτουμε. Δηλαδή, από το βήμα που ξεκινάει στα 180 s, η πρόρρηση δείχνει ότι η 

βέλτιστη μεταβολή των μεταβλητών θα επιφέρει παραβίαση του ορίου και για αυτό η 

μεταβολή είναι μικρότερη. Ταυτόχρονα, η δεύτερη μεταβλητή εισόδου, ροή ατμού, 

μεταβάλλεται διαφορετικά σε σχέση με την μη επιβολή περιορισμών, με σκοπό να φτάσει το 

σύστημα μας στο ζητούμενο νέο σημείο λειτουργίας όσο το δυνατόν πιο νωρίς. 

 

4.3.2. Έλεγχος παραγωγής υδρογόνου με ροές εισόδου και 

θερμοκρασία. 

 

Σε αυτή την παράγραφο μελετάται και παρουσιάζεται η μεταβολή του σημείου 

λειτουργίας του αντιδραστήρα έτσι ώστε να παραχθεί κατά 10% λιγότερο υδρογόνο στην 

έξοδο του αντιδραστήρα και στη συνέχεια έτσι ώστε να παραχθεί κατά 10% περισσότερο 

υδρογόνο από το σημείο μόνιμης λειτουργίας. Η προσομοίωση ξεκινάει από το σημείο 

ισορροπίας και για τα πρώτα 2,5 λεπτά το set point είναι ίσο με μηδέν. Στη συνέχεια αλλάζει 

και γίνεται ίσο με (0.90 ∗ 𝑦𝑠𝑠 − 𝑦𝑠𝑠) και στη συνέχεια γίνεται ίσο με (1.10 ∗ 𝑦𝑠𝑠 − 𝑦𝑠𝑠), όπου 

𝑦𝑠𝑠 είναι η τιμή της εξόδου του συστήματος σε λειτουργία μόνιμης κατάστασης. 

Ο πίνακας βάρους 𝑄 και πάλι διαγώνιος μοναδιαίως, ενώ ο πίνακας 𝑅 

διαμορφώνεται έτσι ώστε στη μόνιμη κατάσταση η επίδραση του κάθε όρου να είναι 

ανάλογης σημασίας στην αντικειμενική συνάρτηση: 

 

𝑅 =

[
 
 
 
 
1 0 ⋯ 0
0 (𝐹𝑖𝑛(1)/𝐹𝑖𝑛(2))𝑠𝑠
⋮ (𝐹𝑖𝑛(1)/𝐹𝑖𝑛(3))𝑠𝑠 ⋮

⋱ 0
0 … 0 (𝐹𝑖𝑛(1)/𝐹𝑖𝑛(3))𝑠𝑠]

 
 
 
 

  

 

Παρουσιάζεται η επίδοση του ελεγκτή για την περίπτωση όπου οι μεταβλητές 

ελέγχου (εισόδου) είναι πλέον τρεις. Εκτός από την ροή του μεθανίου και του νερού στην 

είσοδο του αντιδραστήρα μεταβάλλεται και η θερμοκρασία εισόδου, και κατ’ επέκταση και 

η θερμοκρασία λειτουργίας του αντιδραστήρα. Αυτό δίνει μεγαλύτερη ελευθερία στον 

ελεγκτή καθώς οι ρυθμοί των αντιδράσεων εξαρτώνται άμεσα από την θερμοκρασία. 
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Επιπλέον, με πιθανή αλλαγή της θερμοκρασίας το νέο σημείο λειτουργίας μπορεί να είναι 

και μεγαλύτερη παραγωγή υδρογόνου, κάτι το οποίο περιορίζεται από την θερμοδυναμική 

ισορροπία που μεταβάλλεται πολύ αργά με τις συγκεντρώσεις αλλά πολύ πιο γρήγορα με 

την θερμοκρασία και πίεση. Παρουσιάζεται η λύση του προβλήματος βελτιστοποίησης, όταν 

αυτή υπόκειται και σε μάλλον αυθαίρετους περιορισμούς. Στο Σχήμα 4.2 παρουσιάζεται η 

απόκριση της μεταβλητής εξόδου του συστήματος, υδρογόνο στην έξοδο του αντιδραστήρα, 

μαζί με τις μεταβολές των υπολοίπων συστατικών στην έξοδο του αντιδραστήρα. 

Παράλληλα, παρουσιάζονται τα αποτελέσματα τόσο για την περίπτωση εφαρμόζονται 

περιορισμοί (μπλε γραμμές) και για την περίπτωση που δεν εφαρμόζονται (κόκκινες). 

 

 

Σχήμα 4.7. Απόκριση μεταβλητής εξόδου του αντιδραστήρα και παρατήρηση ροών εξόδου 
των λοιπών συστατικών. 

 

Με μαύρη διακεκομμένη γραμμή παρουσιάζεται η επιθυμητή μεταβολή της ροής του 

παραγόμενου υδρογόνου. Όπως φαίνεται από το σχήμα ο στόχος του ελέγχου έχει 

επιτευχθεί με σχετική ευκολία και στις δύο αλλαγές σημείου λειτουργία. Στο Σχήμα 4.8 
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παρουσιάζονται οι μεταβλητές εισόδου του συστήματος και η μεταβολή του λόγου ατμού 

προς άνθρακα συναρτήσει του χρόνου. 

 

 

Σχήμα 4.8. Μεταβολή δράσεων ελέγχου U και λόγου ατμού S2Cσυναρτήσει του χρόνου, με 
και χωρίς περιορισμούς. 

 

Στο σχήμα αυτό βλέπουμε τους περιορισμούς που έχουμε θέσει στην ροή εισόδου 

του ατμού (±15%) και στη θερμοκρασία εισόδου (±5%) του αντιδρώντος μείγματος. Οι 

περιορισμοί αυτοί γίνονται ενεργοί μόνο στην περίπτωση της ροής του ατμού για χρόνο από 

1860 s μέχρι το τέλος της προσομοίωσης. Στο Σχήμα 4.9 παρουσιάζονται οι μεταβλητές 𝛥𝑈, 

όπως αυτές έχουν υπολογιστεί από το πρόβλημα βελτιστοποίησης, συναρτήσει του χρόνου. 

Ένας επιπλέον περιορισμός που επιβάλουμε σε αυτό το παράδειγμα είναι όριο στον ρυθμό 

μεταβολής της ροής εισόδου στο μεθάνιο (±2*10-6 mol/s). Αυτός ο περιορισμός γίνεται 

ενεργός σε δύο περιπτώσεις. Αρχικά σε χρόνο μεταξύ 180 s και 300 s, η μεταβλητή είναι ίση 

με το ελάχιστο όριο, και στη συνέχεια σε χρόνο μεταξύ 1530 s και 1710 s, η μεταβλητή είναι 

ίση με το μέγιστο όριο που έχουμε θέσει. 
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Σχήμα 4.9. Ρυθμός μεταβολής μεταβλητών ελέγχου ΔU συναρτήσει του χρόνου, επιβολή 
περιορισμών στον ρυθμό μεταβολής της ροής μεθανίου. 

 

4.3.3. Έλεγχος παραγωγής υδρογόνου, αντιστάθμιση 

διαταραχών. 

 

Σε αυτή την ενότητα μελετάται και παρουσιάζεται η επίδοση του ελεγκτή σε ένα 

σενάριο όπου υπάρχουν διαταραχές στην μετρούμενη έξοδο του συστήματος, την ροή του 

παραγόμενου υδρογόνου. Το σενάριο αυτό ουσιαστικά αποτελείται από 4 μεταβολές. 

Αρχικά, σε χρόνο ίσο με 150 s, επιθυμούμε αλλαγή του σημείου λειτουργίας του 

αντιδραστήρα, έτσι ώστε να παραχθεί κατά 15 % λιγότερο υδρογόνο. Στη συνέχεια, σε χρόνο 

ίσο με 780 s, επιβάλλεται στο σύστημα μια βηματική διαταραχή, πλάτους 0,05 ∗ 𝑦𝑠𝑠, στην 

μετρούμενη έξοδο του συστήματος. Έπειτα, σε χρόνο ίσο με 1530 s, επιβάλλεται στο σύστημα 

μια βηματική διαταραχή, πλάτους 0,05 ∗ 𝑦𝑠𝑠, στην μετρούμενη έξοδο του συστήματος, ενώ 

ταυτόχρονα επιθυμούμε αλλαγή στο σημείο λειτουργίας του αντιδραστήρα έτσι ώστε να 

παραχθεί κατά 5% περισσότερο υδρογόνο. Τέλος, σε χρόνο ίσο με 2280 s, επιβάλλεται στο 
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σύστημα μια βηματική διαταραχή, πλάτους −0,05 ∗ 𝑦𝑠𝑠, στην μετρούμενη έξοδο του 

συστήματος. Οι πίνακες βάρους 𝑄 και 𝑅 είναι ίδιοι με το προηγούμενο σενάριο. 

Στο Σχήμα 4.10 παρουσιάζεται η απόκριση της μεταβλητής εξόδου του συστήματος, 

υδρογόνο στην έξοδο του αντιδραστήρα, μαζί με τις επιθυμητές μεταβολές της ροής του 

παραγόμενου υδρογόνου (μαύρη διακεκομμένη γραμμή) και των διαταραχών στην 

μετρούμενη μεταβλητή εξόδου. Παράλληλα, παρουσιάζονται τα αποτελέσματα τόσο για την 

περίπτωση εφαρμόζονται περιορισμοί (μπλε γραμμές) και για την περίπτωση που δεν 

εφαρμόζονται (κόκκινες). 

 

 

Σχήμα 4.10. Απόκριση μεταβλητής εξόδου του συστήματος και μεταβολή διαταραχής στην 
μετρούμενη μεταβλητή εξόδου συναρτήσει του χρόνου. 

 

Όπως φαίνεται από το σχήμα ο στόχος του ελέγχου επιτυγχάνεται σε όλα τα σενάρια, 

τόσο αλλαγής σημείου λειτουργία όσο και αντιστάθμιση διαταραχών. Επίσης, στην 

περίπτωση όπου στη λύση του προβλήματος επιβάλλονται περιορισμοί βλέπουμε ότι οι 

μεταβολές είναι πολύ πιο ομαλές. Αυτό συμβαίνει κυρίως γιατί στο μεγαλύτερο διάστημα 

της προσομοίωσης οι περιορισμοί στης μεταβλητές των ροών εισόδου είναι ενεργοί. Στο 
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Σχήμα 4.11 παρουσιάζονται οι μεταβλητές εισόδου του συστήματος και η μεταβολή του 

λόγου ατμού προς άνθρακα συναρτήσει του χρόνου. Με πράσινη διακεκομμένη γραμμή 

παρουσιάζονται τα ελάχιστα και μέγιστα επιθυμητά όρια. 

 

 

Σχήμα 4.11. Μεταβολή δράσεων ελέγχου U και λόγου ατμού προς άνθρακα S2C συναρτήσει 
του χρόνου, λύση που υπόκειται σε περιορισμούς. 

 

Στο σχήμα αυτό βλέπουμε τους περιορισμούς που έχουμε θέσει στην ροή εισόδου 

του ατμού και μεθανίου (±15%) και στη θερμοκρασία εισόδου (±5%) του αντιδρώντος 

μείγματος. Οι περιορισμοί αυτοί γίνονται ενεργοί στην περίπτωση της ροής του ατμού και 

του μεθανίου στο μεγαλύτερο διάστημα της προσομοίωσης. Στο Σχήμα 4.12 Σχήμα 4.4 

παρουσιάζονται οι μεταβλητές 𝛥𝑈, όπως αυτές έχουν υπολογιστεί από το πρόβλημα 

βελτιστοποίησης, συναρτήσει του χρόνου. Σε αυτό το παράδειγμα δεν επιβάλλονται 

περιορισμοί στους ρυθμούς μεταβολής 𝛥𝑈. 
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Σχήμα 4.12. Ρυθμός μεταβολής μεταβλητών εισόδου κατά την αντιστάθμιση διαταραχών 
στην μετρούμενη μεταβλητή εξόδου. 
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5. Συμπεράσματα & Μελλοντικές 

προεκτάσεις 

 

Στην παρούσα διπλωματική εργασία μελετήθηκε και παρουσιάζεται μια σύντομή 

προσέγγιση για τον σχεδιασμό και την εφαρμογή ενός γραμμικού προβλεπτικού ελεγκτή σε 

έναν αντιδραστήρα παραγωγής υδρογόνου από αναμόρφωση μεθανίου με ατμό. 

Αναπτύχθηκε ένα δυναμικό μη γραμμικό μαθηματικό μοντέλο που περιγράφει τόσο την 

μεταφορά μάζας κατά μήκος του αντιδραστήρα όσο και την παραγωγή/κατανάλωση 

συστατικών λόγο της αντίδρασης και χρησιμοποιήθηκε για την προσομοίωση της μονάδας 

παραγωγής υδρογόνου. Επίσης αναπτύχθηκε ένα δυναμικό γραμμικό μαθηματικό μοντέλο 

στον χώρο των καταστάσεων με βάση το οποίο γίνεται η υλοποίηση του ελεγκτή. Στη 

συνέχεια διατυπώθηκε το πρόβλημα βέλτιστου ελέγχου και αναπτύχθηκε ο αλγόριθμος για 

τον υπολογισμό των βέλτιστων δράσεων και για την προσομοίωση του συστήματος του 

κλειστού βρόχου. Το σύστημα κλειστού βρόχου περιέχει μια βαθμίδα υπολογισμού και 

ανατροφοδότησης του σφάλματος μεταξύ της διεργασίας (μη γραμμικό μοντέλο) και του 

γραμμικού μοντέλου, έτσι ώστε να επιτευχθεί η επιθυμητή τροχιά στην μεταβλητή εξόδου 

της διεργασίας. 

Αναφορικά με την προσομοίωση του συστήματος, έγινε μια προσπάθεια περιγραφής 

του προβλήματος του αντιδραστήρα και των δυνατοτήτων του ελεγκτή. Έτσι, αρχικά 

παρουσιάστηκαν μερικά παραδείγματα αναφορικά με την χρήση ή μη εκτιμητή και με την 

επιβολή περιορισμών τόσο στον ρυθμό μεταβολής των μεταβλητών εισόδου του 

προβλήματος όσο και στις ίδιες την μεταβλητές εισόδου και αξιολογήθηκε η συμπεριφορά 

του ελεγκτή. Ακολούθως, επεκτάθηκε το μοντέλο έτσι ώστε να μπορούμε να σχεδιάσουμε 

έναν ελεγκτή όπου θα στις μεταβλητές ελέγχου συμπεριλαμβάνεται και η θερμοκρασία 

εισόδου. Ο λόγος της επέκτασης αυτής είναι για να τόσο για να βελτιωθεί η απόδοση του 

ελεγκτή, καθώς η επίδραση της θερμοκρασίας στους ρυθμούς των αντιδράσεων είναι πολύ 

πιο σημαντική από την επίδραση των συγκεντρώσεων των συστατικών, όσο και για την 

δυνατότητα λειτουργίας σε συνθήκες όπου θα ήταν αδύνατο να λειτουργεί ο αντιδραστήρας 

χωρίς την αλλαγή της θερμοκρασίας, λόγο περιορισμών που επιβάλει η θερμοδυναμικής 

ισορροπίας. Τέλος, παρουσιάστηκε ένα παράδειγμα όπου επιβάλλεται στην μετρούμενη 

μεταβλητή εξόδου μια διαταραχή και ο ελεγκτής προσπαθεί και καταφέρνει να επαναφέρει 

στο επιθυμητό σημείο λειτουργίας τον αντιδραστήρα. 



 

40 
 

Από τα αποτελέσματα που παρουσιάστηκαν ο ελεγκτής μπορεί να χαρακτηριστεί 

αρκούντως ικανοποιητικός για της ανάγκες του προβλήματος του ελέγχου της ροής του 

παραγόμενου υδρογόνου από αναμόρφωση μεθανίου με ατμό. 

Τέλος, κάποιες μελλοντικές προεκτάσεις και ιδέες για επέκταση και αναβάθμιση της 

παρούσας διπλωματικής θα μπορούσαν να είναι: 

 Αναβάθμιση του μαθηματικού μοντέλου περιγραφής του αντιδραστήρα έτσι 

ώστε να περιλαμβάνει και ισοζύγιο ενέργεια κατά μήκος του αντιδραστήρα. 

 Αναβάθμιση του μαθηματικού μοντέλου ώστε να περιλαμβάνει ακτινικές 

μεταβολές των ιδιοτήτων. 

 Σχεδιασμός αλγορίθμου εκτίμησης καταστάσεων (πχ Kalman filter). 

 Εφαρμογή αλγορίθμου μη γραμμικού βέλτιστου ελέγχου. 

 Υλοποίηση του αλγορίθμου σε πραγματικό αντιδραστήρα αναμόρφωσης 

μεθανίου με ατμό. 
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