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Περίληψη

Το αντικείμενο της παρούσας διπλωματικής εργασίας είναι ο σχεδιασμός και η

μαθηματική προσομοίωση ενός μη-γραμμικού προβλεπτικού ελεγκτή (NMPC) για

τον έλεγχο του προσανατολισμού και του ύψους πτήσης ενός μη επανδρωμένου

εναέριου οχήματος τεσσάρων ελίκων (Quadrotor).

Η διαδικασία για την επίτευξη του στόχου ξεκινά με την παραμετροποίηση των κι-

νηματικών συνθηκών και την εξαγωγή των εξισώσεων κίνησης. Το πρόβλημα του

βέλτιστου ελέγχου μετασχηματίστηκε σε ένα πρόβλημα μη γραμμικού προγραμ-

ματισμού, διακριτοποιώντας τις μη-γραμμικές εξισώσεις δυναμικής του συστή-

ματος με την μέθοδο ορθογώνιας ταξιθεσίας σε πεπερασμένα στοιχεία (OCFE). Η

ακολουθία των βέλτιστων δράσεων ελέγχου υπολογίστηκε από την λύση των συν-

θηκών Karush-Kuhn-Tucker (KKT) για το μη γραμμικό πρόγραμμα όπως προ-

έκυψε από ομοτοπία στις αρχικές συνθήκες του προβλήματος. Η βέλτιστη λύση

του προβλήματος υπολογίστηκε με την μέθοδο συνέχισης ψευδοτόξου (pseudo

arc-length).

Οι αλγόριθμοι αναπτύχθηκαν σε γλώσσα προγραμματισμού C (gcc 4.9). Το πρό-

βλημα του μη γραμμικού προγραμματισμού επιλύθηκε με το MINOS 5.5 ενώ η

ομοτοπική μέθοδος συνέχισης με το PITCON. Οι τεχνικές που εφαρμόστηκαν κα-

θιστούν δυνατό τον υπολογισμό βέλτιστων δράσεων ελέγχου σε εφαρμογές όπως

το Quadrotor, όπου ο χρόνος επίλυσης είναι κρίσιμο σημείο σχεδιασμού.
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Abstract

The subject of this diploma thesis is the design and mathematical modeling of a

nonlinear model predictive control (NMPC) for the attitude and altitude control

of a Quadrotor unmanned aerial vehicle.

The procedure begins with the parametrization of the attitude kinematics and

the derivation of the equations of motion. The optimal control problem trans-

formed into an equivalent nonlinear program (NLP), after suitable discretization

of the nonlinear dynamic model using orthogonal collocation on finite elements

(OCFE). The sequence of the optimal control actions is achieved through the

solution of the Karush-Kuhn-Tucker (KKT) optimality conditions for the non-

linear program, as resulted by constructing a homotopy of the initial conditions

of the problem. The optimal solution of the problem is obtained with the con-

tinuation method pseudo arc-length.

All the algorithms were developed in the C programming language (gcc 4.9). The

nonlinear program was solved using MINOS 5.5 and the homotopy continuation

method was solved using PITCON. The techniques implemented make possible

the quick calculation of the optimal control actions in applications such as a

Quadrotor, where the solution time is critical.
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Κεφαλαιο 1

Εισαγωγή

Η ανάπτυξη μη επανδρωμένων εναέριων οχημάτων (Unmanned Aerial Vehicles-

UAV) έχει προσελκύσει τα τελευταία χρόνια το ενδιαφέρον μεγάλης μερίδας επι-

στημόνων αλλά και του ευρύτερου κοινού. Χρησιμοποιούνται σε πληθώρα εφαρ-

μογών και κάποια τυπικά παραδείγματα είναι:

• Πλατφόρμα δοκιμών για ερευνητικούς σκοπούς.

• Εναέρια παρακολούθηση και παροχή πληροφοριών.

• Αεροφωτογραφία και αεροβιντεοσκόπηση.

• Μεταφορά φαρμάκων, εμβολίων κ.α. σε απρόσιτες περιοχές.

Τα μη επανδρωμένα εναέρια οχήματα χωρίζονται σε δύο κατηγορίες. Η πρώτη

κατηγορία χρησιμοποιεί σταθερά φτερά και απαιτείται σχετική ταχύτητα για την

παραγωγή της αεροδυναμικής ώθησης και η δεύτερη χρησιμοποιεί έλικες για την

παραγωγή ώθησης. Ενώ η πρώτη κατηγορία έχει τη δυνατότητα να πετάει γρή-

γορα και για σχετικά μεγάλες αποστάσεις, τα βασικά της μειονεκτήματα είναι ότι

δεν έχει τη δυνατότητα αιώρησης, πτήσης με χαμηλές ταχύτητες και επίσης η

αυτόματη απογείωση είναι δύσκολη. Αντίθετα, η δεύτερη κατηγορία, έχει τη δυ-

νατότητα αιώρησης και πτήσης με χαμηλές ταχύτητες και ακόμη είναι δυνατή η

κάθετη απογείωση και προσγείωση (VTOL). Αυτά τα χαρακτηριστικά καθιστούν τη

δεύτερη κατηγορία ιδανική π.χ. για πτήσεις σε εσωτερικούς χώρους και για αερο-

φωτογραφία ακριβείας. Μια ειδική κατηγορία των ελικοφόρων εναέριων οχημάτων

είναι το Quadrotor, το οποίο χρησιμοποιεί τέσσερις έλικες συμμετρικά διατεταγ-

μένες για την παραγωγή ώθησης και αποτελεί αντικείμενο μελέτης της παρούσας

διπλωματικής εργασίας.

Το Quadrotor παρουσιάζει ιδιαίτερο ενδιαφέρον στην επιστημονική κοινότητα

λόγω των προκλήσεων που προκύπτουν στον έλεγχο της δυναμικής του συμπερι-
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1.1 Βιβλιογραφική Ανασκόπηση

φοράς. Έναντι των υπόλοιπων ελικοφόρων, όπως ένα τυπικό ελικόπτερο, προτι-

μάται για δύο βασικούς λόγους. Πρώτον, το Quadrotor χρησιμοποιεί πτέρυγες με

σταθερό βήμα, που απλοποιεί σημαντικά την κατασκευή και τη συντήρησή του.

Δεύτερον, η χρήση τεσσάρων ελίκων εξασφαλίζει ότι κάθε έλικας θα έχει μικρό-

τερη διάμετρο από την αντίστοιχη του βασικού έλικα ενός τυπικού ελικοπτέρου.

Αυτό τους επιτρέπει να έχουν μικρότερη κινητική ενέργεια κατά την πτήση και

μειώνει τη ζημία σε περίπτωση σύγκρουσης με κάποιο αντικείμενο.

1.1 Βιβλιογραφική Ανασκόπηση

Πολλές προσπάθειες έχουν πραγματοποιηθεί για τον έλεγχο της δυναμικής συ-

μπεριφοράς του Quadrotor, από τη σύνθεση κλασσικών γραμμικών ελεγκτών μέ-

χρι πολύπλοκων μη-γραμμικών. Κάποια ενδεικτικά παραδείγματα παρουσιάζο-

νται παρακάτω.

Στην [14] προτείνονται δύο προσεγγίσεις για τον έλεγχο ενός μικρού Quadrotor,

συγκεκριμένα για την πλατφόρμα OS4. Στην πρώτη προσέγγιση, παρουσιάζεται

ο έλεγχος με έναν κλασσικό αναλογικό-ολοκληρωτικό-διαφορικό ελεγκτή (PID)

και χρησιμοποιείται ένα απλοποιημένο μοντέλο, όπου η δυναμική των κινητή-

ρων δεν λαμβάνεται υπόψιν, για έλεγχο κοντά στο σημείο αιώρησης. Στη δεύτερη

προσέγγιση, σχεδιάζεται ένας γραμμικός τετραγωνικός (LQ) ελεγκτής για το πλή-

ρες μοντέλο και κατάλληλες γραμμικοποιήσεις για κάθε μεταβλητή κατάστασης

ούτως ώστε να είναι εφικτός ο έλεγχος για μεγαλύτερα εύρη. Στην [19] παρου-

σιάζεται και εφαρμόζεται ο έλεγχος με έναν γραμμικό τετραγωνικό γκαουσιανό

(LQG) ελεγκτή για τον έλεγχο του ύψους πτήσης και του προσανατολισμού γύρω

από το σημείο αιώρησης καθώς και ο σχεδιασμός εκτιμητή καταστάσεων για το

σύστημα κλειστού βρόγχου.

Ο γραμμικός προβλεπτικός ελεγκτής (MPC) ξεκίνησε να εφαρμόζεται σε χημικές

διεργασίες με πολύ αργά δυναμικά χαρακτηριστικά. Ωστόσο, τελευταία εμφανί-

ζεται σε συστήματα με γρήγορα δυναμικά χαρακτηριστικά, όπως το Quadrotor.

Στην [1] παρουσιάζεται ο σχεδιασμός και η εφαρμογή του ελέγχου του Quadrotor

με έναν PID ελεγκτή και με έναν γραμμικό προβλεπτικό ελεγκτή (MPC), με τον

τελευταίο να παρουσιάζει αρκετά καλύτερα χαρακτηριστικά. Στην [7] παρουσιάζε-

ται ο έλεγχος με τον αλγόριθμο της εναλλαγής γραμμικού προβλεπτικού ελεγκτή

(SMPC) για ένα Quadrotor, λαμβάνοντας υπόψιν την παρουσία ανέμων και διαφό-

ρων διαταραχών στην ατμόσφαιρα. Για τον έλεγχο οποιοδήποτε προσανατολισμού

γίνεται χρήση piecewise affine (PWA) αλγορίθμων για το γραμμικοποιημένο σύ-

στημα και επίσης σχεδιάζεται και ο κατάλληλος εκτιμητής καταστάσεων.

Παρόλο που τα αποτελέσματα αποδεικνύουν ότι είναι εφικτός ο έλεγχος με γραμ-

2 1. Εισαγωγή



1.2 Διατύπωση Προβλήματος & Στόχοι

μικούς ελεγκτές, περιορίζονται σε μικρές αποκλίσεις από το σημείο γραμμικοί-

ησης, συνήθως σημείο αιώρησης. Για την αντιμετώπιση αυτού του προβλήματος,

είτε πραγματοποιούνται συνεχείς γραμμικοποιήσεις είτε εφαρμόζονται αλγόριθ-

μοι εκτίμησης για το γραμμικό μοντέλο για να είναι δυνατή η εφαρμογή σε οποιο-

δήποτε προσανατολισμό.

Στην [17] προτείνονται δύο προσεγγίσεις με μη-γραμμικούς ελεγκτές για τον έλεγ-

χου του OS4. Στην πρώτη παρουσιάζεται ο έλεγχος με Backstepping αλγορίθμους

και στη δεύτερη με Sliding-Mode. Και στις δύο περιπτώσεις, πραγματοποιείται ο

έλεγχος των μεταφορικών συνιστωσών με τους αντίστοιχους γραμμικούς ελεγκτές

και ο έλεγχος των περιστροφικών συνιστωσών με τους μη-γραμμικούς. Σύμφωνα

με τα αποτελέσματα, η Backstepping τεχνική παρουσιάζει καλύτερες επιδόσεις.

Στην [6] εφαρμόζεται παρόμοια τεχνική, όπου ο έλεγχος των μεταφορικών συνι-

στωσών γίνεται με τον αλγόριθμο του γραμμικού προβλεπτικού ελεγκτή (MPC)

και ο έλεγχος των περιστροφικών με τον μη-γραμμικό H∞ ελεγκτή. Τα αποτελέ-

σματα της προσομοίωσης είναι πολύ θετικά με απόρριψη των διαταραχών. Ακόμη,

αξίζει να σημειωθεί ότι η συγκεκριμένη προσέγγιση παρουσιάζει καλύτερες επι-

δόσεις από τον έλεγχο με την Backstepping τεχνική της [17], σύμφωνα με τη

σχετική σύγκριση που παρουσιάζεται. Τέλος, στην [13] γίνεται ο σχεδιασμός ενός

μη-γραμμικού προβλεπτικού ελεγκτή (NMPC) για ένα μη-επανδρωμένο εναέριο

όχημα, ώστε να μπορεί να ακολουθεί συγκεκριμένη τροχιά.

Παρά τις πολλές προσπάθειες για τον έλεγχο της δυναμικής συμπεριφοράς του

Quadrotor, ο σχεδιασμός ενός γρήγορου μη-γραμμικού προβλεπτικού ελεγκτή

για ένα μη επανδρωμένο εναέριο όχημα τεσσάρων ελίκων δύναται βελτιώσεως.

Στην παρούσα διπλωματική, χρησιμοποιείται τεχνική παρόμοια με την [9], όπου

η λύση προκύπτει από την παραμετροποίηση των συνθηκών βέλτιστου, Karush–

Kuhn–Tucker (ΚΚΤ), με ομοτοπία στις αρχικές συνθήκες, και τη συνέχιση με

μέθοδο συνέχισης λύσεων.

1.2 Διατύπωση Προβλήματος & Στόχοι

Οι εξισώσεις που περιγράφουν τη δυναμική του μη επανδρωμένου εναέριου οχή-

ματος είναι ισχυρά μη-γραμμικές. Για το λόγο αυτό, επιλέγεται η σχεδίαση ενός

μη-γραμμικού ελεγκτή, που θα μπορεί να λάβει υπόψιν του όλα τα δυναμικά

χαρακτηριστικά του Quadrotor και η προκύπτουσα τεχνική ελέγχου θα μπορεί

να εφαρμοστεί για οποιοδήποτε προσανατολισμό. Επίσης, απαιτούνται υψηλές

επιδόσεις για τον έλεγχο της πλατφόρμας, έτσι επιλέγεται η εφαρμογή βέλτιστου

ελέγχου. Ακόμη, σε τέτοιες εφαρμογές είναι απαραίτητος ο σχεδιασμός ενός ελεγ-

κτή, όπου ο χρόνος επίλυσης του βέλτιστου προβλήματος ελέγχου θα είναι αρκετά

1. Εισαγωγή 3



1.2 Διατύπωση Προβλήματος & Στόχοι

μικρός, ώστε να μπορεί να εφαρμοστεί σε ταχέως μεταβαλλόμενα δυναμικά συ-

στήματα.

Στόχος της παρούσας διπλωματικής εργασίας είναι ο σχεδιασμός και η εφαρμογή

ενός μη-γραμμικού προβλεπτικού ελεγκτή για την παρακολούθηση μη μηδενικών

σημάτων αναφοράς, για τον έλεγχο τους ύψους πτήσης και του προσανατολισμού,

ενός μη επανδρωμένου εναέριου οχήματος τεσσάρων ελίκων. Πιο συγκεκριμένα,

επιδιώκεται το Quadrotor να μπορεί να ακολουθεί προκαθορισμένα, για το ύψος

πτήσης του και τον προσανατολισμό του, σήματα αναφοράς, που δίνονται από

τον χρήστη, με συγκεκριμένα όρια που αντιπροσωπεύουν τους φυσικούς περιο-

ρισμούς του ελικοπτέρου.

Για την επίτευξη του στόχου, η πορεία δράσης περιλαμβάνει μία σειρά από υπο-

προβλήματα, τα οποία συνοψίζονται στην παρακάτω λίστα.

• Παραμετροποίηση των κινηματικών συνθηκών.

• Εξαγωγή ενός μοντέλου που θα περιγράφει με ικανοποιητική ακρίβεια τα

δυναμικά χαρακτηριστικά του ελικοπτέρου.

• Προσεγγιστική επίλυση των εξισώσεων δυναμικής.

• Διατύπωση και επίλυση του προβλήματος βέλτιστου ελέγχου με χρήση μη-

γραμμικού προγραμματισμού.

• Διατύπωση του προβλήματος βέλτιστου ελέγχου που ικανοποιεί τις συνθήκες

βέλτιστου (KKT) και επίλυση με μέθοδο συνέχισης λύσεων.

4 1. Εισαγωγή



Κεφαλαιο 2

Μοντελοποίηση Συστήματος

Το Quadrotor είναι ένα ελικόπτερο που χρησιμοποιεί τέσσερις έλικες ίδιας δια-

στάσεως, συμμετρικά διατεταγμένες για την παραγωγή ώθησης. Ο έλεγχος της

κίνησής του πραγματοποιείται μεταβάλλοντας την γωνιακή ταχύτητα των ελίκων,

συνεπώς μεταβάλλοντας την παραγόμενη ροπή και δύναμη. Στο σχήμα 2.1 φαί-

F1

F2 F3

F4

τ2

τ4

τ3

τ1

Bz
By

Bx

Σχήμα 2.1: Διάταξη πτήσης

νεται το μοντέλο του Quadrotor. Πιο συγκεκριμένα απεικονίζονται οι δυνάμεις-

ωθήσεις (thrust) και οι ροπές αντίδρασης (drag) που αναπτύσσονται στις έλικες.

Οι ροπές που παράγονται από τους κινητήρες καθώς και οι φορές περιστροφής

τους είναι αντίθετες από τις αναπτυσσόμενες ροπές αντίδρασης. Επομένως οι κι-

νητήρες 1 (front) και 2 (rear) περιστρέφονται με θετική φορά ενώ οι κινητήρες 3

(Left) και 4 (Right) με αρνητική φορά, σύμφωνα με το σύστημα συντεταγμένων B

το οποίο βρίσκεται σταθερά δεμένο στο κέντρο μάζας του συστήματος.

Αλλάζοντας τις γωνιακές ταχύτητες των κινητήρων, το ελικόπτερο μπορεί να εκτε-

λεί ανεξάρτητες περιστροφές γύρω από τους άξονες Bx (roll), By (pitch) και Bz
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2.1 Κινηματική

(yaw). Αναλυτικότερα αυξάνοντας τις στροφές του κινητήρα 3 και μειώνοντας ισό-

ποσα τις στροφές του κινητήρα 4 και διατηρώντας τις στροφές των κινητήρων 1

και 2 σταθερές και ίσες, έχει ως αποτέλεσμα την δημιουργία θετικής ροπής γύρω

από τον άξονα Bx λόγω της διαφοράς του μέτρου των διανυσμάτων των δυνάμεων

F3 και F4. Η ροπή γύρω από τον άξονα Bz είναι μηδενική και έτσι έχουμε ως απο-

τέλεσμα θετική γωνία roll. Με την ίδια λογική έχουμε μεταβολή της γωνίας pitch,

με τη διαφορά ότι το αποτέλεσμα επιφέρουν οι κινητήρες 1 και 2. Περιστροφή

γύρω από τον άξονα Bz και θετική γωνία yaw επιτυγχάνεται όταν οι στροφές των

κινητήρων 3 και 4 αυξηθούν ισόποσα και αντίστοιχα μειωθούν οι στροφές των

κινητήρων 1 και 2.

Η μεταφορική κίνηση του συστήματος επιτυγχάνεται μεταβάλλοντας ισόποσα τις

στροφές των τεσσάρων κινητήρων. Πιο συγκεκριμένα, όταν η πλατφόρμα βρίσκεται

σε απόλυτα επίπεδη στάση η κίνηση στη διεύθυνση του ύψους επιτυγχάνεται με

αυτόν τον τρόπο. Αλλάζοντας τον προσανατολισμό της πλατφόρμας το ελικόπτερο

μπορεί να πραγματοποιήσει μεταφορική κίνηση σε οποιαδήποτε διεύθυνση. Σύμ-

φωνα με την παραπάνω ανάλυση γίνεται αντιληπτή η σύμπλεξη των μεταφορικών

και περιστροφικών συνιστωσών του συστήματος. Ο συνδυασμός όλων των προανα-

φερθέντων δίνει τη δυνατότητα περίπλοκων κινήσεων του ελικοπτέρου στο χώρο.

2.1 Κινηματική

B

E Ex

Ey

Ez

Bz

Bx

By

Σχήμα 2.2: Συστήματα Αναφοράς

Η κίνηση του ελικοπτέρου στο χώρο καθορίζεται πλήρως από το διάνυσμα θέσης

του κέντρου μάζας και από τον προσανατολισμό του ως προς κάποιο σύστημα

αναφοράς. Υπάρχουν διάφοροι τρόποι αναπαράστασης του προσανατολισμού ενός
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2.1 Κινηματική

στερεού σώματος (γωνίες Euler, μοναδιαία τετραδόνια). Είναι απαραίτητο σε αυτό

το σημείο να παρουσιαστούν και να περιγραφούν τα συστήματα αναφοράς που

χρησιμοποιήθηκαν.

Στο σχήμα 2.2 παρουσιάζονται δύο συστήματα αναφοράς, το E και το B. Το σύ-

στημα αναφοράς E βρίσκεται σταθερά δεμένο στην επιφάνεια της γης (Earth-

Fixed Frame) και είναι αδρανειακό. Η διεύθυνση του άξονα Ez είναι αντίρροπη

με τη διεύθυνση της βαρύτητας.

Το σύστημα αναφοράς B βρίσκεται σταθερά δεμένο στο κέντρο μάζας του συστή-

ματος (Body-Fixed Frame) και περιστρέφεται μαζί με αυτό (μη αδρανειακό). Ο

άξονας Bx δείχνει στον μπροστά κινητήρα (front) του Quadrotor, ο άξονας By δεί-

χνει στον αριστερά κινητήρα (Left) και ο άξονας Bz δείχνει προς τα πάνω. Ένα

διάνυσμα v, εις το εξής θα συμβολίζεται ως Bv και Ev αν είναι εκφρασμένο στο

σύστημα αναφοράς B και E αντίστοιχα.

2.1.1 Τετραδόνια (Quaternions)

Τα τετραδόνια αποτελούν την επέκταση της θεωρίας των μιγαδικών αριθμών και

περιγράφηκαν πρώτη φορά από τον μαθηματικό William Rowan Hamilton το

1843. Όπως ένας συνήθης μιγαδικός αριθμός με μοναδιαίο μέτρο μπορεί να πε-

ριγράψει μια περιστροφή στο επίπεδο, αντίστοιχα ένα τετραδόνιο με μοναδιαία

νόρμα μπορεί να περιγράψει μια περιστροφή στο χώρο. Για την αναλυτικότερη

περιγραφή των τετραδονίων και της άλγεβράς τους, ο ενδιαφερόμενος αναγνώστης

παραπέμπεται στο [8]. Τα τετραδόνια θα συμβολίζονται με τους μικρούς λατινι-

κούς χαρακτήρες, p, q και r. Ένα τετραδόνιο q ορίζεται ως,

q = q1 + q2i+ q3j + q4k, (2.1)

όπου τα {q1, q2, q3, q4} ∈ ℜ και τα i, j και k αποτελούν την τυπική ορθοκανονική

βάση στο ℜ3 και έχουν τις ιδιότητες,

i2 = j2 = k2 = ijk = −1

ij = k = −ji

jk = i = −kj

ki = j = −ik. (2.2)

Επίσης το τετραδόνιο μπορεί να οριστεί σαν ένα άθροισμα του βαθμωτού μέρους

q1 και του διανυσματικού μέρους q, το οποίο συμπεριφέρεται σαν ένα διάνυσμα

στο ℜ3,

q = q1 + q = q1 + q2i+ q3j + q4k,

2. Μοντελοποίηση Συστήματος 7



2.1 Κινηματική

ή ισοδύναμα μπορεί να γραφτεί ως διάνυσμα στο ℜ4,

q =

[
q1

q

]
.

Σε αντιστοιχία με τους μιγαδικούς αριθμούς, το q είναι το φανταστικό μέρος του

τετραδονίου και το q1 το πραγματικό μέρος του τετραδονίου. Τα βαθμωτά μεγέθη

{q1, q2, q3, q4} ονομάζονται τα στοιχεία του τετραδονίου.

Τετραδόνιο Περιστροφής

Στον τρισδιάστατο χώρο, σύμφωνα με το θεώρημα του Euler (Euler’s rotation

theorem), οποιαδήποτε περιστροφή ή αλληλουχία περιστροφών ενός στερεού σώ-

ματος ή ενός συστήματος συντεταγμένων ενός σταθερού σημείου, είναι ισοδύναμη

με μία περιστροφή κατά μια γωνία γύρω από έναν σταθερό άξονα (Euler axis) που

περνάει από το σταθερό σημείο. Ο σταθερός άξονας μπορεί να περιγράφει από ένα

μοναδιαίο διάνυσμα. Άρα οποιαδήποτε περιστροφή στον τρισδιάστατο χώρο μπο-

ρεί να περιγραφεί από το συνδυασμό ενός διανύσματος και μία γωνίας. Τα τετρα-

δόνια αποτελούν έναν απλό τρόπο αναπαράστασης αυτής της περιστροφής. Έστω

το τετραδόνιο περιστροφής q = [q1 q
T ]T , με νόρμα N(q) = ∥q∥ = 1, ή ισοδύναμα

q21 + ∥q∥2 = 1, τότε υπάρχει γωνία ϑ ώστε να ισχύει,

cos2(ϑ/2) = q21

sin2(ϑ/2) = ∥q∥2.

Έτσι, το q μπορεί να γραφτεί συναρτήσει της γωνίας ϑ και του μοναδιαίου διανύ-

σματος, k̂ = q/∥q∥ ∈ ℜ3 ως,

q =

[
cos(ϑ/2)

k̂ sin(ϑ/2)

]
, (2.3)

και περιγράφει μία περιστροφή στο χώρο, γύρω από το μοναδιαίο διάνυσμα k̂

κατά γωνία ϑ.

Η περιστροφή για το διάνυσμα v ∈ ℜ3 περιγράφεται από τον τελεστήRq : ℜ3 → ℜ3,

Rq(v) = qvq∗ (2.4)

= (q21 − ∥q∥2)v + 2q1(q × v) + 2(q · v)q,

ενώ η αντίστροφη περιστροφή από τον τελεστή Rq∗ : ℜ3 → ℜ3,

Rq∗(v) = q∗vq (2.5)

= (q21 − ∥q∥2)v + 2q1(v × q) + 2(q · v)q,
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2.1 Κινηματική

όπου v = [0 vT ]T είναι η έκφραση του διανύσματος v σε μορφή τετραδονίου (pure

quaternion), και q∗ είναι ο συζυγής μιγαδικός του q και ορίζεται σε αντιστοιχία με

τους μιγαδικούς ως,

q∗ = q1 − q2i− q3j − q4k =

[
q1

−q

]
.

Με αντικατάσταση της γωνίας ϑ με −ϑ στην (2.3) εύκολα γίνεται αντιληπτό ότι το

τετραδόνιο q γίνεται ίσο με το συζυγή μιγαδικό του q∗. Επομένως η μόνη διαφορά

των δύο τελεστών είναι η φορά περιστροφής. Με κατάλληλη επιλογή της γωνίας ϑ,

μπορούν να περιγράψουν τον ίδιο μετασχηματισμό. Επιλέγοντας αυθαίρετα λοι-

πόν, ο τελεστής Rq(·) θα θεωρείται σαν περιστροφή του διανύσματος ως προς το

σύστημα αναφοράς και ο τελεστής Rq∗(·) σαν περιστροφή του συστήματος αναφο-

ράς ως προς το διάνυσμα.

Όταν ένα σύστημα αναφοράς περιστρέφεται σε σχέση με ένα άλλο, όπως στην

περίπτωσή μας όπου το σύστημα B περιστρέφεται μαζί με το ελικόπτερο σε σχέση

με το ακίνητο σύστημα E, τότε η συσχέτισή τους μπορεί να γίνει με τα μοναδιαία

τετραδόνια. Για να υπολογιστεί ο ρυθμός μεταβολής που περιγράφει τη σχέση

τους, θα γίνει χρήση του μεταβατικού τετραδονίου (transition quaternion).

Δύο οποιαδήποτε μοναδιαία τετραδόνια, έστω q και p μπορούν να συσχετιστούν

μέσω ενός άλλου τετραδονίου r, που ονομάζεται μεταβατικό. Το μεταβατικό τετρα-

δόνιο r μετασχηματίζει το τετραδόνιο p και δίνει το τετραδόνιο q αν ισχύει,

q = pr. (2.6)

Έστω το τετραδόνιο q(t), το οποίο περιγράφει τον προσανατολισμό του συστήματος

B ως προς το σύστημα E τη χρονική στιγμή t και το τετραδόνιο q(t + ∆t) που

περιγράφει τη σχέση των δύο συστημάτων την αμέσως επόμενη χρονική στιγμή

t+∆t. Τότε τα δύο τετραδόνια μπορούν να συσχετιστούν ως εξής,

q(t+∆t) = q(t)∆p(t), (2.7)

όπου ∆p(t), είναι το μοναδιαίο μεταβατικό τετραδόνιο, με γωνία περιστροφής ∆φ

γύρω από τον άξονα που περιγράφεται από το μοναδιαίο διάνυσμα v̂. Κατά το

απειροστό χρονικό διάστημα ∆t → 0, η γωνία περιστροφής φ που συνδέεται με

το τετραδόνιο ∆p θα γίνει πολύ μικρή, έτσι οι συναρτήσεις του ημιτόνου και του

συνημιτόνου μπορούν να προσεγγιστούν από το ανάπτυγμά τους σε σειρά Taylor

διατηρώντας μόνο τους όρους μηδενικής και πρώτης τάξης,

∆p(t) = cos(∆φ/2) + v̂(t) sin(∆φ/2)

= 1 + v̂(t)(∆φ/2). (2.8)
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2.1 Κινηματική

Με αντικατάσταση της (2.8) στην (2.7) προκύπτει ότι,

q(t+∆t) = q(t)
(
1 + v̂(t)(∆φ/2)

)
ή ισοδύναμα,

q(t+∆t)− q(t) = q(t)v̂(t)(∆φ/2).

Διαιρώντας και τα δύο μέλη με ∆t και παίρνοντας το όριο,

q̇(t) =
dq

dt
= lim

∆t→0

q(t+∆t)− q(t)
∆t

=
1

2
lim
∆t→0

q(t)v̂(t)(∆φ)

∆t

=
1

2
q(t)v̂(t)ω(t)

=
1

2
q(t)r(t). (2.9)

Στην εξίσωση (2.9), το ω(t) είναι ένα βαθμωτό μέγεθος που περιγράφει τη γωνιακή

ταχύτητα γύρω από τη διεύθυνση του μοναδιαίου διανύσματος v̂ και το τετραδόνιο

r(t) = [0 ω(t)T ]T , όπου ω(t) = v(t)ω(t) είναι το διάνυσμα της γωνιακής ταχύτητας.

Ο πολλαπλασιασμός δύο τετραδονίων p και q ισούται με, pq = p1q1 − p · q + p1q +

q1p + p × q. Επομένως η σχέση (2.9) μπορεί να γραφτεί σε ισοδύναμη μητρωική

μορφή ως,

q̇(t) =
1

2

[
0 −ωT

ω −[ω×]

][
q1

q

]

=
1

2


0 −ω1 −ω2 −ω3

ω1 0 ω3 −ω2

ω2 −ω3 0 ω1

ω3 ω2 −ω1 0



q1

q2

q3

q4

 , (2.10)

όπου [ω×] είναι ο αντισυμμετρικός τελεστής και ισούται με,

[ω×] =

 0 −ω3 ω2

ω3 0 −ω1

−ω2 ω1 0

 . (2.11)

Οι σχέσεις (2.10) αποτελούν ένα σύστημα τεσσάρων γραμμικών κανονικών δια-

φορικών εξισώσεων πρώτης τάξης ως προς το τετραδόνιο q. Επίσης, πρέπει να

σημειωθεί ότι στις σχέσεις (2.10) διατηρείται η νόρμα του τετραδονίου, όπως απο-

δεικνύεται παρακάτω.

Έστω η συνάρτηση f(t)
△
= ∥q∥2 = qT q. Αν q̇ = Ωq, όπως έχει οριστεί στη σχέση

(2.10), τότε για να διατηρείται η νόρμα θα πρέπει να ισχύει ∥q∥ = c1, όπου c1 είναι
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2.1 Κινηματική

μία τυχαία σταθερά. Η παράγωγος της συνάρτησης f , ως προς το χρόνο θα είναι,

ḟ(t) = 2qT q = 2qTΩq

= 2
[
q1 q2 q3 q4

] 1
2


0 −ω1 −ω2 −ω3

ω1 0 ω3 −ω2

ω2 −ω3 0 ω1

ω3 ω2 −ω1 0



q1

q2

q3

q4

 .

Εφαρμόζοντας τις πράξεις προκύπτει ότι,

ḟ(t) = q1(q2w1 + q3w2 + q4w3)− q2(q1w1 + q3w3 − q4w2)

− q3(q1w2 − q2w3 + q4w1)− q4(q1w3 + q2w2 − q3w1) = 0

Η παραπάνω σχέση εύκολα φαίνεται ότι ισούται με μηδέν, επομένως ισχύει ότι

f(t) = c2 ή ∥q∥ = √c2, όπου c2 είναι μία τυχαία σταθερά. Με τον τρόπο αυτό, ολο-

κληρώνεται η απόδειξη ότι οι σχέσεις (2.10) διατηρούν τη νόρμα του τετραδονίου.

Σύγκριση Τετραδονίων με τις γωνίες Euler

Η παραμετροποίηση των κινηματικών συνθηκών έγινε με τη χρήση των τετραδο-

νίων και προτιμήθηκαν από τις γωνίες Euler για τους παρακάτω λόγους. Αρχικά,

όπως φαίνεται από το σύστημα εξισώσεων (2.10) είναι γραμμικές σε αντίθεση με

τις γωνίες Euler που οδηγούν σε ισχυρά μη γραμμικές εξισώσεις. Παρόλο που

στη γενική περίπτωση η επίλυσή τους δεν είναι μια εύκολη διαδικασία καθώς

έχουν χρονικά μεταβαλλόμενους συντελεστές, αν ο ρυθμός δειγματοληψίας είναι

αρκετά υψηλός τότε οι λύσεις τους μπορούν να βρεθούν σε κλειστή μορφή. Ακόμη

και στην περίπτωση αναζήτησης προσεγγιστικών λύσεων εξαιτίας της γραμμικής

φύσης των εξισώσεων θα προκύψουν ακριβέστερες λύσεις.

Επίσης, όπως θα φανεί στην επόμενη παράγραφο, οι μετασχηματισμοί συντεταγ-

μένων ενός διανύσματος με τη χρήση τετραδονίων από ένα σύστημα αναφοράς σε

ένα άλλο, απαιτούν απλές αλγεβρικές πράξεις σε αντίθεση με τα αποτελέσματα

που προκύπτουν με τη χρήση των γωνιών Euler, όπου απαιτείται ο υπολογισμός

σύνθετων τριγωνομετρικών συναρτήσεων. Σε εφαρμογές όπως το ελικόπτερο ο χρό-

νος επίλυσης είναι σημαντικός παράγοντας, καθώς σκοπός είναι η εφαρμογή του

συστήματος ελέγχου σε πραγματικό χρόνο.

Σκοπός είναι η σύνθεση ενός μη γραμμικού προβλεπτικού ελεγκτή. Αυτό προϋ-

ποθέτει ότι ο προσανατολισμός του συστήματος δεν περιορίζεται σε κάποιο συγκε-

κριμένο εύρος τιμών. Είναι γνωστό ότι υπάρχουν συγκεκριμένα σημεία όπου οι

γωνίες Euler δεν ορίζονται. Αντίστοιχο πρόβλημα δεν παρουσιάζεται με τη χρήση

των τετραδονίων, όπου μπορούν να περιγράψουν οποιονδήποτε προσανατολισμό.
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Επομένως τα τετραδόνια είναι ιδιαίτερα ελκυστικά σε ισχυρά μη γραμμικά συ-

στήματα όπως το Quadrotor.

Ένα από τα μειονεκτήματα των τετραδονίων είναι ότι η γεωμετρική ερμηνεία τους

δεν είναι ιδιαίτερα κατανοητή από τον άνθρωπο. Για αυτόν τον λόγο όλα τα αποτε-

λέσματα που θα παρουσιαστούν στα επόμενα κεφάλαια, θα είναι συναρτήσει των

γωνιών Euler.

2.1.2 Μητρώα Μετασχηματισμού Συντεταγμένων

Στο σχήμα 2.3 παρουσιάζεται ο προσανατολισμός του συστήματος B ως προς το

E σε μια τυχαία χρονική στιγμή όπου το B έχει περιστραφεί κατά γωνία ϑ γύρω

από το διάνυσμα k̂.

Zz

y

x

Y
X

θ

θθ

k

eZk

eXk

eYk

eXn

eYn

eZn

Σχήμα 2.3: Περιστροφή Συστήματος γύρω από σταθερό άξονα

Επίσης τα διανύσματα βάσης έχουν αναλυθεί σε δύο συνιστώσες, τη eik που εί-

ναι παράλληλη με το k̂ και επομένως δεν περιστρέφεται και τη (ein) που είναι

κάθετη σε αυτό. Είναι απαραίτητο να εξαχθεί μία σχέση για τον μετασχηματισμό

των συντεταγμένων ενός διανύσματος από το ένα σύστημα στο άλλο. Τα μητρώα

περιστροφής περιγράφουν το σχετικό προσανατολισμό των δύο συστημάτων και

επομένως περιγράφουν το ζητούμενο μετασχηματισμό.

Έστω το διάνυσμα v το οποίο εκφράζεται στο σύστημα αναφοράς E ως,

v = xeX + yeY + zeZ

όπου eX , eY , eZ είναι τα διανύσματα βάσης του συστήματος αναφοράς E. Το ίδιο

διάνυσμα μπορεί να εκφραστεί στο σύστημα αναφοράς B ως,

v = x′ex + y′ey + z′ez,

όπου ex, ey, ez είναι τα διανύσματα βάσης του συστήματος αναφοράς B. Με τη βο-
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2.1 Κινηματική

ήθεια του τελεστή (2.4), οι συντεταγμένες των διανυσμάτων βάσης του συστήματος

αναφοράς B μπορούν να υπολογιστούν από,

ex = qeXq
∗

ey = qeY q
∗

ez = qeZq
∗.

Οι συντεταγμένες του διανύσματος v στο σύστημα B, προκύπτουν άμεσα σχημα-

τίζοντας το εσωτερικό του γινόμενο, με τα διανύσματα βάσης του. Επομένως,

Bv =

(qeXq
∗)T

(qeY q
∗)T

(qeZq
∗)T

Ev. (2.12)

Τα γινόμενα που εμφανίζονται στην (2.12) με τη βοήθεια της (2.4) μπορούν να

γραφτούν στην παρακάτω μορφή,

qeiq
∗ = Rq(ei) = (q21 − ∥q∥2)ei + 2q1(q × ei) + 2(q · ei)q

=
[
(2q21 − 1)I3x3 + 2q1[(q×] + 2qqT

]
ei = Cqei.

Τελικά καταλήγουμε στην παρακάτω έκφραση για τον μετασχηματισμό διανυσμά-

των από το σύστημα αναφοράς E στο B,

Bv = q∗Evq =
B
ECEv

=
[
(2q21 − 1)I3x3 − 2q1[q×] + 2qqT

]
Ev

=

2q
2
1 − 1 + 2q22 2q2q3 + 2q1q4 2q2q4 − 2q1q3

2q2q3 − 2q1q4 2q21 − 1 + 2q23 2q3q4 + 2q1q2

2q2q4 + 2q1q3 2q3q4 − 2q1q2 2q21 − 1 + 2q24

Ev. (2.13)

Ο αντίστροφος μετασχηματισμός από το σύστημα αναφοράς B στο E, δεδομένου

ότι το μητρώο περιστροφής είναι ορθογώνιο, προκύπτει πολλαπλασιάζοντας την

(2.13) από αριστερά με E
BC = B

EC
T και τελικά έχουμε την έκφραση,

Ev = qBvq
∗ = E

BCBv =

=

2q
2
1 − 1 + 2q22 2q2q3 − 2q1q4 2q2q4 + 2q1q3

2q2q3 + 2q1q4 2q21 − 1 + 2q23 2q3q4 − 2q1q2

2q2q4 − 2q1q3 2q3q4 + 2q1q2 2q21 − 1 + 2q24

Bv. (2.14)

Τέλος, για να ολοκληρωθεί το κεφάλαιο της Κινηματικής, είναι απαραίτητο να

διατυπωθούν οι σχέσεις που συνδέουν τις γωνίες Euler (ϕ-roll, θ-pitch, ψ-yaw) με

τα τετραδόνια, καθώς όπως έχει αναφερθεί, όλα τα αποτελέσματα που θα παρου-
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σιαστούν θα είναι συναρτήσει των γωνιών Euler.

φ = arctan
2q3q4 + 2q1q2
2q21 + 2q24 − 1

(2.15)

ϑ = arcsin 2q1q3 − 2q2q4 (2.16)

ψ = arctan
2q2q3 + 2q1q4
2q21 + 2q22 − 1

. (2.17)

2.2 Κινητική

Η εξαγωγή των εξισώσεων κίνησης έγινε σύμφωνα με κάποιες παραδοχές. Αρχικά

το ελικόπτερο θεωρήθηκε ότι είναι στερεό σώμα. Οι κινητήρες του ελικοπτέρου

αποτελούνται από δύο τμήματα, το εξωτερικό κομμάτι που εδράζονται οι έλικες

και τη βάση η οποία βρίσκεται στο πλαίσιο του ελικοπτέρου. Για τους σκοπούς της

μοντελοποίησης και της σχεδίασης του ελεγκτή το σύστημα μελετήθηκε στο σύ-

νολό του παραλείποντας τις εσωτερικές δυνάμεις και ροπές. Επίσης θεωρήθηκαν

οι αεροδυναμικές δυνάμεις που εμφανίζονται στο σύστημα αμελητέες. Στην επό-

μενη ενότητα θα παρουσιάσουμε τις εξισώσεις κίνησης που διέπουν το σύστημα

και η εξαγωγή τους πραγματοποιήθηκε με τη βοήθεια του [20].

2.2.1 Εξισώσεις Κίνησης

Όπως αναφέρθηκε και στην παράγραφο 2.1, το σύστημα αναφοράς B είναι στα-

θερά δεμένο με το κέντρο μάζας του ελικοπτέρου και περιστρέφεται μαζί με αυτό,

ενώ το σύστημα αναφοράς E βρίσκεται σταθερά δεμένο στη Γη και είναι αδρα-

νειακό. Στο σχήμα 2.4 φαίνονται, οι δυνάμεις-ωθήσεις Fi που έχουν διεύθυνση

bg
x

y

z

Y

B

E

Ff

FL

FR

Fr

τL

τr

τR
τf

Σχήμα 2.4: QuadRotor - Διάγραμμα Ελευθέρου Σώματος

παράλληλη με τον άξονα z του συστήματος αναφοράς B και οι ροπές αντιδράσεως

τi, που παράγονται από τις έλικες του εκάστοτε κινητήρα, όπου i = {f, r, L,R} και
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υποδηλώνουν τον εκάστοτε κινητήρα. Τέλος bg είναι η δύναμη της βαρύτητας και

η διεύθυνσή της είναι παράλληλη με τον άξονα Z του συστήματος αναφοράς E. Οι

κινητήρες f και r περιστρέφονται ομόρροπα, επομένως ό,τι ισχύει για τον μπρο-

στά (f ) ισχύει και για τον πίσω (r). Αντίστοιχα το ίδιο ισχύει για το άλλο ζεύγος,

αριστερός L και δεξιός R κινητήρας.

Στο αδρανειακό σύστημα E ισχύουν οι εξισώσεις του Euler επομένως έχουμε,

F = (L̇)E = m(v̇G)E (2.18)

Όπου m είναι η συνολική μάζα του ελικοπτέρου. Το διάνυσμα (v̇G)E είναι η τα-

χύτητα του κέντρου μάζας του ελικοπτέρου ως στο σύστημα αναφοράς E. Τέλος

F είναι το σύνολο των εξωτερικών δυνάμεων και ισχύει,

F = F f + F r + F L + FR + bg

=
∑

F i + bg (2.19)

Με τη βοήθεια της παραπάνω εξίσωσης (2.19), η (2.18) μπορεί να γραφτεί,∑
F i + bg = m(v̇G)E (2.20)

Στην παραπάνω εξίσωση όπως αναφέραμε, οι συντεταγμένες των διανυσμάτων της

βαρύτητας και της ταχύτητας του κέντρου μάζας του ελικοπτέρου είναι γνωστά

στο αδρανειακό σύστημα ενώ οι συντεταγμένες των διανυσμάτων των δυνάμεων F i

είναι γνωστά στο σύστημα αναφοράς B. Επομένως είναι βολικό να μετασχηματί-

σουμε τα διανύσματα των δυνάμεων στο αδρανειακό σύστημα. Με τη βοήθεια της

σχέσης (2.14) προκύπτει η παρακάτω έκφραση,

m(v̇G)E =
∑

E
BCF i + bg (2.21)

Από τις εξισώσεις του Euler για το στερεό σώμα όσον αφορά τις περιστροφικές

συνιστώσες θα έχουμε,

MG = (ḢG)E , (2.22)

όπου (HG)E είναι η στροφορμή του κέντρου μάζας του ελικοπτέρου ως προς το

σύστημα αναφοράς E καιMG είναι η συνισταμένη ροπή ως προς το κέντρο μάζας.

Είναι βολικό, η παράγωγος που εμφανίζεται στο δεξιά μέλος της σχέσης (2.22),

να πραγματοποιηθεί ως προς το σύστημα αναφοράς B. Κατά αυτόν τον τρόπο

επιτυγχάνεται, ο τανυστής αδράνειας να μην μεταβάλλεται με το χρόνο, καθώς το

σύστημα B είναι δεμένο με το σώμα και περιστρέφεται μαζί του, δεδομένου ότι η

κατανομή μάζας δεν αλλάζει. Επομένως, η παράγωγος του τανυστή αδράνειας ως

προς το χρόνο παραμένει σταθερή και επομένως ισχύει ότι,

(ḢG)B = IG(ω̇B/E)B. (2.23)
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Επίσης ένα άλλο πλεονέκτημα είναι το σύστημα αναφοράς B συμπίπτει με τους

κύριους άξονες αδράνειας και συνεπώς οι εξισώσεις απλοποιούνται σημαντικά

αφού ο τανυστής αδράνειας γίνεται διαγώνιος. Άρα η (2.22) μπορεί να γραφτεί

στην μορφή,

MG = (ḢG)B + ωB/E ×HG

= IG(ω̇B/E)B + ωB/E × (IGωB/E) (2.24)

Για τη συνισταμένη ροπή στο κέντρο μάζας ισχύει ότι,

MG = τ f + τ r + τL + τR + rf × F f + rr × F r

+ rL × F L + rR × FR

=
∑

τ i +
∑

ri × F i (2.25)

Στο σχήμα 2.5 παρουσιάζεται η ανάλυση του διανύσματος ∥ri∥. Διευκρινίζεται

ότι ri είναι τα διανύσματα από το κέντρο μάζας του ελικοπτέρου προς το σημείο

εφαρμογής της αντίστοιχης δύναμης στο σύστημα αναφοράς B, και μπορούμε να

θεωρήσουμε λόγω ευκολίας ότι ∥ri∥ = ∥riB∥ μιας και η διαφορά είναι πολύ μικρή.

B

Gi

r i T

riB

rGi

rGiT

rGiB

Σχήμα 2.5: Ανάλυση Διανυσμάτων στο Σύστημα αναφοράς B

Επίσης ισχύει ότι τα μέτρα των διανυσμάτων ∥ri∥ είναι ίσα μεταξύ τους και στο

εξής ∥ri∥ = ∥r∥. Με αντικατάσταση της (2.25) στην (2.24) συνεπάγεται ότι,

IG(ω̇B/E)B =
∑

τ i +
∑

ri × F i − ωB/E × (IGωB/E). (2.26)

Οι ωθήσεις F i και οι ροπές αντίδρασης τ i, μπορούν να θεωρηθούν ανάλογες του

τετραγώνου της γωνιακής ταχύτητας των κινητήρων,

BF i = b∥ωi∥2ez (2.27)

Bτ i =

−d∥ωi∥2ez i = {f, r}

d∥ωi∥2ez i = {L,R}
(2.28)

όπου b είναι ο συντελεστής ώθησης (thrust coefficient) και d είναι ο συντελεστής

αντίστασης (drag coefficient) των ελίκων.
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2.2.2 Μοντέλο Μεταβλητών Κατάστασης

Στην ανάλυση που προηγήθηκε, έγινε η ανάπτυξη όλων των στοιχείων για τη σύν-

θεση του μοντέλου μεταβλητών κατάστασης. Επίσης παρατηρούμε ότι υπάρχει

σύμπλεξη των εξισώσεων κινηματικής και κινητικής. Ορίζουμε το διάνυσμα μετα-

βλητών κατάστασης x ∈ ℜn και το διάνυσμα ελέγχου του συστήματος u ∈ ℜm,

x =


pG

vG

ω

q

 , u =


ωf

ωr

ωL

ωR

 (2.29)

όπου pG είναι η θέση του κέντρου μάζας του ελικοπτέρου στο σύστημα αναφοράς

E. Επίσης για λόγους ευκολίας, η ταχύτητα του κέντρου μάζας θα συμβολίζεται

vG
△
= (vG)E και η γωνιακή ταχύτητα του συστήματος αναφοράς B ως προς το E

θα συμβολίζεται ω
△
= ωB/E. Επίσης q είναι το τετραδόνιο περιστροφής και τέλος

wi είναι οι γωνιακές ταχύτητες των κινητήρων. Σύμφωνα με τα παραπάνω καθώς

και με τη βοήθεια των σχέσεων (2.28) η εξίσωση (2.21) γράφεται,

v̇G =
b

m

[
cωf cωr cωL cωR

]

ωf

ωr

ωL

ωR

+
1

m
bG,

ή ισοδύναμα,

v̇G = Q(x,u)u+ bcon, (2.30)

όπου c είναι διάνυσμα και ισούται,

c = E
BC

00
1

 =

2q2q4 + 2q1q3

2q3q4 − 2q1q2

2q21 − 1 + 2q24

 (2.31)

Επίσης η εξίσωση (2.26) γράφεται,

ω̇ = I−1
G

 0 0 rbωL −rbωR

−rbωf rbωr 0 0

−dωf −dωr dωL dωR



ωf

ωr

ωL

ωR

− I−1
G [ω×]IGω

ή ισοδύναμα,

ω̇ = G(u)u+D(x)ω (2.32)

Πρέπει να αναφέρουμε ότι ο τανυστής αδράνειας IG = diag(Ixx, Iyy, Izz) είναι δια-

γώνιος και επομένως αντιστρέψιμος. Μία ακόμη διαφορική εξίσωση που χρειάζε-
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ται για την επίλυση των εξισώσεων είναι η (2.10) που έχει αποδειχθεί στην ενότητα

2.1. Για ευκολία παρουσιάζεται παρακάτω,

q̇(t) =
1

2

[
0 −ωT

ω −[ω×]

]
q

ή ισοδύναμα,

q̇(t) = Ω(x)q (2.33)

Τέλος για τη θέση του κέντρου μάζας ισχύει,

ṗG = vG (2.34)

Το σύστημα μπορεί να γραφτεί σε μητρωική μορφή
ṗG

v̇G

ω̇

q̇

 =


[03×3 I3×3] 03×3 03×4

03×6 03×3 03×4

03×6 D(x) 03×4

04×6 04×3 Ω(x)



pG

vG

ω

q

+


03×4

Q(x,u)

G(u)

04×4



ωf

ωr

ωL

ωR

+


05×1

−g
03×1

04×1

 , (2.35)

ή στην ισοδύναμη συμβολική μορφή

ẋ = Φ(x)x+ Bd(x,u)u+ b, (2.36)

όπου Φ : ℜn → ℜn×n, Bd : ℜn×ℜm → ℜn×m και b ∈ ℜn. Όπως βλέπουμε το σύστημα

της (2.36) είναι της μορφής,

ẋ = f
(
x,u

)
(2.37)

Από την (2.36) παρατηρούμε ότι τα μητρώα Φ και Bd δεν είναι σταθερά. Το πρώτο

εξαρτάται από το διάνυσμα μεταβλητών κατάστασης x και το δεύτερο και από το

διάνυσμα ελέγχου u. Η παραπάνω έκφραση ουσιαστικά είναι ένα σύστημα μη

γραμμικών διαφορικών εξισώσεων.

Εκτίμηση Παραμέτρων

Η εκτίμηση των παραμέτρων που χρειάστηκαν για την επίλυση, βρέθηκαν από

προηγούμενη μελέτη σε παρόμοιο θέμα [19]. Συγκεκριμένα, ο τανυστής αδρά-

νειας του ελικοπτέρου είναι,

IG =

5791.1 0 0

0 5533.1 0

0 0 10338.3

 10−6 kgm2.

Η συνολική μάζα του ελικοπτέρου είναι m = 1.05 kg. Ο συντελεστής ώθησης b

(thrust coefficient) και ο συντελεστής αντίστασης (drag coefficient) d εξαρτώνται
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από τη γεωμετρία των ελίκων, την πυκνότητα του αέρα κ.α., στοιχεία που αντλή-

σαμε από παλιότερη μελέτη [4] για το Quadrotor και οι τιμές τους είναι,

b = 1.46 · 10−5 kg ·m · rad−2

d = 3.8 · 10−7 kg ·m2 · rad−2 .

Τέλος, τα διανύσματα θέσης ri είναι,

Brf =
[
250 0 29.478

]T
10−3 m

Brr =
[
−250 0 29.478

]T
10−3 m

BrL =
[
0 250 29.478

]T
10−3 m

BrR =
[
0 −250 29.478

]T
10−3 m
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Κεφαλαιο 3

Μη-Γραμμικός Προβλεπτικός Έλεγχος

Ο μη-γραμμικός προβλεπτικός έλεγχος (NMPC), σύμφωνα με το [10], είναι μια

μέθοδος βελτιστοποίησης για τον έλεγχο του μη-γραμμικού συστήματος. Έστω

ότι έχουμε μία ελεγχόμενη διεργασία της οποίας οι μεταβλητές κατάστασης x(k) ∈
X = ℜn μετρώνται σε διακριτές χρονικές στιγμές tk, όπου k = 0, 1, 2, .... Με τον όρο

ελεγχόμενη εννοούμε ότι για κάθε περίοδο δειγματοληψίας μπορούμε να επιλέ-

ξουμε τις μεταβλητές ελέγχου u(k) ∈ U = ℜm που θα επηρεάσουν την μελλοντική

συμπεριφορά της κατάστασης του συστήματος. Στόχος είναι να καθοριστούν οι

δράσεις ελέγχου u(k) ούτως ώστε να μηδενιστεί η απόκλιση της μεταβλητής κα-

τάστασης από την επιθυμητή τιμή-τροχιά.

Η ιδέα του μη-γραμμικού προβλεπτικού ελεγκτή έγκειται στη χρήση ενός δυνα-

μικού μοντέλου που περιγράφει τη διεργασία για την πρόβλεψη και τη βελτιστο-

ποίηση της μελλοντικής συμπεριφοράς του συστήματος, της μορφής

x+ = f
(
x,u

)
, (3.1)

όπου f : X × U → X είναι μία γνωστή συνάρτηση και στην περίπτωσή μας μη-

γραμμική, μέσω της οποίας εκτιμούμε την κατάσταση x+ κατά την επόμενη περί-

οδο δειγματοληψίας. Ξεκινώντας από την μεταβλητή κατάστασης xk την παρούσα

χρονική στιγμή, για κάθε ακολουθία δράσεων ελέγχου u(0), ...,u(nc−1) εντός του

ορίζοντα πρόρρησης np, μπορούμε να επαναλάβουμε την (3.1) ούτως ώστε να υπο-

λογίσουμε την πρόρρηση του μοντέλου xm, η οποία περιγράφεται από τις σχέσεις

xm(0) = x(k)

xm(i+ 1) = f(xm(i),um(i)), (3.2)

όπου i = 0, ..., np. Ο ορίζοντας πρόρρησης np, είναι το πλήθος των διαστημάτων

δειγματοληψίας στο μέλλον για τα οποία γίνεται πρόρρηση της συμπεριφοράς του
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μοντέλου και ο ορίζοντας ελέγχου nc, είναι το πλήθος των μελλοντικών δράσεων

ελέγχου που ο αλγόριθμος καλείται να υπολογίσει. Κατά αυτόν τον τρόπο, υπολο-

γίζουμε προβλέψεις xm(i), για τις μεταβλητές κατάστασης του συστήματος x(k+ i)

την μελλοντική χρονική στιγμή tk+i. Ως εκ τούτου, λαμβάνουμε μία πρόβλεψη για

τη συμπεριφορά του συστήματος για την περίοδο δειγματοληψίας tk, ..., tk+np που

εξαρτάται από την ακολουθία δράσεων ελέγχου u(0), ...u(nc−1) που θα επιλεχθεί.

Οι δράσεις ελέγχου u(0), ...,u(nc− 1) υπολογίζονται από την ελαχιστοποίηση ενός

δείκτη επίδοσης ούτως ώστε οι προβλεπόμενες μεταβλητές κατάστασης xm(i) να

είναι όσο το δυνατόν πιο κοντά στις επιθυμητές, xd. Όπως αναφέραμε, μας ενδια-

φέρει η απόκλιση από τις επιθυμητές τιμές και έτσι μπορούμε να ορίσουμε τις

διαφορές για τα διανύσματα, των μεταβλητών κατάστασης και ελέγχου,

δxm(i) = xm(i)− xd

δu(i) = u(i)− u(i− 1). (3.3)

Σημειώνεται ότι για i > nc τότε δu = 0. Η απόκλιση αυτή μπορεί εκφραστεί από

μία συνάρτηση L, όπου στη γενική περίπτωση μπορεί να γραφτεί ως

L
(
δxm(i), δu(i)

)
=

[
δxm(i)

δu(i)

]T [
Qx Qxu

QT
xu Qu

][
δxm(i)

δu(i)

]
, (3.4)

όπου τα μητρώα Qx και Qu επιλέγονται θετικά ημι-ορισμένο και θετικά ορισμένο

αντίστοιχα, και το μητρώο Qxu ούτως ώστε το συνολικό μητρώο στάθμισης που

προκύπτει να είναι θετικά ημι-ορισμένο. Κατά αυτό το τρόπο, οι ιδιοτιμές τους

είναι μη αρνητικές, δηλαδή μπορεί να υπάρχουν κάποιες μεταβλητές κατάστασης,

που η επίδρασή τους δεν είναι σημαντική στο στόχο του ελεγκτή και στις οποίες

μπορεί να αποδοθεί μηδενικό κόστος. Τα μητρώα αυτά αποτελούν παραμέτρους

ρύθμισης του ελεγκτή.

Ο δείκτης επίδοσης που θέλουμε να ελαχιστοποιήσουμε για την ακολουθία δρά-

σεων ελέγχου δu(0), ..., δu(nc − 1) μπορεί να γραφτεί ως εξής,

J
(
δxm, δu

)
= δxT

m(np)Qfδxm(np) +

np−1∑
i=0

L
(
δxm(i), δu(i)

)
, δu(i) = 0 για i ≥ 0,

ή ισοδύναμα λαμβάνοντας υπόψιν τους περιορισμούς του προβλήματος,

min
δu

J
(
δxm, δu

)
= δxT

m(np)Qfδxm(np) +

np−1∑
i=0

L
(
δxm(i), δu(i)

)
s.t. xm(i+ 1) = f(xm(i),um(i))

xm(0) = x(k).

(3.5)
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Προκειμένου να πάρουμε το επιθυμητό αποτέλεσμα εφαρμόζουμε μόνο την πρώτη

δράση από την ακολουθία των βέλτιστων δράσεων ελέγχου που υπολογίσαμε από

την (3.5) όπως παρουσιάζεται στο σχήμα 3.1. Μετά το πέρας κάθε διαστήματος

...

Επιθυμητή τροχία
Πρόρρηση μοντέλου

Μελλοντίκες δράσεις ελέγχου
Παρελθούσες δράσεις ελέγχου

Μετρήσεις μοντέλου

Χρόνος

δειγματοληψίας

Παρούσα

χρονική στιγμή

Παρελθούσα

χρονική στιγμή

Μελλοντική

χρονική στιγμή

Ορίζοντας πρόρρησης

Ορίζοντας ελέγχου

...

Σχήμα 3.1: Αλγόριθμος Μη-Γραμμικού Προβλεπτικού Ελέγχου

δειγματοληψίας tk+1, tk+2, ... επαναλαμβάνουμε τη διαδικασία που αναφέραμε,

έχοντας λάβει τις νέες μετρήσεις x(k+1),x(k+2), ... που υποδηλώνουν την πραγ-

ματική κατάσταση του συστήματος. Ουσιαστικά λαμβάνουμε τον βέλτιστο νόμο

ανάδρασης από μία επαναληπτική διαδικασία που πραγματοποιείται σε πραγμα-

τικό χρόνο μέσω των προβλέψεων που προκύπτουν από την (3.2). Αυτό είναι το

πρώτο βασικό χαρακτηριστικό του μη-γραμμικού προβλεπτικού ελέγχου.

Προχωρώντας με αυτήν την επαναληπτική διαδικασία η πρόρρηση του μοντέ-

λου xm(i) μας δίνει μία πρόβλεψη τη χρονική στιγμή tk για το διακριτό διάστημα

tk, ..., tk+np, τη χρονική στιγμή tk+1 για το διάστημα tk+1, ..., tk+np+1 και ούτω καθε-

ξής. Συνεπώς ο ορίζοντας ελέγχου κινείται και αυτός ο κυλιόμενος ορίζοντας είναι

το δεύτερο βασικό χαρακτηριστικό του μη-γραμμικού προβλεπτικού ελέγχου.

Η επίδοση του μη-γραμμικού προβλεπτικού ελέγχου εξαρτάται από την ακρίβεια

του μοντέλου που χρησιμοποιείται διότι επιζητούμε οι προβλέψεις που προκύ-

πτουν από το μοντέλο να ανταποκρίνονται όσο καλύτερα γίνεται στην πραγματικό-

τητα. Αυτό αποτελεί ένα από τα σημαντικότερα μειονεκτήματα του NMPC, καθώς

σε πολλές περιπτώσεις δεν είναι εφικτή η περιγραφή της διεργασίας με ικανο-

ποιητική ακρίβεια. Επίσης σημαντικό ρόλο στην επίδοση αλλά και στην ευστά-

θεια του ελέγχου παίζουν, ο ορίζοντας πρόρρησης np και ο ορίζοντας ελέγχου nc.

Πιο συγκεκριμένα, ο ορίζοντας πρόρρησης πρέπει να είναι αρκετά μεγάλος ούτως

ώστε να μπορεί να λάβει υπόψιν τη δυναμική της διεργασίας. Μακρύς ορίζοντας

πρόρρησης επιδρά θετικά στην ευστάθεια του ελεγκτή αλλά είναι επιρρεπής σε

διαταραχές και σφάλματα του μοντέλου. Επιπλέον ο ορίζοντας πρόρρησης πρέπει

να είναι μεγαλύτερος από τον ορίζοντα ελέγχου ώστε να μπορεί να εμφανιστεί η

επίδραση των δράσεων ελέγχου στη ρυθμιζόμενη μεταβλητή και να καταγραφεί
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3.1 Ορθογώνια Ταξιθεσία σε Πεπερασμένα Στοιχεία

στο δείκτη επίδοσης. Επίσης σύντομος ορίζοντας ελέγχου μπορεί να οδηγήσει σε

κακή δυναμική επίδοση. Από την άλλη, μακρύς ορίζοντας ελέγχου πολλές φορές

δεν είναι εφικτός διότι υπολογιστικοί περιορισμοί επιβάλλουν κάποιο όριο στο

μέγεθός του.

Ο μη-γραμμικός προβλεπτικός ελεγκτής επιτρέπει την πρόδραση στη συμπερι-

φορά του. Σε περιπτώσεις που αναμένονται μετρήσιμες διαταραχές ή επίκεινται

γνωστές μεταβολές του σημείου αναφοράς, ο ελεγκτής μπορεί να σχεδιαστεί έτσι

ώστε να εκκινήσει τις δράσεις ελέγχου νωρίτερα από την επιβολή των μεταβολών.

Ωστόσο κάποιες φορές, μπορεί να προκαλέσει επιδείνωση της δυναμικής επίδο-

σης.

Κάποια ακόμα στοιχεία του ελεγκτή είναι ότι η ρύθμιση των παραμέτρων του (μη-

τρώα στάθμισης, ορίζοντας πρόρρησης και ελέγχου κτλ), είναι μια σχετικά απλή

διαδικασία και συνδυάζεται με τη σχετική σημαντικότητα των πολλαπλών στόχων

ελέγχου. Επίσης, ο ελεγκτής θεωρεί συστηματικά την επίπτωση των περιορισμών

που του επιτρέπει καλύτερη επίδοση και μπορεί να εφαρμοστεί σε συστήματα πολ-

λαπλών εισόδων - πολλαπλών εξόδων. Η εφαρμογή του σε συστήματα με υψηλά

δυναμικά χαρακτηριστικά είναι εφικτή, όπως θα φανεί από την ανάλυση που θα

ακολουθήσει, παρόλο που ο υπολογιστικός φόρτος απαιτεί πολλές φορές, χρόνο

ανάλογο του χρόνου δειγματοληψίας.

3.1 Ορθογώνια Ταξιθεσία σε Πεπερασμένα Στοιχεία

Η επίλυση του μη-γραμμικού προβλεπτικού ελέγχου μπορεί να επιτευχθεί με μέ-

θοδο άμεσης βελτιστοποίησης, όπου οι μη-γραμμικές διαφορικές εξισώσεις του

συστήματος παραμετροποιούνται και μετατρέπονται σε μη-γραμμικές αλγεβρι-

κές εξισώσεις. Επομένως το πρόβλημα βελτιστοποίησης παίρνει την μορφή μη-

γραμμικού προγράμματος. Το βασικό πλεονέκτημα της μεθόδου είναι ότι παρου-

σιάζει καλές ιδιότητες σύγκλισης με μικρό σφάλμα. Στα αρνητικά συγκαταλέγεται

ότι οι διαστάσεις του προβλήματος αυξάνονται σε μεγάλο βαθμό. Ο ενδιαφερόμε-

νος αναγνώστης παραπέμπεται στο [2] και [5] για επιπλέον λεπτομέρειες.

3.1.1 Προσεγγιστική Επίλυση Εξισώσεων Δυναμικής (Μέθοδος Συντοπι-
σμού)

Μία προσεγγιστική μέθοδος επίλυσης διαφορικών εξισώσεων είναι η μέθοδος συ-

ντοπισμού. Σύμφωνα με την μέθοδο αυτή αναζητείται προσεγγιστική λύση του

συστήματος (2.36), όπου για ευκολία ξαναγράφεται παρακάτω,

˙̃x = f
(
x̃, ũ, t

)
= Φ(x̃)x̃+ Bd(x̃, ũ)ũ+ b, (3.6)
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όπου x̃ ∈ ℜn, ũ ∈ ℜm. Ο συμβολισμός (̃·) υποδηλώνει την πραγματική λύση του

συστήματος ως προς το χρόνο t. Ο συμβολισμός (̄·) σε ό,τι ακολουθεί, θα υποδηλώ-

νει την πραγματική λύση ως προς τον αδιάστατο χρόνο τ . Ορίζουμε τον αδιάστατο

χρόνο,

τ =
t− t0
tf − t0

=
t− t0
δt

, (3.7)

όπου τ ∈ [0, 1] και t0, tf είναι ο αρχικός και τελικός χρόνος αντίστοιχα. Συνεπώς

ισχύει ότι x̄(τ) = x̃(t) και ū(τ) = ũ(t). Εφαρμόζοντας τον κανόνα της αλυσίδας

προκύπτει ότι, ˙̄x(τ)1/δt = ˙̃x(t). Επομένως το δυναμικό σύστημα (3.6) μπορεί να

γραφτεί ως προς τον αδιάστατο χρόνο τ ∈ [0, 1] ως εξής,

˙̄x(τ)
1

δt
= f

(
x̄, ū, τ

)
. (3.8)

Αναζητείται προσεγγιστική λύση του συστήματος (3.8) στην μορφή,

x(τ) =
k∑

i=0

xiϕi(τ) = Xϕ(τ), (3.9)

όπου,

X =
[
x0 . . . xk

]
∈ ℜn×(k+1), ϕ(τ) =


ϕ0(τ)

...

ϕk(τ)

 ∈ ℜ(k+1). (3.10)

Τα πολυώνυμα βάσης ϕ(τ), είναι τα πολυώνυμα Lagrange βαθμού k και υπολογί-

ζονται από τη σχέση,

ϕi(τ) =

k∏
j=0
j ̸=i

τ − τj
τi − τj

=
(τ − τ0)
(τi − τ0)

. . .
(τ − τi−1)

(τi − τi−1)

(τ − τi+1)

(τi − τi+1)
. . .

(τ − τk)
(τi − τk)

. (3.11)

Στο πρόβλημά μας οι μεταβλητές κατάστασης και εξόδου αντιπροσωπεύουν φυσι-

κές ποσότητες, όπως θέση, ταχύτητα και τα λοιπά. Χρησιμοποιώντας τα πολυώ-

νυμα Lagrange, δημιουργούνται συντελεστές X που έχουν φυσική σημασία και

αυτό είναι ιδιαίτερα βολικό κατά την υλοποίηση του αλγορίθμου, όταν θέτουμε

αρχικές συνθήκες ή όρια στις μεταβλητές, καθώς τα πολυώνυμα Lagrange, όπως

εύκολα φαίνεται και από τη σχέση (3.11), έχουν την ιδιότητα

ϕi(τj) = δij =

0 αν i ̸= j

1 αν i = j,
(3.12)

όπου δij είναι το δέλτα του Kronecker. Σύμφωνα με την ιδιότητα (3.12), βλέπουμε

ότι για την εξίσωση (3.9), για i = j ισχύει ότι, x(τj) = xiϕi(τj)+0+ · · ·+0 = xi, επο-

μένως τα πολυώνυμα Lagrange μπορούν να προσεγγίσουν απόλυτα τη συνάρτηση

που επιθυμούμε σε συγκεκριμένα διακριτά σημεία.
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Η παράγωγος των πολυωνύμων Lagrange ως προς τον αδιάστατο χρόνο τ αποδει-

κνύεται ότι ισούται με,

ϕ̇i(τ) =

k∑
l=0
l ̸=i

1

τi − τl

k∏
j=0
j ̸=i
j ̸=l

τ − τk
τi − τj

. (3.13)

Η προσεγγιστική λύση x(·) στη γενική περίπτωση δεν ικανοποιεί την εξίσωση (3.8).

Με αντικατάσταση της (3.9) στην (3.8), προκύπτει η εξίσωση σφάλματος,

r(τ) = δtf
(
x, ū, τ

)
− Xϕ̇(τ). (3.14)

Η μέθοδος συντοπισμού απαιτεί η εξίσωση (3.9) να ικανοποιεί την (3.8) σε k επι-

λεγμένα σημεία στο χρονικό ορίζοντα, τα οποία ονομάζονται σημεία ταξιθεσίας,

ώστε να ισχύει, ∫ 1

0
r(τ)δ(τ − τj)dτ = 0 για j = 1, ..., k, (3.15)

ή λαμβάνοντας υπόψιν την ιδιότητα (3.12), η παραπάνω εξίσωση μπορεί να γρα-

φτεί στην ισοδύναμη μορφή,

r(τj) = δtf
(
x(τj), ū(τj), τj

)
− Xϕ̇(τj)

= δtf
(
xj , ū(τj), τj

)
− Xϕ̇(τj) = 0. (3.16)

Τα σημεία ταξιθεσίας επιλέγονται να είναι ρίζες των μετατοπισμένων (shifted)

Legendre πολυωνύμων βαθμού k, που ανήκουν στο διάστημα [0, 1] και είναι εξ

ορισμού ορθογώνια στο διάστημα αυτό. Σύμφωνα με την εξίσωση του Rodrigues

υπολογίζονται από τη σχέση,

Pk(x) =
1

n!

dk

dxk

[
(x2 − x)k

]
. (3.17)

3.1.2 Διακριτοποίηση Χρονικού Ορίζοντα με Πεπερασμένα Στοιχεία

Η παραμετροποίηση του συστήματος μπορεί να πραγματοποιηθεί με ορθογώνια

στοιχεία ταξιθεσίας. Με τη χρήση ορθογώνιων στοιχείων ταξιθεσίας και διακριτο-

ποίηση σε όλο το χρονικό ορίζοντα (συνολικά στοιχεία ταξιθεσίας) προκύπτει μία

προσεγγιστική λύση χρησιμοποιώντας k + 1 βαθμού πολυώνυμα. Σε συστήματα

τα οποία μεταβάλλονται ταχύτατα σε συγκεκριμένες μικρές περιοχές, μία ακρι-

βής προσέγγιση χρησιμοποιώντας τα συνολικά στοιχεία ταξιθεσίας θα απαιτούσε

ο βαθμός k των πολυωνύμων να γίνει πολύ μεγάλος. Αυτό θα είχε ως αποτέλεσμα

η περιοχή του ενδιαφέροντος να προσεγγίζεται με μεγαλύτερη ακρίβεια, εις βάρος

της αύξησης των διαστάσεων του προβλήματος για την υπόλοιπη λύση.
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Σε μία τυπική εφαρμογή ενός συστήματος ελέγχου σε πραγματικό χρόνο, η πο-

ρεία δράσης περιλαμβάνει: αρχικά, σε κάθε χρονικό διάστημα, λαμβάνονται οι

μετρήσεις από τους αισθητήρες, οι οποίες στη συνέχεια υφίστανται κατάλληλη

επεξεργασία για την αντιστάθμιση των σφαλμάτων στις εξόδους των αισθητήρων.

Στη συνέχεια, οι δράσεις ελέγχου υπολογίζονται από τον αλγόριθμο ελέγχου και τα

σήματα στέλνονται στους ενεργοποιητές. Όπως φαίνεται στο σχήμα 3.2, οι δράσεις

ελέγχου μπορούν να έχουν διάφορες μορφές σε κάθε διάστημα ελέγχου. Μπορούν

να είναι σταθερές, γραμμικές ή δευτέρου βαθμού, με συνέχεια ή χωρίς συνέχεια

στις παραγώγους ή οποιαδήποτε άλλη γνωστή μορφή.

Σταθερή δράση ελέγχου

Γραμμική δράση ελέγχου

2
ης

 τάξης δράση ελέγχου

Σχήμα 3.2: Παραμετροποίηση Διανύσματος Ελέγχου

Στην πλατφόρμα του ελικοπτέρου που μελετάμε, οι ενεργοποιητές είναι ηλεκτρι-

κοί κινητήρες. Οι σταθερές χρόνου τόσο των ηλεκτρικών όσο και των μηχανικών

συνιστωσών των κινητήρων, είναι κατά πολύ μικρότερες από τις θεμελιώδεις σταθε-

ρές χρόνου του ελικοπτέρου. Ως εκ τούτου, μπορούμε να θεωρήσουμε με ακρίβεια

ότι οι ενεργοποιητές περιγράφονται από τη σταθερή δράση ελέγχου, διότι ουσια-

στικά οι μεταβολές είναι σχεδόν ακαριαίες. Επίσης επιλέγοντας τη σταθερή δράση

για την παραμετροποίηση του διανύσματος ελέγχου απλοποιούνται σημαντικά οι

εξισώσεις χωρίς να επηρεάζεται η ακρίβεια του μοντέλου.

Για τους προαναφερθέντες λόγους, κρίνεται απαραίτητο να διακριτοποιήσουμε το

χρονικό ορίζοντα σε πεπερασμένα στοιχεία. Έστω ότι ο χρονικός ορίζοντας κυμαί-

νεται μεταξύ [t0, tf ], τότε η διακριτοποίηση σε τρία πεπερασμένα στοιχεία παρου-

σιάζεται στο παρακάτω σχήμα.

Όρια πεπερασμένων στοιχείων

Στοιχεία ταξιθεσίας

Σχήμα 3.3: Διακριτοποίηση Χρονικού Ορίζοντα

Για κάθε πεπερασμένο στοιχείο, ικανοποιείται η εξίσωση (3.8), για i = 1, ..., ne,

όπου ne δηλώνει το αριθμό των πεπερασμένων στοιχείων που χρησιμοποιήθηκαν
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για τη διακριτοποίηση, επομένως ισχύει,

˙̄xi(τ) = δtif
(
x̄i, ūi, τ

)
, (3.18)

όπου τ ∈ [0, 1]. Οι αρχικές συνθήκες για κάθε πεπερασμένο στοιχείο i, είναι οι

τελικές συνθήκες του προηγούμενου πεπερασμένου στοιχείου i−1, δηλαδή ισχύει

ότι,

x̄i(0) = x̄i−1(1). (3.19)

Με τη διακριτοποίηση με ορθογώνια ταξιθεσία σε πεπερασμένα στοιχεία (OCFE)

έχουμε τη δυνατότητα σε συγκεκριμένες χρονικές περιοχές, όπου έχουμε μεγάλες

αλλαγές, να αυξήσουμε το αριθμό των στοιχείων ταξιθεσίας και έτσι να έχουμε

μεγαλύτερη ακρίβεια στη προσέγγισή μας, διατηρώντας στις υπόλοιπες περιοχές

μικρότερο αριθμό στοιχείων.

3.2 Επίλυση του Προβλήματος Βέλτιστου Ελέγχου με Χρήση

Μη-Γραμμικού Προγραμματισμού

Η διακριτοποίηση των εξισώσεων δυναμικής με τη χρήση ορθογώνιας ταξιθεσίας

σε πεπερασμένα στοιχεία μετατρέπει το πρόβλημα του βέλτιστου ελέγχου σε ένα

πρόβλημα μη-γραμμικού προγραμματισμού. Προτού προχωρήσουμε στη διατύ-

πωση του νέου προβλήματος που προκύπτει, κρίνεται σκόπιμο να γίνει μια μικρή

ανακεφαλαίωση της διακριτοποίησης που προηγήθηκε. Σύμφωνα με τη διακρι-

τοποίηση χωρίσαμε το χρονικό ορίζοντα σε ne πεπερασμένα στοιχεία. Για κάθε

πεπερασμένο στοιχείο i = 1, ..., ne, επιλέγεται ο αριθμός των στοιχείων ταξιθεσίας

ki και ο χρόνος δειγματοληψίας δti του πεπερασμένου στοιχείου i.

Σε κάθε πεπερασμένο στοιχείο, η εξίσωση (3.18) ικανοποιείται στα ki στοιχεία

ταξιθεσίας j = 1, ..., ki του αντίστοιχου πεπερασμένου στοιχείου i. Η μέθοδος του

συντοπισμού όπως έχει παρουσιασθεί στο υποκεφάλαιο 3.1.1, μπορεί να εφαρμο-

στεί σε κάθε πεπερασμένο στοιχείο. Επομένως η εξίσωση (3.18) μπορεί να γραφτεί

στην μορφή,

0 = δtif
(
xi
j ,u

i, τ
)
− Xiϕ̇

i
(τ)

= δtig
(
xi
j ,u

i
)
− Xiϕ̇

i
(τ), (3.20)

όπου xi
j ∈ ℜn συμβολίζει το διάνυσμα μεταβλητών κατάστασης x στο σημείο ταξι-

θεσίας j στο πεπερασμένο στοιχείο i. Αντίστοιχα για το διάνυσμα ελέγχου ui ∈ ℜm,

το οποίο όμως δεν εξαρτάται από τα σημεία ταξιθεσίας καθώς έχει επιλεχτεί στα-

θερή δράση στο πεπερασμένο στοιχείο. Το μητρώο Xi και το διάνυσμα ϕi, ορίζονται

σε αντιστοιχία με τις σχέσεις (3.10), με τη διαφορά ότι αναφέρονται στο στοιχείο
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i. Τέλος, οι εξισώσεις συνέχειας (3.19) μπορούν να διατυπωθούν στην ισοδύναμη

μορφή

xi(0) = xi−1(1). (3.21)

3.2.1 Διατύπωση Μη-Γραμμικού Προγράμματος

Σε αυτό το σημείο έχει πραγματοποιηθεί παραμετροποίηση σε όλες τις εξισώσεις

που διέπουν τη δυναμική του συστήματος. Κρίνεται απαραίτητο οι εξισώσεις να

ξαναγραφτούν σε μητρωική μορφή ούτως ώστε να είναι εύκολα διαχειρίσιμες και

στη συνέχεια να παρουσιαστεί το πρόβλημα βελτιστοποίησης που έχει προκύψει.

Ορίζουμε το διευρυμένο διάνυσμα x,

x =



u1

x1
0
...

x1
k
...

une

xne
0
...

xne
k



=



u1

x1

...

une

xne


=


z1

...

zne

 , (3.22)

το οποίο περιλαμβάνει τα διανύσματα ελέγχου και τις μεταβλητές κατάστασης

όπως είχαν οριστεί στη σχέση (2.29), για κάθε σημείο ταξιθεσίας όλων των πε-

περασμένων στοιχείων. Επομένως ισχύει xi
j ∈ ℜn, ui ∈ ℜm και το διευρυμένο

διάνυσμα x ∈ ℜxdim, όπου xdim =
∑ne

i=1

(
m+ (ki + 1)n

)
.

Οι περιορισμοί του προβλήματος μπορούν να μετασχηματιστούν σε ισοδύναμη

μητρωική μορφή. Ορίζουμε τη συνάρτηση f(x) και ξαναγράφουμε τη συνάρτηση

g(x), που έχει οριστεί στη σχέση (3.20), ως προς το διευρυμένο διάνυσμα x ως

εξής,

f(x) =



g11(u
1,x1

1)
...

g1k(u
1,x1

k)
...

gne1 (une,xne
1 )

...

gnek (une,xne
k )


=


g1(u1,x1)

...

gne(une,xne)

 , (3.23)

όπου f : ℜfy → ℜfx και fy = ne ·m+
∑ne

i=1 k
i · n και fx =

∑ne
i=1 k

i · n.
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Οι περιορισμοί μπορούν να χωριστούν στους γραμμικούς περιορισμούς, στους

οποίους έχουν συμπεριληφθεί οι αρχικές συνθήκες του προβλήματος, οι εξισώ-

σεις συνέχειας των πεπερασμένων στοιχείων (3.21) και ο τελευταίος όρος στη σχέση

(3.20), και στους μη γραμμικούς. Αυτός ο διαχωρισμός γίνεται για υπολογιστι-

κούς λόγους καθώς συμβάλει σημαντικά στη ταχύτητα επίλυσης και σύγκλισης

του προβλήματος, όπως θα περιγραφεί στην επόμενη ενότητα. Συνεπώς οι περιο-

ρισμοί του προβλήματος μπορούν να γραφτούν στην παρακάτω μορφή,

f(x) + A1y = 0 (3.24)

A2x+ A3y = 0, (3.25)

όπου η εξίσωση (3.24) είναι οι μη-γραμμικοί περιορισμοί και η (3.25) είναι οι

γραμμικοί περιορισμοί. Το διάνυσμα y παίρνει το ρόλο μίας προσωρινής μετα-

βλητής ώστε να είναι δυνατός ο διαχωρισμός και y ∈ ℜydim, όπου ydim =
∑ne

i=1 k
i ·n.

Το μητρώο A1, έχει την παρακάτω μορφή,

A1i =


In 0n×n · · · 0n×n

0n×n In · · · 0n×n

...
...

. . .
...

0n×n 0n×n · · · In

 , A1 =

A11 0 · · · 0

0 A12 · · · 0
...

...
. . .

...

0 0 · · · A1ne

 , (3.26)

όπου το μητρώο A1i ∈ Mn·ki×n·ki(ℜ) υποδηλώνει την μορφή στο αντίστοιχο πεπε-

ρασμένο στοιχείο i, όπου Mm×n(F) συμβολίζει το διανυσματικό χώρο των μητρώων

με διαστάσεις m×n και στοιχεία από το πεδίο F και θα υιοθετηθεί σε ό,τι ακολου-

θεί. Το συνολικό μητρώο A1 ∈ M∑ne
i=1 k

i·n×
∑ne

i=1 k
i·n(ℜ) διαχειρίζεται τις προσωρινές

μεταβλητές y και για αυτόν το λόγο κάθε μητρώο A1i είναι ένα μοναδιαίο μητρώο.

Οι διαστάσεις των μητρώων που συμβολίζονται με 0, στη γενική περίπτωση είναι

διαφορετικές και εξαρτώνται από τη θέση που έχουν στο συνολικό μητρώο. Πιο

συγκεκριμένα, έχουν πεδίο ορισμού ίδιο με του μητρώο που βρίσκεται από πάνω ή

από κάτω τους και πεδίο τιμών ίδιο με το μητρώο που βρίσκεται δεξιά ή αριστερά

τους, όπως φαίνεται στο μητρώο A1. Η αντίστοιχη λογική ακολουθείται και στα

υπόλοιπα μητρώα που θα διατυπωθούν.

Όσον αφορά τους γραμμικούς περιορισμούς, το μητρώο A3 έχει την ακόλουθη

μορφή,

A3i =



0n×n 0n×n · · · 0n×n

In 0n×n · · · 0n×n

0n×n In · · · 0n×n

...
...

. . .
...

0n×n 0n×n · · · In


, A3 =


A31 0 · · · 0

0 A32 · · · 0
...

...
. . .

...

0 0 · · · A3ne

 , (3.27)
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όπου A3i ∈ Mn(ki+1)×n·ki(ℜ) είναι το μητρώο για το πεπερασμένο στοιχείο i. Οι

διαστάσεις του συνολικό μητρώο είναι A3 ∈M∑ne
i=1 n(k

i+1)×
∑ne

i=1 k
i·n(ℜ).

Το επόμενο μητρώο A2 των γραμμικών περιορισμών έχει περισσότερο πολύπλοκη

μορφή από τα προηγούμενα και περιλαμβάνει τα μητρώα A2i και
←−
A 2i. Το μητρώο

A2i στο πρώτο μπλοκ εξισώσεων διαχειρίζεται τις αρχικές συνθήκες του συστήμα-

τος και τα υπόλοιπα μπλοκ τον τελευταίο όρο της σχέσης (3.20) και η μορφή του

παρουσιάζεται παρακάτω,

A2i =


0n×(ki+1)m In 0n×n · · · 0n×n

0n×(ki+1)m Inϕ̇i0(τ1) Inϕ̇
i
1(τ1) · · · Inϕ̇ik(τ1)

...
...

... · · ·
...

0n×(ki+1)m Inϕ̇i0(τk) Inϕ̇
i
1(τk) · · · Inϕ̇ik(τk)

 , (3.28)

όπου A2i ∈Mn(ki+1)×(ki+1)(n+m)(ℜ). Το μητρώο
←−
A 2i διαχειρίζεται τις συνθήκες συ-

νέχειας των πεπερασμένων στοιχείων και έχει την εξής μορφή,

←−
A 2i =

[
0n×(ki+1)m −Inϕi−1

0 (τf ) −Inϕi−1
1 (τf ) · · · −Inϕi−1

k (τf )

0nki×(ki+1)m 0nki×n 0nki×n · · · 0nki×n

]
, (3.29)

και οι στήλες του είναι ίσες με του μητρώου A2i που βρίσκεται από πάνω του και

οι γραμμές του ίσες με του μητρώου που βρίσκεται δεξιά του, όπως φαίνεται από

τη μορφή του συνολικό μητρώο A2,

A2 =



A21 0 0 · · · 0
←−
A 22 A22 0 · · · 0

0
←−
A 23 A23 · · · 0

...
...

...
. . .

...

0 0 · · · ←−A 2ne A2ne


, (3.30)

όπου A2 ∈ M∑ne
i=1 n(k

i+1)×
∑ne

i=1(k
i+1)(n+m)(ℜ). Στο σημείο αυτό έχουν διατυπωθεί

οι περιορισμοί του προβλήματος στην επιθυμητή μορφή. Επόμενο βήμα είναι η

διατύπωση της αντικειμενικής συνάρτησης σύμφωνα με τη διακριτοποίηση που

έχει πραγματοποιηθεί.

Αν στόχος είναι η διατήρηση των ελεγχόμενων μεταβλητών ỹ, κοντά στο μηδέν

(πρόβλημα ρύθμισης), η τετραγωνική συνάρτηση κόστους του προβλήματος βέλ-

τιστου ελέγχου, γράφεται στη μορφή,

J
(
ỹ, ũ

)
= ỹT (tf )Qyf ỹ(tf ) +

∫ tf

t0

[
ỹ

ũ

]T [
Qy Qyu

QT
yu Qu

][
ỹ

ũ

]
dt. (3.31)

Τα μητρώα στάθμισης Qy, Qyf και Qu είναι θετικά ορισμένα και το Qyu επιλέγεται

ούτως ώστε το συνολικό μητρώο να είναι θετικά ορισμένο. Η σχέση του διανύ-
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σματος εξόδου με τις μεταβλητές κατάστασης είναι γραμμική, ỹ = Cx̃. Ακόμα,

κάνοντας την αλλαγή μεταβλητής σύμφωνα με την έκφραση (3.7), τότε

dτ =
1

δti
dt,

και η αντικειμενική συνάρτηση μπορεί ισοδύναμα να γραφτεί ως προς τον αδιά-

στατο χρόνο τ ∈ [0, 1] στην μορφή,

J
(
ȳ, ū

)
= ȳneT (1)Qyf ȳ

ne(1) +

ne∑
i=1

δti
∫ 1

0

[
ȳ

ū

]T [
Qy Qyu

QT
yu Qu

][
ȳ

ū

]
dτ. (3.32)

Για το ελικόπτερο, στόχος είναι η παρακολούθηση μη μηδενικών σημείων ανα-

φοράς, για τον προσανατολισμό καθώς και το υψόμετρο πτήσης της πλατφόρμας.

Τότε αν yd είναι η επιθυμητή κατάσταση, τότε επιδιώκουμε η διαφορά του δια-

νύσματος εξόδου y με την επιθυμητή κατάσταση να είναι μηδενική. Σύμφωνα

με αυτόν το στόχο, προκύπτουν άμεσα οι μεταβλητές απόκλισης για το διάνυσμα

κατάστασης,

0 = ȳ − yd
= C(x̄− xd)

= x̄− xd = δx̄, (3.33)

και με αυτόν τον τρόπο το πρόβλημα παρακολούθησης μετατρέπεται σε πρόβλημα

ρύθμισης, επομένως ο δείκτης επίδοσης εκφράζεται σε αντίστοιχη μορφή με την

(3.32). Για το διάνυσμα ελέγχου δεν επιδιώκουμε κάποια επιθυμητή κατάσταση

αλλά τη διαφορά του παρόντος με του προηγούμενου πεπερασμένου στοιχείου,

δūi = ūi − ūi−1, (3.34)

με τη λογική ότι στην μόνιμη κατάσταση δεν επιζητούμε μηδενική δράση αλλά η

διαφορά δύο διαδοχικών δράσεων να είναι μηδενική. Επίσης με τον τρόπο αυτό,

αφαιρούνται από το σύστημα σταθερές διαταραχές αγνώστου εύρους.

Η αντικειμενική συνάρτηση παρακολούθησης μη μηδενικού σημείου αναφοράς,

σύμφωνα με τις παραπάνω διαφορές και λαμβάνοντας υπόψιν τις σχέσεις που

έχουν προκύψει από την μέθοδο του συντοπισμού, μπορεί να γραφτεί για τις

προσεγγιστικές λύσεις τους συστήματος ως εξής,

J
(
x
)
= (δxne)T (1)Qfδx

ne(1) +

ne∑
i=1

δti
∫ 1

0

[
δxi

δui

]T [
Qx Qxu

QT
xu Qu

][
δxi

δui

]
dτ, (3.35)

όπου Qx = CTQyC, Qf = CTQyfC και Qxu = CTQyu. Τα μητρώα Qx και Qf

επιλέγονται θετικά ημι-ορισμένα και το μητρώο Qxu επιλέγεται κατάλληλα ούτως
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ώστε το συνολικό μητρώο στάθμισης που προκύπτει να είναι θετικά ημι-ορισμένο.

Ορίζουμε τον όρο μέσα στο ολοκλήρωμα

Li(ui,xi) =

[
δxi

δui

]T [
Qx Qxu

QT
xu Qu

][
δxi

δui

]

=

[
Xiϕ

i(τ)− xd

ui − ui−1

]T [
Qx Qxu

QT
xu Qu

][
Xiϕ

i(τ)− xd

ui − ui−1

]
. (3.36)

Τέλος το πρόβλημα του βέλτιστου ελέγχου μπορεί να γραφτεί ως εξής,

min
x

J
(
x
)
= (Xneϕ

ne(1)− xd)
TQf (Xneϕ

ne(1)− xd) +

ne∑
i=1

δti
∫ 1

0
Li(ui,xi)dτ

s.t. f(x) + A1y = 0

A2x+ A3y = 0

lb ≤ x ≤ ub

xi
0 = x0 i = 1, ..., ne, (3.37)

όπου x0 είναι οι αρχικές συνθήκες, lb και ub είναι τα κάτω και άνω όρια αντίστοιχα

που θέτουμε στο διευρυμένο διάνυσμα.

3.2.2 Επίλυση Μη-Γραμμικού Προγράμματος

Το πρόβλημα βελτιστοποίησης (3.37) που έχει προκύψει επιλύθηκε με τον επι-

λυτή MINOS. Περισσότερες πληροφορίες μπορούν να αναζητηθούν στο εγχειρί-

διο χρήσης του προγράμματος [16]. Το MINOS έχει τη δυνατότητα να επιλύει

προβλήματα βελτιστοποίησης υπό περιορισμούς, μεγάλου μεγέθους, γραμμικά ή

μη-γραμμικά. Όταν και η αντικειμενική συνάρτηση αλλά και η περιορισμοί είναι

μη-γραμμικοί, όπως στην δικιά μας περίπτωση, τότε το MINOS χρησιμοποιεί την

μέθοδο projected Lagrangian [15]. Η μέθοδος αυτή περιλαμβάνει μία ακολουθία

μεγάλων επαναλήψεων (major iterations), όπου σε κάθε επανάληψη απαιτείται η

λύση ενός γραμμικού υποπροβλήματος υπό περιορισμούς. Κάθε υποπρόβλημα

περιλαμβάνει μία γραμμικοποίηση των μη-γραμμικών περιορισμών, καθώς και

τους γραμμικούς περιορισμούς και τα όρια στις μεταβλητές.

Στην αρχή της k μεγάλης επανάληψης, έστω ότι (xk,yk) είναι μία εκτίμηση των με-

ταβλητών και λk είναι μία εκτίμηση των πολλαπλασιαστών Lagrange που σχετίζο-

νται με τους μη-γραμμικούς περιορισμούς. Οι μη-γραμμικοί περιορισμοί γραμ-

μικοποιούνται αντικαθιστώντας την μη-γραμμική συνάρτηση f(x), με τη γραμ-

μική της προσέγγιση,

f̄(x,xk) = f(xk) + J(xk)(x− xk),
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ή για συντομία f̄ = fk + Jk(x− xk), όπου J(xk) είναι η Ιακωβιανή της διανυσμα-

τικής συνάρτησης f στο xk. Επομένως επιζητείται η λύση του παρακάτω υποπρο-

βλήματος, κατά την k μεγάλη επανάληψη,

min
x,y

F
(
x
)
+ cTx+ dTy − λT

k fd +
1

2
ρk∥fd∥2 (3.38)

s. t. b1 ≤ f̄ + A1y ≤ b2 (3.39)

b3 ≤ A2x+ A3y ≤ b4 (3.40)

lb ≤ (x,y) ≤ ub, (3.41)

όπου fd = f − f̄ είναι η διαφορά της f(x) με τη γραμικοποίησής της. Η αντι-

κειμενική συνάρτηση (3.38) ονομάζεται επαυξημένη Λαγκρανζιανή (augmented

Lagrangian). Το βαθμωτό μέγεθος ρk είναι η παράμετρος ποινής και ο όρος ο

οποίος εμπεριέχει το ρk είναι η τροποποιημένη τετραγωνική συνάρτηση ποινής.

Για την επίλυση κάθε υποπροβλήματος, μικρή επανάληψη (minor iteration), χρη-

σιμοποιείται η μέθοδος μειωμένης κλίσης (reduced-gradient). Με την εισαγωγή

ψευδομεταβλητών (slack variables), οι περιορισμοί του προβλήματος μπορούν να

γραφτούν στην παρακάτω μορφή,[
Jk A1
A2 A3

][
x

y

]
+

[
s1

s2

]
=

[
Jkxk − fk

0

]
(3.42)

ή ισοδύναμα,

A

[
x

y

]
+ s = b. (3.43)

Επίσης οι περιορισμοί μπορούν να μετασχηματιστούν με τη βοήθεια ενός μητρώου

μετάθεσης (permutation matrix) στην μορφή,

BxB + SxS + NxN = b,

όπου το μητρώο B είναι τετράγωνο και μη-ιδιάζων και σχετίζεται με το μητρώο[
A I

]
και τα διανύσματα xB,xN ,xS είναι οι βασικές, υπερβασικές και μη βα-

σικές μεταβλητές αντίστοιχα που σχετίζονται με τα διανύσματα x,y, s. Οι δυϊκές

μεταβλητές π και το διάνυσμα μειωμένης κλίσης, υπολογίζονται από τις σχέσεις,

BTπ = gB, dS = gS − STπ,

όπου gB και gS σχετίζονται με την κλίση g(x) της αντικειμενικής συνάρτησης. Σύμ-

φωνα με την μέθοδο reduced-gradient που χρησιμοποιεί το MINOS, αρχικά οι μη

βασικές μεταβλητές θέτονται ίσες με κάποιο όριο τους. Στη συνέχεια πραγματο-

ποιείται μια επαναληπτική διαδικασία, με οδηγό το διάνυσμα μειωμένης κλίσης,

οι υπερβασικές μεταβλητές μεταβάλλονται ελεύθερα εντός των ορίων τους, ούτως

ώστε να υπάρξει μείωση στην αντικειμενική συνάρτηση και οι βασικές μεταβλη-
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τές μεταβάλλονται ώστε να ικανοποιούνται οι περιορισμοί. Αν δεν υπάρξει κάποια

μείωση στην αντικειμενική συνάρτηση, τότε επιλέγεται κάποια μη βασική μετα-

βλητή να γίνει υπερβασική. Όταν κάποια βασική ή υπερβασική μεταβλητή φτάσει

σε κάποιο όριο, τότε μετατρέπεται σε μη βασική. Όταν δεν μπορεί να βρεθεί κά-

ποια εναλλαγή των μεταβλητών και οι περιορισμοί ικανοποιούνται, τότε έχουμε

φτάσει σε βέλτιστο σημείο για το υποπρόβλημα.

Ανακεφαλαιώνοντας, σε κάθε μεγάλη επανάληψη πραγματοποιείται γραμικοποί-

ηση των περιορισμών και επιλύεται το υποπρόβλημα που έχει προκύψει, λαμ-

βάνοντας μία προσεγγιστική λύση. Στη συνέχεια υπολογίζεται η διεύθυνση προς

τη λύση και υπολογίζεται η αντικειμενική συνάρτηση του μη-γραμμικού προβλή-

ματος. Η διαδικασία αυτή επαναλαμβάνεται, ώστε να βρεθεί η βέλτιστη λύση που

ικανοποιεί το πρόβλημα. Επίσης πρέπει να σημειωθεί ότι, την Ιακωβιανή Jk και

τα μητρώα A1,A2 και A3 τα διαχειριζόμαστε ως αραιούς πίνακες (sparse matrix)

και οι ποσότητες Jk, b,λk και ρk μεταβάλλονται σε κάθε μεγάλη επανάληψη.

Όπως έχει ήδη αναφερθεί, για το ελικόπτερο στόχος είναι ο έλεγχος του προσανα-

τολισμού καθώς και του υψομέτρου πτήσης της πλατφόρμας. Επομένως για τους

σκοπούς της επίλυσης, για το διάνυσμα μεταβλητών κατάστασης για κάθε σημείο

ταξιθεσίας σε κάθε πεπερασμένο στοιχείο θα ισχύει ότι,

xi
j =


(pGz)

i
j

(vGz)
i
j

(ω)ij
(q)ij

 =


pGz

vGz

ω

q

 ∈ ℜn, (3.44)

και η μορφή του διευρυμένου διανύσματος μεταβλητών κατάστασης είναι όπως

έχει οριστεί στη σχέση (3.22). Επίσης η συνάρτηση g θα λάβει την μορφή,

g(ui,xi
j) =


[0 1] 01×3 01×4

01×2 01×3 01×4

03×2 D(xi
j) 03×4

04×2 04×3 Ω(xi
j)

xi
j +


01×4

Q′(xi
j ,u

i)

D(ui)

04×4

ui +


0

−g
03×1

04×1

 , (3.45)

όπου Q′(xi
j ,u

i) = (2q21 − 1 + 2q24)(u
i)T και τα μητρώα D(xi

j), D(u
i) και Ω(xi

j) όπως

έχουν οριστεί στις σχέσεις (2.32) και (2.33) αντίστοιχα. Η παραπάνω σχέση μπορεί

επίσης να γραφτεί σε αντιστοιχία με τη (2.36) στη μορφή,

gij = Φ′(xi
j)x

i
j + B

′
d(x

i
j ,u

i)ui + b′.

Σύμφωνα με την ανάλυση σχετικά με τη διαδικασία επίλυσης, είναι απαραίτητο

να υπολογιστεί η Ιακωβιανή των περιορισμών, δηλαδή το μητρώο A όπως φαίνεται

στη σχέση (3.43). Δεδομένου ότι τα μητρώα A1, A2 και A3 έχουν ήδη διατυπωθεί,
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απομένει να υπολογίσουμε την Ιακωβιανή της συνάρτησης f(x). Σε κάθε πεπερα-

σμένο στοιχείο, η μορφή της Ιακωβιανής είναι,

∂gi

∂zi
=



∂gi1
∂ui

0n×n
∂gi1
∂xi

1

0 · · · 0

∂gi2
∂ui

0n×n 0
∂gi2
∂xi

2

· · · 0

...
...

...
...

. . .
...

∂gik
∂ui

0n×n 0 0 · · ·
∂gik
∂xi

k


. (3.46)

Συγκεκριμένα η παράγωγος της gij ως προς ui είναι,

∂gij
∂ui

=



0 0 0 0

aωf aωr aωL aωR

0 0 2rb/IxxωL −2rb/IxxωR

−2rb/Iyyωf 2rb/Iyyωr 0 0

−2d/Izzωf −2d/Izzωr 2d/IzzωL 2d/IzzωR

04×1 04×1 04×1 04×1


,

όπου a =
2b

m
(2q21−1+2q24). Πρέπει να σημειωθεί ότι τα {ωf , ωr, ωL, ωR} αναφέρονται

για το πεπερασμένο στοιχείο i και το σημείο ταξιθεσίας j και για λόγους ευκρίνειας

παραλείπονται. Επίσης, η παράγωγος της gij ως προς xi
j είναι,

∂gij
∂xi

j

=



0 1 0 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 4b/mq1
∑
ω2
i 0 0 4b/mq4

∑
ω2
i

0 0 0 Jω3 Jω2 0 0 0 0

0 0 Kω3 0 Kω1 0 0 0 0

0 0 Lω2 Lω1 0 0 0 0 0

0 0 −.5q2 −.5q3 −.5q4 0 −.5ω1 −.5ω2 −.5ω3

0 0 .5q1 −.5q4 .5q3 .5ω1 0 .5ω3 −.5ω2

0 0 .5q4 .5q1 −.5q2 .5ω2 −.5ω3 0 .5ω1

0 0 −.5q3 .5q2 .5q1 .5ω3 .5ω2 −.5ω1 0


,

όπου J =
Iyy − Izz
Ixx

, K =
Izz − Ixx
Iyy

και L =
Ixx − Iyy

Izz
. Η μορφή της συνολικής

Ιακωβιανής είναι,

J =
∂f

∂x
=



∂g1

∂z1
0 · · · 0

0
∂g2

∂z2
· · · 0

...
...

. . .
...

0 0 · · · ∂gne

∂zne


. (3.47)
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Επόμενο βήμα είναι ο υπολογισμός της αντικειμενικής συνάρτησης, όπου αναλύ-

οντας την άλγεβρα ξαναγράφεται παρακάτω,

J
(
x
)
= (ϕne)T (1)XT

neQfXneϕ
ne(1)− 2xT

dQfXneϕ
ne(1)+

+ xT
dQfxd +

ne∑
i=1

δti
∫ 1

0
Li(ui,xi)dτ, (3.48)

και αναλύοντας την άλγεβρα του Li,

Li(ui,xi) = (ϕi)T (τ)XT
i QxXiϕ

i(τ)− 2xT
dQxXiϕ

i(τ) + xT
dQxxd

+ 2(δui)TQT
xuXiϕ

i(τ)− 2(δui)TQT
xuxd

+ (δui)TQuδu (3.49)

Όπως φαίνεται από τις παραπάνω σχέσεις, μέσα στο ολοκλήρωμα περιλαμβάνο-

νται τα πολυώνυμα Lagrange ή γινόμενα τους. Ο υπολογισμός του ολοκληρώμα-

τος ενός πολυωνύμου είναι μία σχετικά εύκολη διαδικασία. Επομένως, όλοι οι

όροι που εμφανίζονται μέσα στο ολοκλήρωμα υπολογίστηκαν σε κλειστή μορφή

και προτιμήθηκαν από κάποια αριθμητική επίλυση που θα αύξανε το σφάλμα

κατά τον υπολογισμό. Προκειμένου να μπορέσουμε να υπολογίσουμε τα ζητού-

μενα ολοκληρώματα, είναι απαραίτητο κάποιοι όροι να γραφτούν σε πιο βολική

μορφή που θα είναι πιο εύκολα διαχειρίσιμη.

Έστω το τυχαίο διάνυσμα x και το μητρώο A, η σχέση xTAx μπορεί να γραφτεί

ως,

xTAx = xT
[
a0 · · · an

]
x0
...

xn

 ,
όπου a0, · · · ,an είναι διανύσματα και αντιπροσωπεύουν τις στήλες του μητρώου

A. Ισοδύναμα ισχύει,

xTAx = xT
[
x0a0+ · · · +xnan

]
= x0x

Ta0 + · · ·+ xnx
Tan,

Η παραπάνω έκφραση εύκολα φαίνεται ότι μπορεί να γραφτεί ως εξής,

xTAx =
[
x0x

T x1x
T · · · xnx

T
]

a0

a1
...

an

 ,

ή ισοδύναμα,

xTAx = vec
(
xxT

)T
vec (A) . (3.50)
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Με τον τελεστή vec, εννοούμε την έκφραση του αντίστοιχου μητρώου σε μορφή

διανύσματος, όπου η πρώτη στήλη τοποθετείται πρώτη, στη συνέχεια η δεύτερη

στήλη και ούτω καθεξής.

Επομένως με τη βοήθεια της (3.50), ο πρώτος όρος της (3.49) μπορεί να γραφτεί

ως,

(ϕi)TXT
i QxXiϕ

i = vec
(
ϕi(ϕi)T

)T
vec(XT

i QxXi). (3.51)

Το ολοκλήρωμα του παραπάνω όρου είναι,∫ 1

0
vec

(
ϕi(ϕi)T

)T
vec

(
XT
i QxXi

)
dτ = (ψi)Tvec

(
XT
i QxXi

)
, (3.52)

όπου μόνο ο όρος με τα πολυώνυμα Lagrange είναι συνάρτηση του αδιάστατου

χρόνου και η μορφή του ψi είναι η εξής,

ψi(τ) = vec


∫ 1
0 (ϕ

i
0)

2dτ
∫ 1
0 ϕ

i
0ϕ

i
1dτ · · ·

∫ 1
0 ϕ

i
0ϕ

i
kdτ∫ 1

0 ϕ
i
1ϕ

i
0dτ

∫ 1
0 (ϕ

i
1)

2dτ · · ·
∫ 1
0 ϕ

i
1ϕ

i
kdτ

...
...

. . .
...∫ 1

0 ϕ
i
kϕ

i
0dτ

∫ 1
0 ϕ

i
kϕ

i
1dτ · · ·

∫ 1
0 (ϕ

i
k)

2dτ

 (3.53)

Το ολοκλήρωμα του δεύτερου όρου της (3.49) είναι,∫ 1

0
−2xT

dQxXiϕ
idτ = −2xT

dQxXi

∫ 1

0
ϕidτ

= −2xT
dQxXiξ

i, (3.54)

όπου συνάρτηση του αδιάστατου χρόνου τ είναι μόνο το διάνυσμα ϕi και η μορφή

του ξi είναι,

ξi(τ) =

∫ 1

0
ϕi(τ)dτ =


∫ 1
0 ϕ

i
0dτ

...∫ 1
0 ϕ

i
kdτ

 . (3.55)

Το τελευταίο ολοκλήρωμα της (3.49), που απομένει να υπολογίσουμε και περιέχει

συναρτήσεις του αδιάστατου χρόνου είναι,∫ 1

0
2(δui)TQT

xuXiϕ
idτ = 2(δui)TQT

xuXiξ
i, (3.56)

όπου υπολογίζεται με τη βοήθεια της (3.55). Όλοι οι υπόλοιποι όροι της (3.49),

δεν είναι συναρτήσεις του αδιάστατου χρόνου και επομένως μπορούν να βγουν

έξω από το ορισμένο ολοκλήρωμα, διότι τα όρια ολοκλήρωσης είναι από μηδέν

μέχρι ένα.

Ο όρος που αφορά την τελική τιμή της σχέσης (3.47), με τη βοήθεια της (3.50)
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μπορεί να γραφτεί ως,

(ϕne)T (1)XT
neQfXneϕ

ne(1) = vec
(
ϕne(1)(ϕne)T (1)

)T
vec

(
XT
neQfXne

)
= ζTvec

(
XT
neQfXne

)
(3.57)

όπου το διάνυσμα ζ έχει την παρακάτω μορφή,

ζ = vec


(ϕne0 )2(1) ϕne0 (1)ϕne1 (1) · · · ϕne0 (1)ϕnek (1)

ϕne1 (1)ϕne0 (1) (ϕne1 )2(1) · · · ϕne1 (1)ϕnek (1)
...

...
. . .

...

ϕnek (1)ϕne0 (1) ϕnek (1)ϕne1 (1) · · · (ϕnek )2(1)

 . (3.58)

Με τη βοήθεια όσων έχουν αναφερθεί, ο δείκτης επίδοσης μπορεί να γραφτεί στην

εξής μορφή,

J(x) = ζTvec(XT
neQfXT

ne)− xT
dQf

[
2Xneϕ

ne − xd

]
+

ne∑
i=1

δti
[
(ψi)Tvec(XT

i QxXi)− xT
dQx

[
2Xiξ

i − xd

]
+ 2(δui)TQT

xu

[
Xiξ

i − xd

]
+ (δui)TQuδu

i

]
. (3.59)

Στο σημείο αυτό, έχουμε διατυπώσει τη σχέση (3.59) στην επιθυμητή μορφή. Επό-

μενο βήμα είναι να υπολογίσουμε την κλίση της (3.59) ως προς το διευρυμένο

διάνυσμα x. Η παράγωγος του πρώτου όρου που βρίσκεται μέσα στο άθροισμα

είναι,

∂
(
δti(ψi)Tvec(XT

i QxXi)
)

∂xi
= δti(ψi)T

∂(vec(XT
i QxXi))

∂xi
. (3.60)

Ο όρος ψi μπορεί να βγει έξω από την παράγωγο καθώς δεν εξαρτάται από το xi

και ο όρος XT
i QxXi μπορεί να γραφτεί στην μορφή,

XT
i QxXi =


(xi

0)
T

...

(xi
k)

T

Qx

[
xi
0 · · · xi

k

]

=


(xi

0)
TQx

...

(xi
k)

TQx

[
xi
0 · · · xi

k

]

=



(xi

0)
TQx

...

(xi
k)

TQx

xi
0 · · ·


(xi

0)
TQx

...

(xi
k)

TQx

xi
k


=

[
A(xi)xi

0 · · · A(xi)xi
k

]
.
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Επομένως ισχύει ότι,

vec(XT
i QxXi) =


Axi

0

Axi
1

...

Axi
k

 = Ā. (3.61)

Η παράγωγος της παραπάνω σχέσης είναι,

∂Ā
∂xi

=


∂Axi

0

∂xi
0

· · · ∂Axi
0

∂xi
k

...
. . .

...
∂Axi

k

∂xi
0

· · ·
∂Axi

k

∂xi
k

 . (3.62)

Η παράγωγος των δύο πρώτων όρων είναι,

∂Axi
0

∂xi
0

=



∂(xi
0)

TQxx
i
0
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0
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...

(xi
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0
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1
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01×n
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0)

TQx

01×n

...

01×n


.

Συνεχίζοντας με την παραπάνω λογική, προκύπτει η τελική έκφραση της παρα-

γώγου της σχέσης (3.62),

∂Ā
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(xi
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TQx
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...
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= P(xi) (3.63)

Με αντικατάσταση της (3.63) στην (3.60) προκύπτει η τελική έκφραση της παρα-

γώγου. Η παράγωγος του δεύτερου όρου που βρίσκεται μέσα στο άθροισμα της

σχέσης (3.59) είναι,
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∂
(
− δtixT

dQx[2Xiξ
i − xd]

)
∂xi

= −2δtixT
dQx

∂Xiξ
i

∂xi
, (3.64)

όπου η παράγωγος του τελευταίου όρου είναι,

∂Xiξ
i

∂xi
=
∂
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i
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i
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i
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]
=

[
ξi0In · · · ξikIn

]
, (3.65)

και η τελική έκφραση της παραγώγου είναι,

∂
(
− δtixT

dQx[2Xiξ
i − xd]

)
∂xi

= −2δtixT
dQx

[
ξi0In · · · ξikIn

]
(3.66)

Η παράγωγος του επόμενου όρου, με αντίστοιχη διαδικασία προκύπτει,

∂
(
2δti(δui)TQT

xu[Xiξ
i − xd]

)
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= 2δti(δui)TQT
xu

∂Xiξ
i
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[
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]
(3.67)

Ο πρώτος όρος της (3.59) εξαρτάται από το τελευταίο πεπερασμένο στοιχείο, συ-

νεπώς η παράγωγός του είναι,

∂
(
ζTvec(XT

neQfXne)
)

xne
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∂(vec(XT
neQfXne))

xne
= ζTP′(xne), (3.68)

όπου η μορφή του P′ είναι,
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, (3.69)
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και για τον υπολογισμό του, πραγματοποιήθηκε ανάλογη διαδικασία με τον υπο-

λογισμό της σχέσης (3.63). Η παράγωγος του δεύτερου όρου της (3.59) είναι,

∂
(
− xT

dQf [2Xneϕ
ne − xd]

)
∂xne

= −2xT
dQf

∂Xneϕ
ne

∂xne

= −2xT
dQf

[
ϕne0 (1)In · · · ϕnek (1)In

]
, (3.70)

και ώστε να καταλήξουμε στην παραπάνω σχέση πραγματοποιήθηκε λογική ανά-

λογη με τη σχέση (3.55).

Στο σημείο αυτό έχουμε υπολογίσει όλες τις παραγώγους της αντικειμενικής συ-

νάρτησης ως προς τις μεταβλητές κατάστασης xi για κάθε πεπερασμένο στοιχείο i.

Το επόμενο βήμα είναι να υπολογίσουμε τις παραγώγους της αντικειμενικής συ-

νάρτησης ως προς το διάνυσμα ελέγχου. Η πρώτη παράγωγος της (3.59) ως προς

ui είναι,

∂
(
2δti(δui)TQT

xu[Xiξ
i − xd]

)
∂ui

= 2δti[Xiξ
i − xd]

TQxu
∂(ui − ui−1)

∂ui

= 2δti(Xiξ
i − xd)

TQxu, (3.71)

και η παράγωγος για το επόμενο πεπερασμένο στοιχείο ως προς ui είναι,

∂
(
2δti+1(δui+1)TQT

xu[Xi+1ξ
i+1 − xd]

)
∂ui

= 2δti+1[Xi+1ξ
i+1 − xd]

TQxu
∂(ui+1 − ui)

∂ui

= −2δti+1(Xi+1ξ
i+1 − xd)

TQxu. (3.72)

Η παράγωγος του τελευταίου όρου της (3.59) ως προς ui είναι,

∂
(
δti(δui)TQuδu

i
)

∂ui
= δti

∂
(
(ui − ui−1)TQu(u

i − ui−1)
)

∂ui

= 2δti((ui)TQu − (ui−1)TQu)

= 2δti(δui)TQu, (3.73)

και η παράγωγος για το επόμενο πεπερασμένο στοιχείο ως προς ui είναι,

∂
(
δti+1(δui+1)TQuδu

i+1
)

∂ui
= δti+1∂

(
(ui+1 − ui)TQu(u

i+1 − ui)
)

∂ui

= 2δti+1((ui)TQu − (ui+1)TQu)

= −2δti(δui+1)TQu. (3.74)

Στο σημείο αυτό έχουν υπολογιστεί όλοι οι παράγωγοι που απαιτούνται ώστε να

διατυπωθεί η κλίση της αντικειμενικής συνάρτησης ως προς το διευρυμένο διά-

νυσμα x. Ανακεφαλαιώνοντας τους παραπάνω υπολογισμούς, η κλίση για το πε-

περασμένο στοιχείο i ως προς το διάνυσμα ελέγχου ui για το αντίστοιχο στοιχείο,
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τελικά θα έχει την παρακάτω μορφή,

∂J

∂ui
=

[
2(Xiξ

i − xd)
TQxu + 2(δui)TQu

]
δti

−
[
2(Xi+1ξ

i+1 − xd)
TQxu + 2(δui+1)TQu

]
δti+1, (3.75)

και αντίστοιχα, ως προς τις μεταβλητές κατάστασης xi, θα έχει την μορφή,

∂J

∂xi
=

[
2((δui)TQT

xu − xT
dQx)

[
ξi0In · · · ξikIn

]
+ (ψi)TP

]
δti. (3.76)

Συγκεκριμένα για το τελευταίο πεπερασμένο στοιχείο, η κλίση της αντικειμενικής

συνάρτησης ως προς xne θα είναι,

∂J

∂xne
=

[
2((δune)TQT

xu − xT
dQx)

[
ξne0 In · · · ξnek In

]
+ (ψne)TP

]
δtne

+
[
− 2xdQf

[
ϕne0 (1)In · · · ϕnek (1)In

]
+ ζTP′

]
. (3.77)

Τέλος η κλίση της αντικειμενικής συνάρτησης για όλα τα πεπερασμένα στοιχεία

ως προς το διευρυμένο διάνυσμα x είναι της μορφής,

∂J

∂x
=

[
∂J

∂u1

∂J

∂x1
0

· · · ∂J

∂x1
k

· · · ∂J

∂une

∂J

∂xne
0

· · · ∂J

∂xne
k

]
. (3.78)

Κατά την αρχική χρονική στιγμή, προκειμένου να ξεκινήσει η επαναληπτική δια-

δικασία, είναι απαραίτητο να εξαχθεί μία σχέση για τον υπολογισμό του δu1 =

u1−u0, διότι εκτός από τη γνωστή αρχική τιμή u1 περιλαμβάνει και τον όρο u0. Η

επιπλοκή αυτή επιλύεται αναζητώντας την τιμή του u0 που οδηγεί στην ελάχιστη

τιμή της συνάρτησης κόστους. Επομένως με τη βοήθεια της (3.75) ισχύει,

∂J

∂u0
= −2δt1

[
(δu1)TQu + (X1ξ

1 − xd)
TQxu

]
= 0,

άρα αναλύοντας τις πράξεις ισχύει,

QT
u δu

1 = −QT
xu(X1ξ

1 − xd)

δu1 = −Q0
uQ

T
xu(X1ξ

1 − xd). (3.79)

Με αντικατάσταση της παραπάνω έκφρασης στην (3.75) μπορούμε να υπολογί-

σουμε τον όρο ∂J/∂u1 και να ξεκινήσουμε τους υπολογισμούς.

3.2.3 Αποτελέσματα Προσομοιώσεων

Σε αυτό το σημείο, σκοπός είναι η κατάλληλη επιλογή των μητρώων στάθμισης

της συνάρτησης κόστους (3.32), ούτως ώστε η επίλυση του βέλτιστου προβλήμα-

τος (3.37) ελέγχου να οδηγεί στα επιθυμητά χαρακτηριστικά επίδοσης. Σε πρώτη
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φάση, οι τιμές των παραμέτρων των μητρώων στάθμισης επιλέγονται με τη λο-

γική, ώστε στην περίπτωση που οι ελεγχόμενες μεταβλητές φτάσουν στη μέγιστη

τιμή τους, τότε η συνεισφορά τους στο κόστος της τετραγωνικής αντικειμενικής

συνάρτησης να είναι ίδια. Συνεπώς, η μέγιστη επιτρεπτή τιμή του ύψους πτήσης

του ελικοπτέρου pGz ή για ευκολία z, επιλέχθηκε ±20 m. Η μέγιστη επιτρεπτή

τιμή της ταχύτητας του κέντρου μάζας της πλατφόρμας επιλέχθηκε ±5 m/s και

η γωνιακή ταχύτητα του συστήματος αναφοράς B ως προς το αδρανειακό επιλέ-

χθηκε ±25 rad/s. Επίσης, ∥q∥ = 1 και συνεπώς qmax = 1. Τέλος, οι κινητήρες

που χρησιμοποιούνται σε πλατφόρμες όπως το Quadrotor, τυπικά μπορούν να

παράξουν δύναμη ώθησης περίπου ίση με τη μάζα του ελικοπτέρου (1.05 kg).

Επομένως, η τιμή για τη μέγιστη γωνιακή ταχύτητα των κινητήρων επιλέχθηκε

ωmax = 821 rad/s = 7847 rpm.

Σύμφωνα με τα παραπάνω, ορίζονται τα μητρώο Qy και Qu στη μορφή,

Qy = diag
(
a/z2max, b/v

2
max, c/ω

2
max, c/ω

2
max, c/ω

2
max, d/q

2
max, d/q

2
max, d/q

2
max, d/q

2
max

)
(3.80)

Qu = e/u2maxI4 (3.81)

και το μητρώο Qyu επιλέγεται μηδενικό. Το μητρώο τελικής κατάστασης Qyf επι-

λέχθηκε ίσο με το μητρώο Qy και τα μητρώα στάθμισης επιλέγονται

Qx = Qf = CTQyC

όπου C είναι μοναδιαίο μητρώο, καθώς θεωρήθηκε ότι όλο το διάνυσμα καταστά-

σεων είναι διαθέσιμο για μέτρηση. Για τη ρύθμιση των μητρώων στάθμισης, θα

πραγματοποιηθεί η εξέταση της επίδρασης των παραμέτρων {a, b, c, d, e}.
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Σχήμα 3.4: Απόκριση - ϕ, Π.1 d1 = 1, Π.2 d2 = 10
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Στα σχήματα 3.4 και 3.5 παρουσιάζεται η απόκριση για τις γωνίες, ϕ (roll) γύρω

από τον άξονα Bx του ελικοπτέρου και ψ (yaw) γύρω από τον άξονα Bz, αντίστοιχα

για δύο περιπτώσεις (Π.1, Π.2). Και στις δύο περιπτώσεις ισχύει a1 = a2 = 1,

b1 = b2 = 1, c1 = c2 = 1, e1 = e2 = 1 και επιζητείται η επαναφορά του συστήματος

στις γωνίες ϕd = 0◦ και ψd = 0◦. Για την Π.1 ισχύει d1 = 1 ενώ για την Π.2 επιλέ-

γεται μεγαλύτερη στάθμιση στους όρους των τετραδονίων και ισχύει d2 = 10. Για

τη διακριτοποίηση του προβλήματος επιλέχθηκαν ne = 30 πεπερασμένα στοιχεία,

k = 2 σημεία ταξιθεσίας και δt = 0.04 sec που είναι, ένας τυπικός χρόνος δειγ-

ματοληψίας για τέτοιου είδους εφαρμογές. Όπως παρατηρούμε στα παραπάνω

σχήματα, η υψηλότερη στάθμιση του τετραδονίου στη δεύτερη περίπτωση οδηγεί

σε μικρότερο χρόνο αποκατάστασης του συστήματος αλλά με μεγαλύτερη υπερύ-

ψωση και στις δύο γωνίες. Επίσης, η υψηλότερη στάθμιση έχει ως αποτέλεσμα
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Σχήμα 3.6: Γωνιακές Ταχύτητες Κινητήρων, Απόκριση - ψ, Π.1 d1 = 1
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Σχήμα 3.7: Γωνιακές Ταχύτητες Κινητήρων, Απόκριση - ψ, Π.2 d2 = 10

τη δημιουργία ενός πιο επιθετικού ελεγκτή, όπως φαίνεται από τη συμπεριφορά

των μεταβλητών ελέγχου, στα σχήματα 3.6 και 3.7 για τη γωνία ψ.

Στο σχήμα 3.8 παρουσιάζεται η απόκριση για τη γωνία θ και επιζητείται η γωνία

θd = 30◦. Η διακριτοποίηση του χρονικού ορίζοντα παραμένει ίδια, ενώ επιλέχθηκε

διαφορετικός αριθμός στοιχείων ταξιθεσίας. Συγκεκριμένα, τα 4 πρώτα στοιχεία

αποτελούνται από 2 σημεία ταξιθεσίας, τα επόμενα 10 από 4 καθώς αναμένονται

μεγάλες μεταβολές στις γωνίες και τα υπόλοιπα 16 στοιχεία περιλαμβάνουν 2 ση-

μεία ταξιθεσίας καθώς το σύστημα θα βρίσκεται σχεδόν σε μόνιμη κατάσταση.

Αυτή η διακριτοποίηση έχει ως αποτέλεσμα τη δημιουργία 1710 εξισώσεων, όπου

οι 720 είναι μη-γραμμικές και 1830 μεταβλητών με τις μη-γραμμικές να είναι 1110.

Για τις δύο περιπτώσεις ισχύει a1 = a2 = 1, b1 = b2 = 1, c1 = c2 = 1, d1 = d2 = 1.
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Σχήμα 3.8: Απόκριση - θ, Π.1 e1 = 1, Π.2 e2 = 10
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Η αύξηση της τιμής της παραμέτρου e (e1 = 1, e2 = 10) έχει ως αποτέλεσμα την

αύξηση του χρόνου αποκατάστασης και μία μικρή υπερύψωση της γωνίας κατά

1◦. Επίσης, όπως είναι αναμενόμενο, η υψηλότερη στάθμιση στο διάνυσμα ελέγ-
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Σχήμα 3.9: Γωνιακές Ταχύτητες Κινητήρων, Απόκριση - θ, Π.1 e1 = 1
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Σχήμα 3.10: Γωνιακές Ταχύτητες Κινητήρων, Απόκριση - θ, Π.2 e1 = 10

χου οδηγεί σε έναν πιο συντηρητικό ελεγκτή όπως φαίνεται από τα παραπάνω

διαγράμματα.

Στο σχήμα 3.11 παρουσιάζεται η απόκριση της μεταβλητής z και στόχο zd = 2.5m.

Για τη διακριτοποίηση επιλέχθηκαν ne = 37 πεπερασμένα στοιχεία, k = 3 ση-

μεία ταξιθεσίας και χρόνος δειγματοληψίας δt = 0.05 sec. Λόγω της συγκεκριμέ-

νης διακριτοποίησης παρουσιάζονται 2331 εξισώσεις όπου οι 999 εξ’ αυτών είναι

μη-γραμμικές και 1830 μεταβλητές όπου οι 1110 είναι μη-γραμμικές. Εξαιτίας

των αργών δυναμικών χαρακτηριστικών που παρουσιάζονται για τη μεταβλητή z,
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απαιτείται υψηλή στάθμιση της παραμέτρου a και επιλέχθηκε a = 1000. Για τις

υπόλοιπες παραμέτρους ισχύει b = c = 1, d = 10, e = 1. Όπως παρατηρείται
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Σχήμα 3.11: Απόκριση - z

στο σχήμα 3.12, οι μεταβλητές ελέγχου συμπίπτουν αρχικά με το άνω όριο και

στη συνέχεια συμπίπτουν με το κάτω όριο που έχει οριστεί στη σχέση (3.37). Σε

πραγματικές συνθήκες τα σήματα ελέγχου επηρεάζονται από τις διαταραχές που

διέπουν το σύστημα, επομένως είναι καλή τεχνική κατά το σχεδιασμό, οι παρά-

μετροι του συστήματος να επιλέγονται έτσι ώστε οι μεταβλητές ελέγχου να μην

πλησιάζουν τις οριακές τιμές και συνεπώς να μην οδηγούμαστε σε κορεσμό των

ενεργοποιητών.
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Σχήμα 3.12: Γωνιακές Ταχύτητες Κινητήρων, Απόκριση - z

Στο σχήμα 3.13 παρουσιάζεται ένα πιο σύνθετο πρόβλημα για μεγάλα εύρη γω-

νιών. Πιο συγκεκριμένα, επιζητείται η γωνία ϕd = 0◦, η γωνία θd = 10◦ και η γωνία

ψd = 10◦. Η διακριτοποίηση που επιλέχθηκε είναι ne = 30, k = 2, δt = 0.04 sec

και για τις παραμέτρους ισχύει a = 1, b = 1, c = 1, d = 10 και e = 0.1. Όπως
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Σχήμα 3.13: Αποκρίσεις - ϕ, θ, ψ

παρατηρείται με τη μικρότερη στάθμιση της παραμέτρου e, είναι εφικτές μεγάλες

μεταβολές των μεταβλητών ελέγχου διατηρώντας χαμηλή τιμή στο κόστος της αντι-

κειμενικής συνάρτησης. Επομένως, το σύστημα οδηγείται σε μόνιμη κατάσταση

με μικρό χρόνο αποκατάστασης.
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Σχήμα 3.14: Γωνιακές Ταχύτητες Κινητήρων - Αποκρίσεις - ϕ, θ, ψ

Στόχος είναι ο έλεγχος του ύψους πτήσης και του προσανατολισμού του ελικοπτέ-

ρου. Από την ανάλυση που προηγήθηκε, συμπεραίνουμε ότι η υψηλή στάθμιση

της παραμέτρου που σχετίζεται με το τετραδόνιο d = 10, επιδρά θετικά στη συ-

μπεριφορά του συστήματος. Ακόμη, παρατηρούμε ότι όταν e = 0.1 οδηγούμαστε

σε έναν επιθετικό ελεγκτή με προδιαγραφές που βρίσκονται στα επιθυμητά όρια.

Επίσης, για τον έλεγχο του ύψους πτήσης απαιτείται υψηλή στάθμιση της πα-

ραμέτρου a, πράγμα που δεν επιδρά θετικά στον έλεγχο του προσανατολισμού.

Βασιζόμενοι στα όσα περιγράφηκαν, παράγεται μία αρχική εκτίμηση για τις τιμές
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των παραμέτρων και πάνω σε αυτή μπορεί να στηριχθεί η τελική ρύθμιση αυτών,

κατά την εφαρμογή του συστήματος ελέγχου.

3.3 Ομοτοπική Μέθοδος Συνέχισης Λύσεων των Συνθηκών

Βέλτιστου (KKT)

Το μη-γραμμικό πρόγραμμα (3.37) που επιλύθηκε, ικανοποιεί της πρώτης τά-

ξης αναγκαίες συνθήκες Karush–Kuhn–Tucker (KKT) στο σημείο της βέλτιστης

λύσης x. Πιο συγκεκριμένα, αν F είναι η αντικειμενική συνάρτηση, h είναι οι πε-

ριορισμοί ισότητας και g είναι οι περιορισμοί ανισότητας, οι οποίες είναι συνεχείς

και παραγωγίσιμες κοντά στο σημείο βέλτιστης λύσης τότε οι αναγκαίες συνθήκες

KKT είναι, [
∂F

∂x
(x)

]T
+

[
∂h

∂x
(x)

]T
λ+

[
∂g

∂x
(x)

]T
µ = 0, (3.82)

h(x) = 0, (3.83)

g(x) ≤ 0, (3.84)

µ ≥ 0, (3.85)

gT (x)µ = 0, (3.86)

όπου λ και µ είναι οι πολλαπλασιαστές KKT. Η σχέση (3.82) είναι γνωστή ως

συνθήκη στασιμότητας (stationarity condition), οι σχέσεις (3.83) και (3.84) ως

συνθήκες εφικτότητας (primal feasibility) με την υπόθεση ότι οι παράγωγοι των

ενεργών περιορισμών ανισότητας και ισότητας είναι γραμμικώς ανεξάρτητοι στο

σημείο βέλτιστης λύσης (LICQ), η (3.85) ως συνθήκη μη-αρνητικότητας (dual fea-

sibility) και η (3.86) ως συνθήκη συμπληρωματικής χαλαρότητας (complemen-

tary slackness). Επομένως, μπορούμε να μετατρέψουμε το σύστημα (3.37) σε ένα

μεγάλο σύστημα αλγεβρικών εξισώσεων που θα ικανοποιεί τις συνθήκες KKT, της

συμβολικής μορφής,

f̂(x,λ,µ) = 0. (3.87)

Όπως έχει αναφερθεί στην αρχή του κεφαλαίου, κατά την εφαρμογή του μη-

γραμμικού προβλεπτικού ελεγκτή, στην αρχή κάθε διαστήματος δειγματοληψίας

λαμβάνονται οι νέες μετρήσεις από τους αισθητήρες και στη συνέχεια επαναλαμ-

βάνεται η επίλυση του προβλήματος για την εξαγωγή της νέας πρόρρησης του

μοντέλου. Άρα σε κάθε διακριτό χρονικό διάστημα επιλύουμε το ίδιο πρόβλημα

με διαφορετικές αρχικές συνθήκες. Με χρήση μιας ομοτοπικής μεθόδου για τις

αρχικές συνθήκες του προβλήματος, οι (3.87) μπορούν να εκφραστούν ως μία

ομοτοπία που συνδέει τη γνωστή βέλτιστη λύση με αρχικές συνθήκες p0, με την

αναζητούμενη λύση του προβλήματος με αρχικές συνθήκες p1 για το επόμενο
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διάστημα δειγματοληψίας. Με την εισαγωγή της παραμέτρου ζ ∈ [0, 1], ώστε το

πρόβλημα να έχει γνωστή λύση όταν ζ = 0, δηλαδή οι αρχικές συνθήκες να ταυτί-

ζονται με τις αρχικές συνθήκες του προβλήματος που έχει επιλυθεί και όταν ζ = 1

οι αρχικές συνθήκες να ταυτίζονται με αυτές του νέου προβλήματος, τότε έχουμε

τη σχέση

(x1
0 − p0)− θζ = 0, (3.88)

όπου θ
△
= p1 − p0. Επομένως, με σταδιακή αύξηση της τιμής της παραμέτρου ζ

και εφαρμογή μιας μεθόδου συνέχισης είναι δυνατός ο προσδιορισμός της λύσης

του προβλήματος (3.87) για ζ = 1.

Έστω το σύστημα αλγεβρικών εξισώσεων (3.89), που εμπεριέχει και σταθερές πα-

ραμέτρους µ, όπως αρχικές συνθήκες, οπότε μπορεί να εκφραστεί στην μορφή,

f(x;µ) = 0. (3.89)

Συχνά είναι απαραίτητη η επίλυση του παραπάνω συστήματος για διάφορες τιμές

των παραμέτρων. Για αυτόν το λόγο, έχουν αναπτυχθεί διάφορες μεθοδολογίες

με τις οποίες είναι δυνατός ο συστηματικός και γρήγορος εντοπισμός ολόκληρων

κλάδων λύσεων που προκύπτουν από τις μεταβολές των παραμέτρων, και είναι

γνωστές ως μέθοδοι συνέχισης λύσεων (continuation methods) και βασίζονται στο

θεώρημα των πεπλεγμένων συναρτήσεων. Η θεωρητική περιγραφή των μεθόδων,

στηρίχθηκε στο βιβλίο [21], και ο ενδιαφερόμενος αναγνώστης παραπέμπεται σε

αυτό για εκτεταμένη ανάλυση αυτών.

Σύμφωνα με το θεώρημα πεπλεγμένων συναρτήσεων, αν x0 αποτελεί λύση της

(3.89) για τη τιμή της παραμέτρου µ0, δηλαδή

f(x0;µ0) = 0

και ο αντίστοιχος Ιακωβιανός πίνακας J(x0;µ0) είναι ομαλός, δηλαδή δεν έχει

μηδενική ιδιοτιμή και άρα είναι αντιστρέψιμος, τότε αποδεικνύεται ότι υπάρχει

μοναδική συνάρτηση

x = x̂(µ), (3.90)

όπου x̂(µ0) = x0 και για αρκετά μικρή απόκλιση του µ από το µ0, αποτελεί λύση

της (3.89). Επιπλέον, αν η αρχική συνάρτηση έχει μέχρι και k-τάξης συνεχείς

παραγώγους ως προς x και µ, τότε και η συνάρτηση x = x̂(µ) έχει μέχρι και

k-τάξης συνεχείς παραγώγους ως προς µ. Επίσης, οι ιδιοτιμές του Ιακωβιανού

πίνακα είναι συνεχείς συναρτήσεις των παραμέτρων του συστήματος, επομένως

αναμένεται να παραμείνει αντιστρέψιμος, τουλάχιστο σε μια περιοχή τιμών των

παραμέτρων κοντά στην αρχική τιμή µ0. Συνεπώς, η λύση x = x0 αποτελεί ση-

μείο σε κλάδο λύσεων, ο οποίος μπορεί να συνεχισθεί σε διαστήματα παραμέτρων

όπου ο αντίστοιχος Ιακωβιανός πίνακας παραμένει αντιστρέψιμος. Σε πολλές πε-
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ριπτώσεις εξετάζεται χωριστά η επίδραση κάθε παραμέτρου επομένως η (3.89)

μπορεί να γραφτεί

f(x;µ) = 0. (3.91)

Η μέθοδος συνέχισης που χρησιμοποιήθηκε είναι η λεγόμενη μέθοδος συνέχι-

σης ψευδοτόξου (pseudo-arclength continuation), η οποία αντιμετωπίζει διάφορα

υπολογιστικά προβλήματα που παρουσιάζονται, όπως τα σημεία καμπής και τα

σημεία διακλάδωσης, όπου ο Ιακωβιανός πίνακας είναι μη αντιστρέψιμος. Σύμ-

φωνα με τη μέθοδο αυτή, ως παράμετρος συνέχισης επιλέγεται μία νέα μετα-

βλητή s, η οποία αντιπροσωπεύει το μήκος τόξου των σημείων του κλάδου λύσεων

από το αρχικό σημείο (x0, µ0). Επομένως, η λύση της εξίσωσης και η παράμε-

τρος μπορούν να εκφραστούν στην παραμετρική μορφή x = x(s) και µ = µ(s),

οπότε τα σημεία του αναζητούμενου κλάδου λύσεων ικανοποιούν το σύστημα

f(x(s), µ(s)) = 0. Με παραγώγιση της τελευταίας ως προς τη μεταβλητή s προ-

κύπτει,

J(x, µ)x′ + fµ(x, µ)µ
′ = 0, (3.92)

όπου

x′ =
dx

ds
, µ′ =

dµ

ds
, fµ =

∂f

∂µ
. (3.93)

Με την εισαγωγή του ορισμού

u
△
=
dx

dµ
, (3.94)

η (3.92) μπορεί να γραφτεί στην ισοδύναμη μορφή,

J(x, µ)u = −fµ(x, µ). (3.95)

Εφόσον ο αντίστοιχος Ιακωβιανός πίνακας είναι αντιστρέψιμος, η διαδικασία συ-

νέχισης αρχίζει με την επίλυση του τελευταίου συστήματος γραμμικών αλγεβρικών

εξισώσεων ως προς το διάνυσμα u. Εύκολα γίνεται αντιληπτό, ότι αν είναι γνωστό

το διάνυσμα u τότε είναι δυνατός ο προσδιορισμός της παραγώγου x′ αν είναι

γνωστή η παράγωγος της παραμέτρου µ′, μέσω της σχέσης

x′ = uµ′. (3.96)

Για τον υπολογισμό του όρου µ′, ορίζουμε το (n+ 1) διαστάσεων διάνυσμα

et(s)
△
=

[
x′

µ′

]
, (3.97)

όπου όπως φαίνεται από τη σχέση (3.92), το διάνυσμα είναι εφαπτόμενο στο ση-

μείο (x, µ) του εξεταζόμενου κλάδου στον αντίστοιχο χώρο (n+ 1) διαστάσεων.

Αν το διάνυσμα είναι μοναδιαίο τότε ισχύει
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n∑
k=1

(x′k)
2 + (µ′)2 = 1, (3.98)

επομένως οι σχέσεις (3.95) και (3.98) αποτελούν ένα σύστημα (n+ 1) αλγεβρικών

εξισώσεων ως προς τα στοιχεία του εφαπτομενικού διανύσματος et(s) στο σημείο

(x, µ). Με αντικατάσταση της (3.96) στην (3.98), προκύπτει η σχέση,

µ′ = ± 1√
1 +

∑n
k=1 u

2
k

, (3.99)

όπου το πρόσημο καθορίζει την κατεύθυνση συνέχισης. Επομένως υπολογίζοντας

το διάνυσμα u μέσω της σχέσης (3.95), μπορούμε να υπολογίσουμε τον όρο µ′ από

την παραπάνω σχέση και συνεπώς μέσω της (3.96) μπορούμε να υπολογίσουμε

την παράγωγο x′. Μία εκτίμηση για τη λύση στο νέο σημείο του κλάδου, με μήκος

τόξου s+∆s, είναι

x(s+∆s) = x(s) + x′(s)∆s, (3.100)

και η αντίστοιχη τιμή της παραμέτρου είναι

µ(s+∆s) = µ(s) + µ′(s)∆s. (3.101)

Σε περίπτωση που η εφαπτομενική πρόβλεψη, σχέσεις (3.100) και (3.101), οδηγεί

σε περιοχή όπου δεν υπάρχουν λύσεις, κοντά στο σημείο καμπής, παράκαμψη του

σημείου αυτού επιτυγχάνεται θεωρώντας την ευθεία που είναι κάθετη στο σημείο

της εφαπτομενικής πρόβλεψης. Η διεύθυνση της ευθείας ορίζεται από τη σχέση[
(x− x0)

T (µ− µ0)
]T
et = 0

(x− x0)
Tx′

0 + (µ− µ0)µ′0 = 0.

Επομένως, με εφαρμογή των σχέσεων (3.98), (3.100) και (3.101) προκύπτει ότι,

h(x, µ)
△
= (x− x0)

Tx′
0 + (µ− µ0)µ′ −∆s = 0. (3.102)

Έτσι, η αρχική εκτίμηση σε κλάδο λύσεων όπου είναι δυνατή η συνέχιση των

λύσεων, προσδιορίζεται με εφαρμογή της μεθόδου Newton-Raphson και επίλυση

του συστήματος των εξισώσεων (3.91) και (3.102) ως προς x και µ. Σε σημεία όπου

είναι εφικτή η αντιστροφή του Ιακωβιανού πίνακα, η πρόβλεψη που εκφράζεται

από τις εφαπτομενικές εκτιμήσεις διορθώνεται και υπολογίζεται μία ακριβέστερη

λύση με εφαρμογή της μεθόδου Newton-Raphson. Όπως είναι φανερό, η ακρί-

βεια της λύσης και η ταχύτητα σύγκλισης εξαρτάται σημαντικά από τη μεταβολή

του μήκους τόξου ∆s. Επομένως, κατά την επιλογή του είναι απαραίτητο να λη-

φθούν υπόψιν διάφορα χαρακτηριστικά του συστήματος, όπως η καμπυλότητα

του αναζητούμενου κλάδου λύσεων στο εξεταζόμενο σημείο.
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3.3.1 Μαθηματική Διατύπωση

Αφού έγινε μία θεωρητική περιγραφή των μεθόδων που χρησιμοποιήθηκαν, είναι

απαραίτητο να παρουσιασθεί η μαθηματική διατύπωση του προβλήματος. Σύμ-

φωνα με τη συνθήκη στασιμότητας (3.82), F είναι η αντικειμενική συνάρτηση

που έχει οριστεί στη σχέση (3.35) και η ποσότητα ∂F/∂x είναι η κλίση της αντι-

κειμενικής συνάρτησης όπως περιγράφεται από τη σχέση (3.78). Οι περιορισμοί

ισότητας (3.24) και (3.25), λαμβάνοντας υπόψιν και τη σχέση (3.88) μπορούν να

μετασχηματιστούν εύκολα στη μορφή

f(x)− Ax = 0 (3.103)

Bx− b(ζ) = 0, (3.104)

ή στη συμβολική μορφή

h(x; ζ) = 0. (3.105)

Πρέπει να σημειωθεί ότι το παραπάνω σύστημα είναι ισοδύναμο με το σύστημα

(3.24) και (3.25) όταν ζ = 0.

Η συνάρτηση f(x) περιγράφεται από τη σχέση (3.23) και η μορφή των μητρώων

A και B είναι,

A =


A1 0 · · · 0

0 A2 · · · 0
...

...
. . .

...

0 0 · · · Ane

 , B =



B̄1 0 0 · · · 0

B′
2 B̄2 0 · · · 0

0 B′
3 B̄3 · · · 0

...
...

...
. . .

...

0 0 · · · B′
ne B̄ne


, (3.106)

όπου B ∈ M(ne+1)n×
∑ne

i=1 l
i(ℜ), li = n(ki + 1) + m και A ∈ M∑ne

i=1 nk
i×

∑ne
i=1 l

i(ℜ).
Επίσης, η μορφή των μητρώων B̄i, B′

i και Ai για το πεπερασμένο στοιχείο i είναι,

B̄i =
[
0n×m In 0n · · · 0n

]
(3.107)

B′
i =

[
0n×m −Inϕi−1

0 (1) · · · −Inϕi−1
k (1)

]
(3.108)

Ai =


0n×(ki+1)m Inϕ̇i0(τ1) Inϕ̇

i
1(τ1) · · · Inϕ̇ik(τ1)

...
...

... · · ·
...

0n×(ki+1)m Inϕ̇i0(τk) Inϕ̇
i
1(τk) · · · Inϕ̇ik(τk)

 , (3.109)

όπου B̄i ∈ Mn×li(ℜ), B′
i ∈ Mn×li(ℜ) και Ai ∈ Mnki×li−1(ℜ). Τέλος, λαμβάνοντας

υπόψιν τη σχέση (3.88), το διάνυσμα b(ζ) έχει τη μορφή

b(ζ) =

[
p0 + θζ

0

]
∈ ℜ(ne+1)n (3.110)
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και αντιπροσωπεύει την ομοτοπία στις αρχικές συνθήκες το προβλήματος.

Η συνάρτηση g(x) στη σχέση (3.82), περιγράφει τους ενεργούς περιορισμούς ανι-

σότητας του συστήματος και ορίζεται ως,

g(x) =

[
Ux− ub

Lx+ lb

]
≤ 0, (3.111)

όπου U είναι

U =


U1 0 · · · 0

0 U2 · · · 0
...

...
. . .

...

0 0 · · · Une

 , Ui =


Im 0m×n · · · 0m×n

0m×m 0m×n · · · 0m×n

...
...

. . .
...

0m×m 0m×n · · · 0m×n

 (3.112)

και U ∈M∑ne
i=1 l

i×
∑ne

i=1 l
i(ℜ) και Ui ∈Mli×li(ℜ) με li = n(ki+1)+m. Ακόμη, Li = −Ui

και συνεπώς L = −U. Η παράγωγος της συνάρτησης g ως προς το διευρυμένο

διάνυσμα x είναι
∂g

∂x
=

[
U

L

]
. (3.113)

Εύκολα μπορούμε να διακρίνουμε από την μορφή του παραπάνω μητρώου, ότι

εφαρμόστηκαν άνω και κάτω όρια στο διάνυσμα ελέγχου. Επίσης, εύκολα διακρί-

νουμε την άμεση σύνδεση των περιορισμών ανισότητας της σχέσης (3.37) με την

παραπάνω έκφραση των περιορισμών.

Σύμφωνα με τα παραπάνω, ορίζοντας το διευρυμένο διάνυσμα

x̂ =

xλ
µ

 (3.114)

όπου λ ∈ ℜλdim με λdim =
∑ne

i=1 nk
i, µ ∈ ℜµdim με µdim = 2

∑ne
i=1 l

i και x̂ ∈ ℜx̂dim, με

x̂dim = xdim + λdim + µdim, το πρόβλημα (3.37) μετασχηματίζεται σε ένα σύστημα

μη-γραμμικών αλγεβρικών εξισώσεων της μορφής,

f̂ (x̂; ζ)
△
=



[
∂F

∂x
(x)

]T
+

[[
∂f

∂x
(x)

]T
− AT BT

]
λ+

[
∂g

∂x
(x)

]T
µ

f(x)− Ax
Bx− b(ζ)
g(x)

 = 0. (3.115)

Η παραπάνω σχέση περιλαμβάνει x̂dim μη-γραμμικές αλγεβρικές εξισώσεις, με το

συνολικό αριθμό των μεταβλητών να είναι x̂dim +1 και η διαφορά αυτή, οφείλεται

στην ύπαρξη της ανεξάρτητης μεταβλητής συνέχισης ζ ∈ [0, 1] του προβλήματος.
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Από την επίλυση του μη-γραμμικού προγράμματος (3.37) υπολογίζεται η βέλτιστη

λύση του προβλήματος, όταν οι αρχικές συνθήκες είναι p0, δηλαδή f̂(x̂0; 0) = 0.

Σε κάθε χρονικό διάστημα δειγματοληψίας γίνονται διαθέσιμες οι μετρήσεις και

ανανεώνονται οι αρχικές συνθήκες pi, όπου i ≥ 1. Συνεπώς, αναζητούνται xi, λi,

µi, έτσι ώστε f̂(x̂i; 1) = 0. Σε κάθε επανάληψη του αλγορίθμου υπολογίζεται η

λύση (xi,λi,µi) του προηγούμενου αλγεβρικού προβλήματος με τη μέθοδο συνέ-

χισης ψευδοτόξου. Μία πιο γενική περίπτωση της διαδικασίας που περιγράφηκε

NMPC

PATH OCFE
Plant

Model

advanced

step

State

Estimation

Algorithm

Σχήμα 3.15: Κλειστός Βρόγχος NMPC

παρουσιάζεται στο σχήμα 3.15. Όπου Plant είναι το πραγματικού σύστημα ή κά-

ποια προσομοίωση αυτού. Όπως παρατηρείται στο διάγραμμα κλειστού βρόγχου,

περιλαμβάνεται κάποιος αλγόριθμος εκτίμησης (π.χ. Kalman Filter, Extended

Kalman Filter) των καταστάσεων που η μέτρησή τους δεν είναι δυνατή. Ακόμη, γί-

νεται χρήση του αλγορίθμου προοδευτικής βήματος στην επίλυση (advanced step

[18]), όπου η βασική ιδέα είναι, στο χρονικό διάστημα ώσπου να γίνουν διαθέσιμες

οι μετρήσεις, γίνεται πρόβλεψη των μελλοντικών μεταβλητών εξόδου προκειμένου

να έχει ήδη επιλυθεί το μελλοντικό πρόβλημα βέλτιστου ελέγχου. Με αυτό τον

τρόπο ο χρόνος επίλυσης μειώνεται σημαντικά. Παρόλο αυτά το ολοκληρωμένου

σύστημα κλειστού βρόγχου δεν αποτελεί αντικείμενο της παρούσας διπλωματικής

εργασίας.

Σύμφωνα με τα παραπάνω, είναι απαραίτητη η σύνδεση των λύσεων που προκύ-

πτουν από το (3.37), με το μετασχηματισμό του προβλήματος βέλτιστου ελέγχου

στη μορφή που έχει παραχθεί. Η συνθήκη στασιμότητας (3.82), ικανοποιείται για

το σύστημα (3.37), στο σημείο της βέλτιστης λύσης x̂0, επομένως ισχύει

[
∂F

∂x
(x0) 0

]
+ λT

0

∂f∂x (x0) A1

A2 A3

+ µT
0

[
∂g

∂x
0

]
= 0. (3.116)

Από την παραπάνω έκφραση, αν λT
0 = [λT

a λ
T
b ], εξάγονται οι σχέσεις

∂F

∂x
(x0) + λ

T
a

∂f

∂x
(x0) + λ

T
b A2 + µ

T
0

∂g

∂x
= 0 (3.117)
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και

λT
aA1 + λ

T
b A3 = 0. (3.118)

Ακόμη, καθώς το μητρώο A1 είναι μοναδιαίο η παραπάνω σχέση γίνεται

λT
a = −λT

b A3. (3.119)

Αντικατάσταση της (3.119) στην (3.117) δίνει

∂F

∂x
(x0)− λT

b A3
∂f

∂x
(x0) + λ

T
b A2 + µ

T
0

∂g

∂x
= 0 (3.120)

ενώ για το δεύτερο και τρίτο όρο εύκολα φαίνεται ότι ισχύει,

λT
b A3

∂f

∂x
(x0) = λ̃

T ∂f

∂x
(x0) (3.121)

και

λT
b A2 = λ̃

T
A+ λ̄

TB (3.122)

όπου

λb =



λ̄
1

λ̃
1

...

λ̄
ne

λ̃
ne


, λ̃ =


λ̃
1

...

λ̃
ne

 , λ̄ =


λ̄
1

...

λ̄
ne

 (3.123)

και λ̄i ∈ ℜn, λ̃
i ∈ ℜnki για 0 ≤ i ≤ ne. Συνεπώς

∂F

∂x
(x0)− λ̃

T
(
∂f

∂x
(x0)− A

)
+ λ̄

TB+ µT
0

∂g

∂x
= 0 (3.124)

άρα από τη λύση του μη-γραμμικού προγράμματος προκύπτει η αρχική λύση

x̂T
0 =

[
xT −λ̃T

λ̄
T

µ0

]
(3.125)

του συστήματος (3.115).

3.3.2 Επίλυση Παραμετρικών Μη-Γραμμικών Αλγεβρικών Εξισώσεων

Δεδομένου ότι οι περιορισμοί του προβλήματος είναι συνεχείς και δύο φορές συ-

νεχώς παραγωγίσιμοι, οι εξισώσεις (3.115) επιλύθηκαν με τη τη μέθοδο συνέχι-

σης ψευδοτόξου, όπως έχει υλοποιηθεί στο λογισμικό PITCON [12]. Όπως έχει

αναφερθεί στην αρχή του κεφαλαίου 3.3, κατά την εφαρμογή της μεθόδου εί-

ναι απαραίτητη η επίλυση γραμμικών συστημάτων στη μορφή της (3.95). Ακόμη,

η επίλυση γραμμικών συστημάτων απαιτείται κατά την εφαρμογή της μεθόδου

Newton-Raphson, για τον προσδιορισμό του διανύσματος βελτίωσης της αρχικής
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εκτίμησης σε κάθε επανάληψη. Σε αντιστοιχία με το μη-γραμμικό πρόγραμμα,

για τη βελτίωση της ταχύτητας επίλυσης και την μείωση της απαιτούμενης μνήμης,

όλα τα μητρώα που παρουσιάστηκαν καθώς και οι Ιακωβιανές που θα διατυπω-

θούν στη συνέχεια, αντιμετωπίστηκαν ως αραιά μητρώα. Το PITCON δεν υποστη-

ρίζει την επίλυση των απαραίτητων γραμμικών συστημάτων όταν τα μητρώα περι-

γράφονται σε αραιή μορφή. Αυτό φυσικά είναι κάτι ανεπιθύμητο, καθώς οδηγεί

σε μη αποδεκτούς χρόνους επίλυσης. Για το λόγο αυτόν, επανασχεδιάστηκαν κά-

ποιες λειτουργίες του λογισμικού, έτσι ώστε να μπορεί να διαχειριστεί γραμμικά

προβλήματα όπως περιγράφονται από αραιά μητρώα. Συγκεκριμένα, η επέκταση

των λειτουργιών έγινε με τη χρήση του υψηλής επίδοσης ασύμμετρου αραιού επι-

λυτή UMFPACK [3].

Η Ιακωβιανή της (3.115), υπολογίστηκε αναλυτικά για μείωση των υπολογιστικών

σφαλμάτων και αύξηση της υπολογιστικής απόδοσης. Κατά την επίλυση, σε κάθε

σημείο συνέχισης ο αλγόριθμος που αναπτύχθηκε, πραγματοποιεί ελέγχους για

πιθανές παραβιάσεις των μη-ενεργών περιορισμών ανισότητας καθώς και ελέγχει

και τη συνθήκη μη-αρνητικότητας (3.85). Οποιαδήποτε παράβαση των πολλαπλα-

σιαστών KKT, µ, ή των ανισοτήτων, είτε των ενεργών g(x) = 0 είτε των μη-ενεργών,

έχει ως αποτέλεσμα την κατάλληλη τροποποίηση της (3.115), προσθέτοντας ένα

νέο ενεργό περιορισμό ή αφαιρώντας έναν περιορισμό ανισότητας που έπαψε να

είναι ενεργός αντίστοιχα.

Για την επίλυση των παραμετρικών μη-γραμμικών αλγεβρικών εξισώσεων είναι

απαραίτητος ο υπολογισμός της Ιακωβιανής. Αρχικά, θα υπολογιστεί η Ιακωβιανή

της κλίσης της αντικειμενικής συνάρτησης, που έχει παρουσιασθεί στη σχέση

(3.78). Μπορούμε να ορίσουμε την ποσότητα f i
u, όπου είναι μία συνάρτηση των

(ui−1,ui,xi,xi+1) και παρουσιάζεται παρακάτω,[
∂F

∂ui

]T
= f i

u

(
ui−1,ui,xi,xi+1

)
(3.126)

και τη f i
x, όπου είναι μία συνάρτηση των (ui−1,ui,xi),[

∂F

∂xi

]T
= f i

x

(
ui−1,ui,xi

)
. (3.127)

Η ανάστροφος της κλίσης της αντικειμενικής συνάρτησης επομένως μπορεί να

γραφτεί,

[
∂F

∂x

]T
= [∇xF ]

T =



f0
u

f0
x
...

fne
u

fne
x


. (3.128)
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Η παράγωγος της συνάρτησης f i
u ως προς το διάνυσμα ελέγχου του προηγούμενου

στοιχείου ui−1 είναι,

∂f i
u

∂ui−1
=
∂
(
2δtiQT

u δu
i
)

∂ui−1
= −2δtiQu. (3.129)

Συνεχίζοντας τους υπολογισμούς, η παράγωγος της f i
u ως προς ui είναι

∂f i
u

∂ui
=
∂
(
2δtiQT

u δu
i − 2δti+1QT

u δu
i+1

)
∂ui

= 2
(
δti + δti+1

)
Qu, (3.130)

και η παράγωγος της f i
u ως προς ui+1 είναι

∂f i
u

∂ui+1
=
∂
(
−2δti+1QT

u δu
i+1

)
∂ui+1

= −2δti+1Qu. (3.131)

Επίσης, η παράγωγος της f i
u ως προς τις μεταβλητές κατάστασης για το πεπερα-

σμένο στοιχείο i είναι

∂f i
u

∂xi
=
∂
(
2δtiQT

xu(Xiξ
i − xd)

)
∂xi

= 2δtiQT
xu

[
ξi0In · · · ξikIn

]
= 2δti

[
ξi0Q

T
xu · · · ξikQ

T
xu

]
= 2δtiΞi, (3.132)

και η παράγωγός της ως προς τις μεταβλητές κατάστασης για το επόμενο πεπερα-

σμένο στοιχείο με αντίστοιχη λογική προκύπτει

∂f i
u

∂xi+1
=
∂
(
−2δti+1QT

xu(Xi+1ξ
i+1 − xd)

)
∂xi+1

= −2δti+1
[
ξi+1
0 QT

xu · · · ξi+1
k QT

xu

]
= −2δti+1Ξi+1. (3.133)

Η παράγωγος της συνάρτησης f i
x ως προς ui−1 είναι

∂f i
x

∂ui−1
=

∂

(
2δti

[
ξi0In · · · ξikIn

]T
Qxuδu

i

)
∂ui−1

= −2δti


ξi0Qxu

...

ξikQxu

 = −2δti(Ξi)T , (3.134)

και αντίστοιχα η παράγωγος ως προς ui είναι

∂f i
x

∂ui
=

∂

(
2δti

[
ξi0In · · · ξikIn

]T
Qxuδu

i

)
∂ui

= 2δti(Ξi)T . (3.135)
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Η παράγωγος της συνάρτησης f i
x ως προς xi είναι

∂f i
x

∂xi
=
∂
(
PTψiδti

)
∂xi

. (3.136)

Το μητρώο PT (xi) μπορεί να γραφτεί στην ισοδύναμη μορφή

P̄i
△
=


2QxXi 0n×(ki+1) · · · 0n×(ki+1)

0n×(ki+1) 2QxXi · · · 0n×(ki+1)
...

...
. . .

...

0n×(ki+1) 0n×(ki+1) · · · 2QxXi

 , (3.137)

και γράφοντας το διάνυσμα ψi (βλέπε σχέση (3.53)), στη μορφή

ψi =


ψi

0
...

ψi
k

 , όπου ψi
j ∈ ℜki+1, (3.138)

τότε για το γινόμενο που εμφανίζεται στη σχέση (3.136) θα ισχύει ότι,

PTψi = P̄iψi =


2QxXiψ

i
0

...

2QxXiψ
i
k

 . (3.139)

Συνεπώς, με αντικατάσταση της παραπάνω, στην (3.136) προκύπτει η τελική έκ-

φραση για την παράγωγο

∂f i
x

∂xi
=
∂
(
PTψiδti

)
∂xi

=
∂
(
P̄iψiδti

)
∂xi

= 2δti


Qx

[
ψi

0(0)In · · · ψi
0(k)In

]
...

Qx

[
ψi

k(0)In · · · ψi
k(k)In

]
 △
= 2δtiSi. (3.140)

Συγκεκριμένα για το τελευταίο πεπερασμένο στοιχείο, η παράγωγος του τελευ-

ταίου όρου της σχέσης (3.77), υπολογίζεται με αντίστοιχη διαδικασία που ακο-

λουθήθηκε για τον υπολογισμό της (3.140). Ορίζοντας το μητρώο

P̃
△
=


2QfXne 0n×(kne+1) · · · 0n×(kne+1)

0n×(kne+1) 2QfXne · · · 0n×(kne+1)
...

...
. . .

...

0n×(kne+1) 0n×(kne+1) · · · 2QfXne

 , (3.141)

το οποίο ισούται με (P′)T και γράφοντας το διάνυσμα ζ (βλέπε σχέση (3.58)) στη
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μορφή ζ =
[
ζT0 · · · ζTk

]
, όπου ζj ∈ ℜkne+1, τότε η παράγωγος του τελευταίου

όρου της (3.77) είναι

∂fne

∂xne
=
∂
(
(P′)T ζ

)
∂xne

=
∂
(
P̃ζ

)
∂xne

= 2


Qf

[
ζ0(0)In · · · ζ0(k)In

]
...

Qf

[
ζk(0)In · · · ζk(k)In

]
 △
= 2S̄. (3.142)

Για τη διατύπωση της συνολικής Ιακωβιανής της κλίσης της αντικειμενικής συ-

νάρτησης ορίζουμε τα παρακάτω μητρώα για το πεπερασμένο στοιχείο i,

Θi =

[
2(δti + δti+1)Qu 2δtiΞi

2δti(Ξi)T 2δtiSi

]
(3.143)

Θi
r =

[
−2δti+1Qu −2δti+1Ξi+1

0 0

]
(3.144)

Θi
l =

[
−2δtiQu 0

−2δti(Ξi)T 0

]
, (3.145)

όπου και τα τρία παραπάνω μητρώα έχουν ίδιες διαστάσεις και ενδεικτικά η διά-

σταση του Θi είναι Θi ∈ Mm+(ki+1)n×m+(ki+1)n(ℜ). Για την περίπτωση του τελευ-

ταίου πεπερασμένου στοιχείου, για το μητρώο Θne ισχύει ότι

Θne =

[
2δtneQu 2δtneΞne

2δtne(Ξne)T 2δtneSne + 2S̄

]
. (3.146)

Επίσης, ορίζουμε το μητρώο

Θi
s =

[
Θi

l Θi Θi
r

]
, (3.147)

όπου για i = 1 ισχύει Θ1
s =

[
Θ1 Θ1

r

]
και για i = ne ισχύει Θne

s =
[
Θne

l Θne
]
.

Τέλος, η συνολική Ιακωβιανή της κλίσης της αντικειμενικής συνάρτησης για όλα

τα πεπερασμένα στοιχεία, ως προς το διευρυμένο διάνυσμα x είναι

Θ
△
=
∂ [∇xF ]

T

∂x
=



∂f1
u

∂x

∂f1
x

∂x
...

∂fne
u

∂x

∂fne
x

∂x


=



Θ1
s 0 0 · · · 0

0 Θ2
s 0 · · · 0

0 0 Θ3
s · · · 0

...
...

...
. . .

...

0 0 0 · · · Θne
s


, (3.148)

όπου το παραπάνω μητρώο, είναι σταθερό καθώς δεν εξαρτάται από το διευρυ-
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μένο διάνυσμα x και Θ ∈ Mxdim×xdim
(ℜ). Πρέπει να σημειωθεί ότι για τα μητρώα

στάθμισης, των μεταβλητών ελέγχου και των μεταβλητών κατάστασης αντίστοιχα,

ισχύει ότι Qu = QT
u και Qx = QT

x . Επίσης, παρατηρώντας τις σχέσεις (3.140) και

(3.142) όπου έχουν οριστεί τα μητρώα Si και S̄ αντίστοιχα, και λαμβάνοντας υπό-

ψιν την ιδιαίτερη μορφή του διανύσματος ψi, βλέπε σχέση (3.53), βλέπουμε ότι

ισχύει Si = (Si)T και S̄ = S̄T . Ακόμη, από τις σχέσεις (3.144) και (3.145) εύκολα

μπορούμε να διακρίνουμε ότι (Θi−1
r )T = Θi

l. Επομένως, με βάση τα όσα αναφέ-

ραμε ισχύει ότι Θ = ΘT .

Επόμενο βήμα είναι ο υπολογισμός της Ιακωβιανής της σχέσης (3.47). Η συνάρ-

τηση g, σχέση (3.20) καθώς και η παράγωγός της ως προς τη μεταβλητή κατάστα-

σης xi
j μπορούν να γραφτούν,

gij
△
=


g1

...

gn

 ∈ ℜn,
∂gij
∂xi

j

=


∂ g1

∂xi
j

...
∂ gn

∂xi
j

 . (3.149)

Επίσης, για διευκόλυνση στη διατύπωση ορίζουμε παρακάτω ποσότητα,

∂gij
∂ui

= Ju i
j ∈ ℜn×m, Ju i

j =


∇ui g1

...

∇ui gn

 (3.150)

όπου ο όρος ∇ui gl υποδηλώνει την παράγωγο της συνάρτησης gij ως προς ui για

την l εξίσωση, και την

∂gij
∂ui

= Ju i
j ∈ ℜn×m, Ju i

j =


∇ui g1

...

∇ui gn

 (3.151)

όπου ο όρος ∇xi
j
gl με όμοια λογική, υποδηλώνει την παράγωγο της συνάρτησης

gij ως προς xi
j για την l εξίσωση. Ακόμη, για ευκολία παρουσιάζεται η ανάστροφη

Ιακωβιανή της σχέσης (3.47)

[
∂f

∂x

]T
=



[
∂g1

∂z1

]T
0 · · · 0

0

[
∂g2

∂z2

]T
· · · 0

...
...

. . .
...

0 0 · · ·
[
∂gne

∂zne

]T


. (3.152)

και το ανάστροφο μητρώο της (3.46),
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[
∂gi

∂zi

]T
=



[
∂gi1
∂ui

]T [
∂gi2
∂ui

]T
· · ·

[
∂gik
∂ui

]T
0n×n 0n×n · · · 0n×n[
∂gi1
∂xi

1

]T
0 · · · 0

0

[
∂gi2
∂xi

2

]T
· · · 0

...
...

. . .
...

0 0 · · ·
[
∂gik
∂xi

k

]T



. (3.153)

Οι πολλαπλασιαστές λ της σχέσης (3.114), μπορούν να διατυπωθούν σε μορφή

ως προς κάθε πεπερασμένο στοιχείο και ως προς κάθε σημείο ταξιθεσίας,

λ =


λ1

...

λne

 , λi =


λi
1
...

λi
k

 ∈ ℜnki , λi
j =


λ1 i
j

...

λn i
j

 ∈ ℜn (3.154)

Επομένως, το γινόμενο της (3.152) με τους πολλαπλασιαστές λ είναι

∂

[
∂f

∂x

]T
λ

∂x
=



∂

[
∂g1

∂z1

]T
λ1

∂x
...

∂

[
∂gne

∂z0

]T
λne

∂x


, (3.155)

και προκύπτει ως γραμμικός συνδυασμός των στηλών του πρώτου και παίρνοντας

την παράγωγο ως προς το x. Μελετώντας έναν όρο της παραπάνω σχέσης, για το

πεπερασμένο στοιχείο i και την παράγωγο αυτού ως προς το αντίστοιχο zi, και

χρησιμοποιώντας τις εκφράσεις (3.150) και (3.151) προκύπτει

∂

[
∂gi

∂zi

]T
λi

∂zi
=



∂
[
[ Ju i

1]
T [ Ju i

2]
T · · · [ Ju i

k]
T
]
λi

∂zi

0n×m+(ki+1)n

∂[ Jx i
1]
Tλi

1

∂zi
...

∂[ Jx i
k]

Tλi
k

∂zi



. (3.156)

Κάθε μπλοκ [ Ju i
j ]
T έχει διαστάσεις m × n. Αντίστοιχα, κάθε λi

j έχει διάσταση n.
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Επομένως, αν γράψουμε το πρώτο μπλοκ της παραπάνω σχέσης στη μορφή

∂
[
[ Ju i

1]
T [ Ju i

2]
T · · · [ Ju i

k]
T
]
λi

∂zi
=
∂
[
[ Ju i

1]
Tλi

1 + [ Ju i
2]
Tλi

2 + · · ·+ [ Ju i
k]

Tλi
k

]
∂zi

,

τότε μπορούμε να πάρουμε ένα γραμμικό συνδυασμό των στηλών κάθε μπλοκ με

το αντίστοιχο διάνυσμα λl i
j. Επίσης, μπορούμε να ορίσουμε τις παράγωγους για

το πεπερασμένο στοιχείο i, το σημείο ταξιθεσίας j και την εξίσωση l ως εξής,

∂
[
∇ui gl i

j

]T
∂ui

△
= l

uD
i
j ,

∂
[
∇ui gl i

j

]T
∂xi

j

△
= l

xD
i
j . (3.157)

Συνεπώς, πραγματοποιώντας τις πράξεις η έκφραση για τις παραγώγους l
uD

i
j είναι,∑

j

∑
l

l
uD

i
j λ
l i

j = diag(d1, d2, d3, d4), (3.158)

όπου d1, d2, d3, d4 είναι,

d1 =
∑
j

(
a λ2 i

j − 2rb/Iyy λ
4 i

j − 2d/Izz λ
5 i

j

)
d2 =

∑
j

(
a λ2 i

j + 2rb/Iyy λ
4 i

j − 2d/Izz λ
5 i

j

)
d3 =

∑
j

(
a λ2 i

j + 2rb/Ixx λ
3 i

j + 2d/Izz λ
5 i

j

)
d4 =

∑
j

(
a λ2 i

j − 2rb/Ixx λ
3 i

j + 2d/Izz λ
5 i

j

)
,

και a =
2b

m
(2q21 − 1 + 2q24). Η έκφραση για τις παραγώγους l

xD
i
j υπολογίζεται

∑
l

l
xD

i
j λ
l i

j =
2
xD

i
j λ
2 i

j = 8b/m
[
0m×5 q1u

i 0m×2 q4u
i
]
. (3.159)

Με αντίστοιχη λογική ορίζουμε τις παράγωγους για το πεπερασμένο στοιχείο i, το

σημείο ταξιθεσίας j και την εξίσωση l,

∂
[
∇xi

j
gl i
j

]T
∂ui

△
= l

uV
i
j ,

∂
[
∇xi

j
gl i
j

]T
∂xi

j

△
= l

xV
i
j . (3.160)

Πραγματοποιώντας τους απαραίτητους υπολογισμούς, για την έκφραση των πα-

ραγώγων l
uV

i
j καταλήγουμε, ∑

l

l
uV

i
j λ
l i

j =
2
uV

i
j λ
2 i

j (3.161)

όπου 2
uV

i
j είναι,
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2
uV

i
j = 8b/m

ωf


05×1

q1

0

0

q4

 ωr


05×1

q1

0

0

q4

 ωL


05×1

q1

0

0

q4

 ωR


05×1

q1

0

0

q4



 . (3.162)

Εύκολα μπορούμε να διακρίνουμε ότι, για τις σχέσεις (3.161) και (3.159) ισχύει[∑
l

l
uV

i
j λ
l i

j

]T

= λ2 i
j8b/m

[
0m×5 q1u

i 0m×2 q4u
i
]
=

∑
l

l
xD

i
j λ
l i

j . (3.163)

Συνεχίζοντας τις απαιτούμενες πράξεις, η έκφραση για τις παραγώγους l
xV

i
j προ-

κύπτει

∑
l

l
xV

i
j λ
l i

j =



0 0 0 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0 0 0

0 0 0 L λ5 i
j K λ4 i

j .5 λ7 i
j −.5 λ6 i

j −.5 λ9 i
j .5 λ8 i

j

0 0 L λ5 i
j 0 J λ3 i

j .5 λ8 i
j .5 λ9 i

j −.5 λ6 i
j −.5 λ7 i

j

0 0 K λ4 i
j J λ3 i

j 0 .5 λ9 i
j −.5 λ8 i

j .5 λ7 i
j −.5 λ6 i

j

0 0 .5 λ7 i
j .5 λ8 i

j .5 λ9 i
j a0 λ

2 i
j 0 0 0

0 0 −.5 λ6 i
j .5 λ9 i

j −.5 λ8 i
j 0 0 0 0

0 0 −.5 λ9 i
j −.5 λ6 i

j .5 λ7 i
j 0 0 0 0

0 0 .5 λ8 i
j −.5 λ7 i

j −.5 λ6 i
j 0 0 0 a0 λ

2 i
j


,

(3.164)

όπου a0 = 4b/m
∑
ω2
i . Παρατηρώντας την παραπάνω έκφραση, διακρίνουμε ότι[∑

l

l
xV

i
j λ
l i

j

]T

=
∑
l

l
xV

i
j λ
l i

j .

Για τη διατύπωση της Ιακωβιανής της (3.47), ορίζουμε το μητρώο Ωi για το πεπε-

ρασμένο στοιχείο i

Ωi △
=

∂

[
∂gi

∂zi

]T
λi

∂zi
,

και η μορφή του είναι

Ωi =



∑
j

∑
l
l
uD

i
j λ
l i

j 0m×n
∑

l
l
xD

i
1 λ
l i

1

∑
l
l
xD

i
2 λ
l i

2 · · ·
∑

l
l
xD

i
k λ
l i

k

0n×m 0n×n 0n×n 0n×n · · · 0n×n∑
l
l
uV

i
1 λ
l i

1 0n×n
∑

l
l
xV

i
1 λ
l i

1 0n×n · · · 0n×n∑
l
l
uV

i
2 λ
l i

2 0n×n 0n×n
∑

l
l
xV

i
2 λ
l i

2 · · · 0n×n∑
l
l
uV

i
k λ
l i

k 0n×n 0n×n 0n×n · · ·
∑

l
l
xV

i
k λ
l i

k

 , (3.165)

και Ωi ∈ Mm+(ki+1)n×m+(ki+1)n(ℜ). Τελικά, η έκφραση της συνολικής Ιακωβιανής
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προκύπτει,

Ω
△
=
∂ [∇xf ]

T λ

∂x
=


Ω1 0 · · · 0

0 Ω2 · · · 0
...

...
. . .

...

0 0 · · · Ωne

 , (3.166)

όπου Ω ∈ Mxdim×xdim
(ℜ). Όπως φαίνεται από τη σχέση (3.163), για τη σχέση

(3.165) ισχύει (Ωi)T = Ω, επομένως και για το συνολικό μητρώο της σχέσης

(3.166) ισχύει ΩT = Ω.

Τέλος, η Ιακωβιανή της συνάρτησης f̂ , σχέση (3.115), ως προς το διευρυμένο

διάνυσμα x̂, σχέση (3.114), με βάση των όσων έχουν αναφερθεί διαμορφώνεται

∂f̂

∂x̂
=



Θ+Ω+

∂

[
∂g

∂x

]T
µ

∂x

[[
∂f

∂x

]T
− AT BT

] [
∂g

∂x

]T
[
∂f

∂x

]
− A 0 0

B 0 0
∂g

∂x
0 0


. (3.167)

Τα μητρώα Θ και Ω είναι συμμετρικά. Επίσης, δεδομένου ότι η g(x) είναι συνεχής

και δύο φορές συνεχώς παραγωγίσιμη, ισχύει ∂ [∇xg]
T /∂x =

[
∂ [∇xg]

T /∂x
]T

,

όπου ∇xg = ∂g/∂x. Επομένως, εύκολα μπορεί να επιβεβαιωθεί ότι η Ιακωβιανή

της συνάρτησης f̂ είναι συμμετρική, δηλαδή ∂f̂/∂x̂ =
[
∂f̂/∂x̂

]T
.

3.3.3 Αποτελέσματα Προσομοιώσεων

Για την προσομοίωση πραγματοποιήθηκαν διακόσιες επαναλήψεις, με χρόνο δειγ-

ματοληψίας δt = 0.04 sec, που οδηγεί σε συνολικό χρονικό ορίζοντα 8 sec. Κατά την

εφαρμογή του αλγορίθμου του μη-γραμμικού προβλεπτικού ελεγκτή με την ομο-

τοπική μέθοδο συνέχισης λύσεων των συνθηκών βέλτιστου, δεν παρουσιάστηκαν

υπολογιστικοί χρόνοι, οι οποίοι δεν ήταν αποδεκτοί, παρόλο αυτά οι χρόνοι έχουν

καταγραφεί, ούτως ώστε να γίνει σύγκριση των δύο μεθόδων ως προς την ταχύτητα

επίλυσης και παρουσιάζονται στον πίνακα 3.1. Η προσομοίωση του πραγματικού

συστήματος (Plant), έγινε με το λογισμικό DASSL [11], και οι καταστάσεις του συ-

στήματος υπολογίστηκαν, εφαρμόζοντας την δράση ελέγχου του πρώτου διαστή-

ματος δειγματοληψίας ή ισοδύναμα του πρώτου πεπερασμένου στοιχείου, όπως

ορίζεται από τον αλγόριθμο του NMPC.

Η πρώτη προσομοίωση (Πρ.1), παρουσιάζεται στο διάγραμμα 3.16 και είναι όμοια

με την πρώτη περίπτωση του 3.4. Ακόμη, στο διάγραμμα 3.17 παρουσιάζονται

οι αντίστοιχες δράσεις του διανύσματος ελέγχου. Κατά την εφαρμογή του μη-
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γραμμικού προγράμματος (3.37) προέκυψαν 1470 μεταβλητές ενώ κατά την ομο-

τοπική μέθοδο συνέχισης (3.115) οι μεταβλητές ήταν 1861. Όπως παρατηρείται, ο

αλγόριθμος του NMPC επανέφερε με επιτυχία το σύστημα στη γωνία ϕd = 0◦ με

τις δύο λύσεις να συμπίπτουν.
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Σχήμα 3.16: Απόκριση - ϕ - Πρ.1
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Σχήμα 3.17: Γωνιακές Ταχύτητες Κινητήρων - Πρ.1

Στην επόμενη προσομοίωση (Πρ.2), διάγραμμα 3.18, παρουσιάζονται οι αποκρί-

σεις των γωνιών και επιζητούνται οι γωνίες ϕd = 20◦, θd = 20◦ και ψd = 10◦. Η

διακριτοποίηση περιλαμβάνει ne = 20 πεπερασμένα στοιχεία και k = 2 σημεία

ταξιθεσίας. Ακόμη, για τις παραμέτρους (βλέπε κεφάλαιο 3.2.3) ισχύει a = 10,

b = 1, c = 1, d = 10, e = 0.1. Αυτό οδηγεί σε έναν επιθετικό ελεγκτή, όπως φαίνεται

και στο διάγραμμα 3.19 των γωνιακών ταχυτήτων των κινητήρων. Ο αλγόριθμος

πέτυχε τους στόχους για τις τρεις γωνίες με μικρό χρόνο αποκατάστασης, με μία

μικρή υπερύψωση για τη γωνία θ εντός των αποδεκτών ορίων.
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Σχήμα 3.18: Αποκρίσεις - ϕ, θ, ψ - Πρ.2
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Σχήμα 3.19: Γωνιακές Ταχύτητες Κινητήρων - Πρ.2
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Σχήμα 3.20: Αποκρίσεις - ϕ, θ, ψ - Πρ.3
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Σχήμα 3.21: Γωνιακές Ταχύτητες Κινητήρων - Πρ.3

Στη Πρ.3, διάγραμμα 3.20 και 3.21, η διακριτοποίηση και οι τιμές των παρα-

μέτρων παραμένουν ίδιες και επιζητούνται οι γωνίες ϕd = 0◦, θd = 30◦, ψd = 0◦.

Όπως παρατηρείται, ο χρόνος αποκατάστασης παραμένει χαμηλός ενώ η υπερύ-

ψωση των γωνίες είναι αμελητέα.

Στη Πρ.4, διαγράμματα 3.22, 3.23, παρουσιάζονται τα αποτελέσματα της προσο-

μοίωσης για τη μεταβλητή z και ψ αντίστοιχα. Στόχος είναι zd = 1.5 m και ψd = 10◦

και επιλέχθηκαν k = 4 σημεία ταξιθεσίας. Ακόμη, επιλέχθηκε υψηλότερη στάθ-

μιση για τη μεταβλητή z, a = 100, και επιδιώκεται ένας πιο συντηρητικός ελεγκτής

e = 1. Παρόλο αυτά, στο διάγραμμα 3.24 για τις γωνιακές ταχύτητες των κινη-

τήρων, παρατηρούμε ότι απαιτήθηκαν υψηλές δράσεις ελέγχου κατά τις πρώτες

χρονικές στιγμές ώστε το σύστημα να ισορροπήσει.
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Σχήμα 3.22: Αποκρίσεις - z - Πρ.4
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Σχήμα 3.23: Αποκρίσεις - ψ - Πρ.4
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Σχήμα 3.24: Γωνιακές Ταχύτητες Κινητήρων - Πρ.4
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Σχήμα 3.25: Αποκρίσεις - θ, ψ - Πρ.5
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Στην τελευταία προσομοίωση (Πρ.5), διάγραμμα 3.25, παρουσιάζεται η απόκριση

των γωνιών ϕ, θ με στόχο ϕd = 0◦ και θd = 20◦. Ακόμη, οι αντίστοιχες μεταβλητές

ελέγχου παρουσιάζονται στο διάγραμμα 3.26. Σε σχέση με τη Πρ.4, μεταβάλλονται

τα σημεία ταξιθεσίας k = 3 και για τις παραμέτρους ισχύει ότι και στη Πρ.3.

Όπως βλέπουμε, ο αλγόριθμος του NMPC επιτυγχάνει την ταχύτατη επίτευξη των

στόχων.
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Σχήμα 3.26: Γωνιακές Ταχύτητες Κινητήρων - Πρ.5

Επίσης, για τη σύγκριση των χρόνων επίλυσης των μεθόδων, έγινε η προσομοίωση

Πρ.6, με διακριτοποίηση, αρχικές συνθήκες και στόχους, όμοιους του προβλήμα-

τος που παρουσιάζεται στο διάγραμμα 3.13. Η Πρ.7, με διακριτοποίηση ne = 10,

k = 2, και τιμές παραμέτρων ίδιες με την Πρ.2. Οι αρχικές συνθήκες είναι ϕ0 = 40◦,

θ0 = −40◦, ψ0 = 0◦ και οι στόχοι ϕd = 0◦, θd = 0◦, ψd = 40◦. Τέλος, πραγματοποι-

ήθηκε η προσομοίωση Πρ.8, με διακριτοποίηση και τιμές παραμέτρων όπως της

Π.7, με αρχικές συνθήκες ϕ0 = 30◦, θ0 = 0◦, ψ0 = −10◦ και στόχους ϕd = 35◦,

θd = 30◦, ψd = 0◦.

Στον πίνακα 3.1, παρουσιάζονται κάποιοι ενδεικτικοί χρόνοι επίλυσης των δύο

μεθόδων. Συγκεκριμένα, ο μέσος χρόνος επίλυσης του προγράμματος PITCON

(επίλυση ομοτοπικής μεθόδου συνέχισης), αναφέρεται στο χρόνο ώστε να εξαχθεί

η βέλτιστη λύση κατά τη διάρκεια ενός διαστήματος δειγματοληψίας και έχει υπο-

λογιστεί λαμβάνοντας υπόψιν τις αρχικές επαναλήψεις της προσομοίωσης, όπου

αναμένονται μεταβολές. Επίσης, ο συνολικός χρόνος αναφέρεται σε αυτές τις επα-

ναλήψεις. Πρέπει να σημειωθεί ότι, κατά τα επόμενα βήματα της προσομοίωσης

η μέση τιμή της ταχύτητας επίλυσης είναι αισθητά μικρότερη και θα μπορού-

σαμε να πούμε ότι είναι περίπου η μισή της μέσης τιμής που αναγράφεται στον

πίνακα. Όπως παρατηρούμε, σε όλες τις προσομοίωσεις, η ταχύτητα επίλυσης

του PITCON είναι κατά πολύ μικρότερη από την αντίστοιχη του MINOS (επίλυση

μη-γραμμικού προγράμματος), με την υψηλότερη διαφορά να εμφανίζεται στη
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πέμπτη προσομοίωση.

Στην Πρ.4 και Πρ.5 παρουσιάζονται υψηλοί μέσοι χρόνοι και αυτό οφείλεται στην

αύξηση των διαστάσεων του προβλήματος. Αυτό αντικατοπτρίζεται στις υπόλοι-

πες προσομοίωσεις όπου οι διαστάσεις του προβλήματος είναι χαμηλότερες και

συγκεκριμένα, στις Πρ.7 και Πρ.8, όπου οι διαστάσεις έχουν επιπλέον μειωθεί

εμφανίζονται ακόμα χαμηλότεροι χρόνοι επίλυσης. Ακόμη, πρέπει να τονισθεί

ότι όλες οι προσομοίωσεις που παρουσιάστηκαν περιλαμβάνουν “δύσκολους στό-

χους”. Σε απλούστερα προβλήματα, οι χρόνοι επίλυσης είναι αρκετά μικρότεροι.

Τέλος, όλες οι προσομοίωσεις πραγματοποιήθηκαν σε επεξεργαστή Intel i3 @ 2.14

Ghz, σε σύστημα με λειτουργικό GNU/Linux.

MINOS cpu
time [ms]

PITCON mean
cpu time [ms]

Cpu time
difference

[ms]

PITCON total
cpu time [ms]

Πρ.1 697.471 19.031 678.44 380.629

Πρ.2 1939.566 14.224 1925.342 284.491

Πρ.3 1204.767 17.478 1187.289 349.563

Πρ.4 493.814 27.365 466.499 547.318

Πρ.5 3406.371 25.485 3380.886 509.17

Πρ.6 750.548 15.306 735.242 306.137

Πρ.7 835.645 8.563 827.082 171.271

Πρ.8 270.101 6.742 263.359 134.853

Πίνακας 3.1: Συγκριτικός Πίνακας Χρόνων Επίλυσης
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Συμπεράσματα &Μελλοντικές Προεκτάσεις

Η παρούσα διπλωματική εργασία παρουσιάζει μία γρήγορη και αποδοτική προ-

σέγγιση για το σχεδιασμό και την εφαρμογή του μη-γραμμικού προβλεπτικού

ελεγκτή σε ένα μη επανδρωμένο εναέριο όχημα τεσσάρων ελίκων. Πραγματοποιή-

θηκε η διακριτοποίηση των διαφορικών εξισώσεων που περιγράφουν τη δυναμική

του συστήματος, χρησιμοποιώντας τη μέθοδο ορθογώνιας ταξιθεσίας σε πεπερα-

σμένα στοιχεία. Ο αλγόριθμος περιέλαβε τη διατύπωση του προβλήματος βέλτι-

στου ελέγχου ως ένα σύστημα μη-γραμμικών αλγεβρικών εξισώσεων που ικανο-

ποιεί τις συνθήκες βέλτιστου (KKT). Η λύση σε κάθε διάστημα δειγματοληψίας

προέκυψε με την παραμετροποίηση του συστήματος ως προς τις αρχικές συν-

θήκες, που με τη σειρά τους προέκυψαν από τη δημιουργία ομοτοπίας από τις

γνωστές αρχικές συνθήκες προς τις καινούργιες σύμφωνα με τις μετρήσεις που

έχουν ληφθεί και με τη χρήση της μεθόδου συνέχισης ψευδοτόξου.

Αρχικά πρέπει να τονισθεί ότι η χρήση των τετραδονίων αποτελεί έναν πρακτικό

και αποδοτικό τρόπο παραμετροποίησης των κινηματικών συνθηκών, με δυνατό-

τητα περιγραφής οποιουδήποτε προσανατολισμού. Επίσης, η διακριτοποίηση των

διαφορικών εξισώσεων του συστήματος με τη μέθοδο ορθογώνιας ταξιθεσίας σε

πεπερασμένα στοιχεία προσφέρει καλές ιδιότητες σύγκλισης και μικρό σφάλμα.

Αυτό μπορεί να φανεί και από τις λύσεις που προέκυψαν κατά την προσομοίωση,

με τη χρήση του ευρέως διαδεδομένου λογισμικού DASSL, οι οποίες συμπίπτουν

με τις αντίστοιχες του διακριτοποιημένου συστήματος.

Ένα ακόμη σημείο που πρέπει να τονισθεί, είναι ότι έχει πραγματοποιηθεί εκμε-

τάλλευση της αραιής μορφής των μητρώων και όλα τα μητρώα κατά την εφαρμογή

του αλγορίθμου διατυπώθηκαν ως αραιά μητρώα. Σε προβλήματα με μητρώα με-

γάλων διαστάσεων, αυτό μπορούμε να έχουμε σημαντική μείωση του υπολογιστι-

κού φόρτου. Συγκεκριμένα, το λογισμικό PITCON, δεν υποστηρίζει την επίλυση

γραμμικών συστημάτων, όταν τα μητρώα περιγράφονται σε αραιή μορφή. Για το
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λόγο αυτό, επανασχεδιάστηκαν κάποιες λειτουργίες του λογισμικού ώστε να είναι

δυνατή η διαχείριση αραιών μητρώων από αυτό.

Ένα άλλο σημαντικό σημείο είναι, ότι κατά τη διατύπωση του προβλήματος ελέγ-

χου, έχει διατηρηθεί μία πολύ γενική μορφή των μαθηματικών που το περιγρά-

φουν. Επίσης, αντίστοιχη λογική εφαρμόστηκε και κατά την κωδικοποίηση. Αυτό

σημαίνει ότι είναι πολύ εύκολη η εφαρμογή της συγκεκριμένης τεχνικής ελέγχου

για οποιοδήποτε πρόβλημα.

Τέλος κατά την προσέγγιση με την ομοτοπική μέθοδο συνέχισης των συνθηκών

βέλτιστου, επιτεύχθηκαν μικροί χρόνοι επίλυσης και σύγκλιση σχεδόν σε όλες τις

προσομοιώσεις. Αντιθέτως, η κατάστρωση του προβλήματος βέλτιστου ελέγχου ως

ένα μη-γραμμικό πρόγραμμα και η επίλυση αυτού, είχε ως αποτέλεσμα μεγα-

λύτερους χρόνους επίλυσης, μη αποδεκτούς για τη συγκεκριμένη εφαρμογή, και

επίσης, απέτυχε στην εύρεση βέλτιστης λύσης σε έναν μη αμελητέο αριθμό προσο-

μοιώσεων. Με βάση τις προσομοιώσεις (παράγραφος 3.3.3), τα αποτελέσματα κρί-

νονται ενθαρρυντικά για την υλοποίηση του μη-γραμμικού προβλεπτικού ελεγκτή

σε ένα μη επανδρωμένο εναέριο όχημα τεσσάρων ελίκων, σε πραγματικό χρόνο.

Τέλος, κάποιες μελλοντικές προεκτάσεις για την επέκταση της παρούσας διπλω-

ματικής εργασίας θα μπορούσαν να είναι:

• Συμπερίληψη αβεβαιοτήτων στο διάνυσμα ελέγχου και στις μετρήσεις του

συστήματος και ανάλυση της επίδρασης τους.

• Σχεδίαση αλγορίθμου εκτίμησης καταστάσεων.

• Εφαρμογή αλγορίθμου προοδευτικού βήματος στην επίλυση [18].

• Επίλυση μη-γραμμικού προγράμματος με διαφορετικό λογισμικό.

• Εκμετάλλευση της συμμετρίας και χρήση ενός υψηλής επίδοσης συμμετρι-

κού αραιού επιλυτή.

• Εφαρμογή και σύγκριση διαφορετικών μεθόδων προσεγγιστικής επίλυσης

των διαφορικών εξισώσεων.

• Προσομοίωση του αλγορίθμου του μη-γραμμικού προβλεπτικού ελεγκτή σε

κάποιον ενσωματωμένο μικροεπεξεργαστή.

• Εξαγωγή των απαραίτητων πειραμάτων για την επαλήθευση της ακρίβειας

του μοντέλου.

• Υλοποίηση του συστήματος ελέγχου σε πραγματικό χρόνο.
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