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1.ΕΙΣΑΓΩΓΗ 

Το ζεύγος οδοντωτών τροχών αποτελεί βασικό κατασκευαστικό στοιχείο σε πολλές 

μηχανολογικές εφαρμογές και ειδικά σε συστήματα μετάδοσης ισχύος. Πιο συγκεκριμένα, αυτό 

το είδος μετάδοσης ισχύος βρίσκει εφαρμογή σε κιβώτια ταχυτήτων αυτοκινήτων, σε 

αεροπορικές κατασκευές, στη ναυπηγική, σε ανεμογεννήτριες, καθώς και σε μηχανήματα 

ανύψωσης και εργαλειομηχανές. Επομένως, καθίσταται αναγκαία η δυναμική μελέτη τέτοιων 

συστημάτων με σκοπό την καλύτερη αξιοποίηση της μεταφοράς ισχύος και την βελτιστοποίηση 

της διαδικασίας παραγωγής των προϊόντων. Επίσης, η δυναμική μελέτη είναι απαραίτητη και 

οδηγεί σε επιπλέον οφέλη που αφορούν σε θέματα επιτυχούς πρόβλεψης της ακουστικής και 

ολοκληρωμένης μελέτης της φθοράς και της κόπωσης κατασκευαστικών συνιστωσών. 

Η μελέτη της δυναμικής συμπεριφοράς μηχανικών συστημάτων που εμπλέκουν οδοντωτούς 

τροχούς είναι ένα ιδιαίτερα δύσκολο θέμα και παράλληλα αντικείμενο εκτενούς έρευνας. Οι 

αναλυτικές μεθοδολογίες που έχουν αναπτυχθεί είναι ικανές να δώσουν αποτελέσματα μόνο σε 

μηχανικά μοντέλα με γραμμικά ή ασθενώς μη γραμμικά χαρακτηριστικά. Επίσης, περιορίζονται 

σε έναν με δύο βαθμούς ελευθερίας καθώς περαιτέρω αύξηση των βαθμών ελευθερίας αυξάνει 

κατά μεγάλο βαθμό τον αριθμό των πράξεων και συνάμα την πολυπλοκότητα του προβλήματος. 

Σε συστήματα όμως που υπεισέρχονται ισχυρές μη γραμμικότητες, όπως είναι το εξεταζόμενο 

σύστημα των οδοντωτών τροχών, η επίλυση είναι εφικτή μόνο μέσω κατάλληλων αριθμητικών 

μεθοδολογιών. Η ανάπτυξη της τεχνολογίας και ειδικότερα των υπολογιστικών συστημάτων τα 

τελευταία χρόνια αποτέλεσε καθοριστικό παράγοντα στην ανάπτυξη και βελτίωση τέτοιου 

είδους μεθοδολογιών. 

Το σύστημα που μελετάται στην παρούσα εργασία αποτελεί ένα απλό δυναμικό μοντέλο ενός 

ζεύγους οδοντωτών τροχών που παρουσιάζει γραμμικά και μη γραμμικά χαρακτηριστικά υπό 

την επίδραση περιοδικής διέγερσης. Οι μη γραμμικότητες εμφανίζονται λόγω της χάρης μεταξύ 

των δοντιών των γραναζιών, που οφείλεται τόσο σε κατασκευαστικές ατέλειες όσο και στην 

φθορά εμπλοκής. Επιπλέον, η ισοδύναμη στιβαρότητα που προκύπτει από την μοντελοποίηση 

της εμπλοκής των οδοντωτών τροχών δεν είναι σταθερή, αλλά εμφανίζει περιοδικότητα καθώς 

κατά την εμπλοκή των οδοντωτών τροχών για κάποιο διάστημα υποτίθεται ότι υπάρχει μονή 

εμπλοκή και για κάποιο υπάρχει διπλή εμπλοκή. Κατά συνέπεια, ακόμη και αυτό το μοντέλο 

ζεύγους οδοντωτών τροχών οδηγεί σε εμφάνιση πολύπλοκης δυναμικής απόκρισης. Για 

παράδειγμα, η περιοδικότητα της στιβαρότητας της εμπλοκής οδηγεί σε παραμετρικούς 

συντονισμούς που είναι απαραίτητο να ληφθούν υπόψη για την αντιμετώπιση προβλημάτων 

ταλαντώσεων, ακουστικής και κόπωσης. 

Η παρούσα εργασία μελετά τρία διαφορετικά μοντέλα ζεύγους οδοντωτών τροχών με 

αυξανόμενη πολυπλοκότητα. Στην πρώτη περίπτωση, το εξεταζόμενο δυναμικό σύστημα 

θεωρείται γραμμικό με σταθερούς συντελεστές. Η περιοδική διέγερση που αναπτύσσεται λόγω 

των γεωμετρικών ατελειών στο προφίλ των δοντιών έχει σαν αποτέλεσμα την εμφάνιση 

περιοδικής απόκρισης στη μόνιμη κατάσταση ταλάντωσης. Για τον λόγο αυτό, χρησιμοποιείται 



εξ’ ολοκλήρου μια ειδική αναλυτική μεθοδολογία που υπολογίζει κατευθείαν τη μόνιμη 

κατάσταση ταλάντωσης. Στην δεύτερη περίπτωση το σύστημα θεωρείται γραμμικό με χρονικά 

μεταβαλλόμενους συντελεστές, καθώς πλέον η τιμή της στιβαρότητας της εμπλοκής των 

δοντιών θεωρείται ότι εξαρτάται περιοδικά από τον χρόνο. Σε αυτήν την περίπτωση μπορεί και 

πάλι να βρεθεί αναλυτική λύση σε κλειστή μορφή αλλά λόγω της πολυπλοκότητας που 

εμφανίζει προτιμήθηκε η επίλυση με ανάπτυξη και εφαρμογή κατάλληλης αριθμητικής 

μεθοδολογίας. Και σε αυτήν την περίπτωση η απόκριση στη μόνιμη κατάσταση ταλάντωσης 

εμφανίζει περιοδικότητα. Στην τρίτη  και τελευταία περίπτωση εισάγεται στις εξισώσεις κίνησης 

η επίδραση της χάρης μεταξύ των δοντιών που οδηγεί στην εισαγωγή ισχυρής μη γραμμικότητας 

στις εξισώσεις κίνησης. Η αριθμητική επίλυση είναι μονόδρομος σε αυτήν την περίπτωση. 

Επιπλέον, είναι αξιοσημείωτο ότι η απόκριση του συστήματος για ορισμένους συνδυασμούς 

παραμέτρων δεν οδηγεί πλέον σε απόκριση με περιοδική μορφή. 

Επιγραμματικά οι τρεις περιπτώσεις που μελετήθηκαν είναι: 

1. Γραμμικό μοντέλο με σταθερούς συντελεστές. 

 Μέθοδος άμεσου προσδιορισμού μόνιμης κατάστασης περιοδικής ταλάντωσης 

 Ανάλυση ιδιοπροβλήματος 

 Απεικόνιση της ιστορίας της απόκρισης, ταχύτητας, επιτάχυνσης και φόρτισης 

 Τομές Poincare 

 

2. Γραμμικό μοντέλο με χρονικά μεταβαλλόμενους συντελεστές. 

 Αριθμητική ολοκλήρωση 

 Απεικόνιση της ιστορίας της απόκρισης, ταχύτητας, επιτάχυνσης και φόρτισης 

 Τομές Poincare 

 

3. Μη γραμμικό μοντέλο. 

 Αριθμητική ολοκλήρωση 

 Σάρωση προς τα πίσω (αριθμητική ολοκλήρωση με αρνητικό βήμα) 

 Απεικόνιση της ιστορίας της απόκρισης, ταχύτητας, επιτάχυνσης και φόρτισης 

 Τομές Poincare 

 Μετασχηματισμός Fourier 

 

Στην αριθμητική επίλυση, η αριθμητική ολοκλήρωση των εξισώσεων κίνησης του εξεταζόμενου 

δυναμικού μοντέλου έγινε με τη χρήση της μεθόδου Newmark. Για τον σκοπό αυτό γράφτηκε 

υπολογιστικός κώδικας σε γλώσσα προγραμματισμού C++. 

 

 



2.ΜΗΧΑΝΙΚΟ ΜΟΝΤΕΛΟ – ΘΕΩΡΙΑ - ΕΠΙΛΥΣΗ 

Το μηχανικό μοντέλο που παρουσιάζεται στην σχήμα 1 είναι ένα από τα απλούστερα μοντέλα 

που αντιπροσωπεύουν με ικανοποιητική ακρίβεια την δυναμική απόκριση ζεύγους οδοντωτών 

τροχών [5,9,10]. Αποτελείται από δύο γρανάζια με μάζες   , μαζική ροπή αδράνειας    και 

ακτίνα βασικού κύκλου    (όπου n=1,2). Στον ένα τροχό εισάγεται ροπή    που έχει σαν 

αποτέλεσμα την παραλαβή της ροπής αντιστάσεως    που αναπτύσσεται στον έτερο τροχό. Για 

την ακριβέστερη μελέτη του μοντέλου, λαμβάνεται υπόψη το στατικό σφάλμα μετάδοσης e που 

αντιπροσωπεύει τα γεωμετρικά σφάλματα από την κατασκευή και τη φθορά κατά την διάρκεια 

της λειτουργίας των γραναζιών. Τέλος, οι οδοντωτοί τροχοί εδράζονται σε άξονες και σε έδρανα 

κύλισης με γραμμικά χαρακτηριστικά. Συγκεκριμένα, οι δράσεις τους συμπεριλαμβάνονται στο 

μηχανικό μοντέλο με ένα ελατήριο συνολικής στιβαρότητας    και έναν αποσβεστήρα    για 

κάθε τροχό. 

 

 

Σχήμα 1. Μηχανικό μοντέλο ενός ζεύγους οδοντωτών τροχών. 



Το σώμα των οδοντωτών τροχών θεωρείται ως απαραμόρφωτο διότι σε πολλά πρακτικά 

προβλήματα η μέγιστη συχνότητα διέγερσης είναι αρκετά χαμηλότερη από την θεμελιώδη 

ιδιοσυχνότητα του συστήματος, δηλαδή ισχύει   
 

  
  . Η παραμορφωσιμότητα εισάγεται 

από την δράση των δοντιών που είναι σε επαφή. Εδώ, αντιπροσωπεύεται από ισοδύναμο 

ελατήριο με μεταβλητή στιβαρότητα. Συγκεκριμένα, η στιβαρότητα εξαρτάται από την σχετική 

θέση των τροχών και από το φορτίο με μη γραμμική εξάρτηση. Στο σχήμα 2 που ακολουθεί 

απεικονίζεται η μορφή της ισοδύναμης στιβαρότητας συναρτήσει του χρόνου.  

 

Σχήμα 2. Απεικόνιση της ισοδύναμης στιβαρότητας συναρτήσει του χρόνου. 

Η μορφή της ισοδύναμης στιβαρότητας προκύπτει με τον εξής τρόπο: για διαφορετικές γωνίες 

του τροχού, εφαρμόζεται ροπή στρέψης και λαμβάνεται η γωνία θ που αντιστοιχεί στην 

περιστροφή του τροχού υπό την επίδραση του φορτίου. Με αυτό τον τρόπο προκύπτει ο 

συντελεστής    σύμφωνα με την παρακάτω σχέση: 

                     
 

    
 

 

 

 



Η διαδικασία προσδιορισμού της ισοδύναμης στιβαρότητας γίνεται με στατική ανάλυση με τη 

βοήθεια προγραμμάτων που χρησιμοποιούν πεπερασμένα στοιχεία. Στο σχήμα 3 που ακολουθεί 

παρουσιάζεται η κατανομή των τάσεων στις παρειές των δοντιών κατά την εμπλοκή των 

συνεργαζόμενων οδοντωτών τροχών. 

 

 

Σχήμα 3. Απεικόνιση της κατανομής των τάσεων κατά την εμπλοκή των 

συνεργαζόμενων οδοντωτών τροχών. 

 

Επιπλέον, μη γραμμικότητα εισάγεται και μέσω της κατασκευαστικής χάρης που υπάρχει μεταξύ 

των οδοντωτών τροχών. Μαθηματικά, αυτό εκφράζεται με τον εξής συντελεστή της 

στιβαρότητας   . 

 

 

       {
       
    | |   

        
   

 όπου 2b η συνολική χάρη μεταξύ των δοντιών. 



Με βάση την παραπάνω μοντελοποίηση προκύπτουν οι εξής εξισώσεις κίνησης: 

   =    ̈   =>      ̈ =      (    ̇          )                    (1) 

   =    ̈   =>      ̈ =   +   (    ̇          )                   (2) 

   =    ̈   =>     ̈   =     ̇            ̇                                   (3) 

   =    ̈   =>     ̈   =     ̇            ̇                                (4) 

 

Για την ευκολότερη κατάστρωση των εξισώσεων κίνησης θεωρούνται τα εξής μεγέθη: 

                           

το οποίο είναι γνωστό ως το δυναμικό σφάλμα. Μέσω του ορισμού του  , είναι δυνατή η 

απαλοιφή της ιδιομορφή που αντιστοιχεί στην περιστροφή στερεού σώματος του εξεταζόμενου 

συστήματος. Επίσης θεωρείται ότι το στατικό σφάλμα μετάδοσης      παρουσιάζει 

περιοδικότητα με περίοδο   
   

 
  όπου   ο αριθμός των δοντιών του τροχού. 

 

                  

όπου    είναι η συνολική γωνία περιστροφής,    η μέση γωνιακή ταχύτητα περιστροφής και η 

   αντιπροσωπεύει μικρές αποκλίσεις λόγω ταλαντώσεων των συνεργαζόμενων τροχών. 

Ενδιαφέρει η ταλάντωση σε μόνιμη κατάσταση όπου   =σταθερό. 

 

                 και          

όπου    είναι η θεμελιώδης συχνότητα διέγερσης,    η θεμελιώδης περίοδος  και    ο αριθμός 

των δοντιών του κάθε τροχού. 

 

Έπειτα από κατάλληλες πράξεις, οι αρχικές εξισώσεις κίνησης (1) - (4) μπορεί να τεθούν στην 

εξής μορφή: 

    ̈      ̈      ̈      ̇                                                    (5) 

     ̈           ̈      ̈      ̇                                (6) 

    ̈      ̈           ̈      ̇                                     (7) 

 



όπου 

    
     

  
       

    
   

και 

      
  

  
    

  

  
        ̈ . 

 

Σε αυτό το σημείο γίνεται κανονικοποίηση των εξισώσεων κίνησης με την εισαγωγή των 

παρακάτω παραμέτρων. 

 

       ,     √
  

  
 ,      

     

  
 ,    

  

       
 ,    

  

  √     
 ,  ̂  

  

  
 , 

 ̂  
  

  
 ,      

  

  
 ,    

  

     
      

 

  
 ,  ̂  

  

        
 ,  ̂  

 

  
 ,    

  

  
. 

 

Τελικά, οι αδιαστατοποιημένες πλέον εξισώσεις κίνησης γράφονται στην εξής μητρωική μορφή: 
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Οι παραπάνω εξισώσεις κίνησης μπορεί να τεθούν στην εξής συμπαγή μορφή συστήματος μη 

γραμμικών διαφορικών εξισώσεων δεύτερης τάξης: 

   ̈̃     ̇̃     ̃   ̃( ̃  ̇̃)   ̃    

 

Στην παρούσα εργασία η δύναμη της διέγερσης είναι περιοδική και έχει μορφή: 

 ̃     ̃  ∑  ̃               ̃             

 

   

  

Ο σταθερός όρος  ̃  προέρχεται από τις εξασκούμενες ροπές, οι οποίες θεωρούνται ότι 

παραμένουν πρακτικά αμετάβλητες. Το περιοδικό τμήμα της διέγερσης προκύπτει από το 

γεωμετρικό σφάλμα στη μορφή των δοντιών, που δρα ως διέγερση εδάφους. 

 

Οι διαφορικές εξισώσεις που προκύπτουν είναι μη γραμμικές, λόγω της δράσης των οδοντωτών 

τροχών. Όμως, μια πρώτη εικόνα για την δυναμική απόκριση σχηματίζεται με την μελέτη του 

αντίστοιχου γραμμικού μοντέλου. Στη συνέχεια παρουσιάζονται περισσότερες λεπτομέρειες για 

τον τρόπο επίλυσης των μηχανικών μοντέλων που αναπτύχθηκαν και μελετήθηκαν στα πλαίσια 

της παρούσας εργασίας. 

 

 

 

 

 

Γραμμικό μοντέλο με σταθερούς συντελεστές 

Σε αυτήν την περίπτωση οι εξισώσεις κίνησης γράφονται στην απλούστερη μορφή: 
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ή αντίστοιχα  

    ̈̃     ̇̃     ̃   ̃   . 



Στην περίπτωση του γραμμικού μοντέλου η απόκριση στη μόνιμη κατάσταση ταλάντωσης 

παρουσιάζει περιοδική μορφή [1,3]  

 ̃     ̃  ∑   ̃               ̃               
       (8) 

Προφανώς, η ύπαρξη και άλλων αρμονικών μεγαλύτερες από κ, απλά θα βελτίωναν την λύση 

χωρίς να επηρεάσουν τις ήδη υπάρχουσες αρμονικές καθώς κάθε αρμονική υπολογίζεται 

ανεξάρτητα από τις υπόλοιπες.  

 

Επομένως, για κάθε αρμονική συνιστώσα της διέγερσης η απόκριση του συστήματος με 

εξίσωση κίνησης 

   ̈̃     ̇̃     ̃   ̃               ̃              

στη μόνιμη κατάσταση έχει λύση της μορφής : 

 ̃     ̃               ̃              

Για το λόγο αυτό, η σταθερή λύση  ̃  υπολογίζεται από την λύση του στατικού προβλήματος: 

   ̃   ̃  

ενώ τα διανύσματα  ̃   και   ̃   από την επίλυση του γραμμικού αλγεβρικού συστήματος: 

[
               

               
]  (

 ̃ 

 ̃ 
)  (

 ̃ 
  ̃ 

) 

Τελικά, με εφαρμογή της αρχής της επαλληλίας, η απόκριση του συστήματος στη μόνιμη 

κατάσταση ταλάντωσης προσδιορίζεται στη μορφή (8). Οι παραπάνω υπολογισμοί έγιναν με τη 

βοήθεια του προγράμματος Matlab. Από την επίλυση μπορεί να προσδιορισθούν οι αρχικές 

συνθήκες μετατόπισης και ταχύτητας    και   , αντίστοιχα, για τις οποίες το σύστημα ξεκινάει 

απευθείας από την μόνιμη κατάσταση ταλάντωσης. Έτσι, με σκοπό τον έλεγχο της ακρίβειας του 

υπολογιστικού κώδικα που αναπτύχθηκε, έγινε επαλήθευση της αριθμητικής λύσης με την 

αντίστοιχη αναλυτική λύση, η οποία προκύπτει με την  εφαρμογή της κλασικής μεθόδου 

ανάλυσης των ιδιομορφών και προέκυψαν ταυτοτικά αποτελέσματα. 

 

 

 

 



Γραμμικό μοντέλο με μεταβαλλόμενους συντελεστές 

Για την επίτευξη καλύτερης ακρίβειας αλλά και για την πρόβλεψη και αντιμετώπιση κάποιων 

νέων συντονισμών που δεν προβλέπονται από την κλασική γραμμική θεωρία θεωρήθηκε ότι το 

μητρώο στιβαρότητας και πιο συγκεκριμένα η στιβαρότητα της εμπλοκής  ̂  μεταβάλλεται με το 

χρόνο. Επομένως το εξεταζόμενο δυναμικό σύστημα σε αυτήν την περίπτωση παίρνει την 

μορφή:  

   ̈̃     ̇̃        ̃   ̃      (9) 

Η περίπτωση αυτή ανήκει στην κατηγορία των παραμετρικά διεγειρόμενων  συστημάτων. Ο 

απλούστερος αντιπρόσωπος της κατηγορίας αυτής είναι, το σύστημα που είναι γνωστό ως 

ταλαντωτής Mathieu, με εξίσωση κίνησης: 

 ̈̃     
                 ̃    

Στην περίπτωση αυτή εμφανίζονται πολλοί πιθανοί συντονισμοί. Δύο από αυτούς είναι οι 

κυριότεροι. Ένας για συχνότητα Ω=   που ονομάζεται θεμελιώδης συντονισμός και ο δεύτερος 

για συχνότητα Ω=     που ονομάζεται κύριος παραμετρικός συντονισμός [2,6]. 

Η λύση αυτού του συστήματος μπορεί να προκύψει και αναλυτικά από την επίλυση του 

γραμμικού συστήματος διαφορικών εξισώσεων πρώτης τάξης της μορφής:  

 ̇̃        ̃   ̃          (10) 

Προφανώς το εξεταζόμενο σύστημα (9) μπορεί να τεθεί εύκολα στην παραπάνω μορφή. 

όπου  ̃  (
 ̃
 ̇̃
) 

με αρχικές συνθήκες 

  ̃      ̃  

Η λύση των εξισώσεων (10) τότε εκφράζεται στην μορφή: 

 ̃          ̃       ∫         ̃      
 

  
     (11) 

 

όπου ο λεγόμενος θεμελιώδης πίνακας του συστήματος,     , ικανοποιεί τις συνθήκες: 

 ̇                      

και 



        

 

Στην ειδική περίπτωση που ο πίνακας   είναι σταθερός (π.χ αυτή η περίπτωση αντιστοιχεί στο 

σύστημα (10) ), ισχύει: 

            

και ο πίνακας      προσδιορίζεται από την επίλυση του ιδιοπροβλήματος [2,7] 

    ̃      ̃  =>         =>           

με     ̃   ̃   

 

Η ανάλυση αυτή ισχύει όταν ο πίνακας   έχει γραμμικά ανεξάρτητα ιδιοδιανύσματα οπότε 

ισχύει ότι: 

                      

όπου  

Λ=[
    
   
    

] 

και 

   =[
      

   
      

] 

 

 

Επομένως γίνεται εύκολα αντιληπτό πως υπάρχει δυσκολία τόσο στον προσδιορισμό του πίνακα 

     όσο και στην εκτέλεση των πράξεων στο ολοκλήρωμα (11). Επομένως,  η αναλυτική λύση 

απαιτεί την εκτέλεση εκτεταμένων αριθμητικών υπολογισμών. Για τον λόγο αυτό, προτιμήθηκε 

η εφαρμογή της αριθμητικής επίλυσης που αναπτύχτηκε για το μη γραμμικό μοντέλο, όπως 

εξηγείται παρακάτω. 

 

 



Μη γραμμικό μοντέλο με κατασκευαστική χάρη 

Στην περίπτωση που εξετάζεται η πλήρης δράση της εμπλοκής των δοντιών το σύστημα παίρνει 

την μορφή:  

   ̈̃     ̇̃     ̃   ̃( ̃  ̇̃)   ̃    

Η επίλυση του συστήματος αυτού μπορεί να γίνει μόνο αριθμητικά. Ειδικότερα 

χρησιμοποιήθηκε η ίδια διαδικασία που αναπτύχθηκε για το μοντέλο με τους μεταβαλλόμενους 

συντελεστές. Συγκεκριμένα, για την αριθμητική επίλυση των εξισώσεων αυτών 

χρησιμοποιήθηκε η μέθοδος Newmark [2,3]. Τα βασικά βήματα της μεθόδου αυτής 

παρουσιάζονται αναλυτικά παρακάτω. Θα πρέπει σε αυτό το σημείο να τονιστεί πως, για λόγους 

εκπαιδευτικούς, γράφτηκε από την αρχή ο κώδικας σε γλώσσα C++ χωρίς την βοήθεια από 

έτοιμες υπορουτίνες που υπάρχουν για αριθμητική επίλυση συστημάτων διαφορικών εξισώσεων 

δεύτερης τάξης. 

Η μέθοδος Newmark, που είναι μια από τις κλασικές μεθόδους στην αριθμητική ολοκλήρωση 

εξισώσεων κίνησης μηχανικών συστημάτων, βασίζεται στην υπόθεση ότι η επιτάχυνση 

παραμένει σταθερή στο διάστημα μεταξύ δύο διαδοχικών χρονικών στιγμών και ίση με ( ̈    

 ̈      και καταλήγει στις σχέσεις: 

Ταχύτητα:                    ̇     ̇            ̈     ̈     

Μετατόπιση:                 ̇      (
 

 
  )   ̈     ̈     

 

Γενικά, οι σταθερές α και β επιλέγονται με κριτήριο τις ιδιότητες ακρίβειας και ευστάθειας της 

μεθόδου. Στην παρούσα εργασία επιλέχθηκαν οι τιμές: 

α= 
 ⁄  και β= 

 ⁄  

που αντιστοιχούν στην γενικευμένη μέθοδο τραπεζίου. 

Λύνοντας τις δύο αυτές σχέσεις ως προς την επιτάχυνση  ̈    προκύπτει: 

 ̈    
 

    
           

 

   
  ̇  (  

 

   
)   ̈  

Αντίστοιχα η ταχύτητα υπολογίζεται από την σχέση: 

                          ̇      (  
 

   
)   ̈  (  

 

 
)   ̇  

 

   
           

 



Επομένως με αντικατάσταση των δύο αυτών σχέσεων στο αρχικό σύστημα διαφορικών 

εξισώσεων προκύπτει ένα σύστημα μη γραμμικών αλγεβρικών εξισώσεων ως προς     : 

(
 

     
 

 
              (

 

     
 

 
  )     (

 

 
          )   ̇  

[(
 

 
  )    

 

 
           ]   ̈              

 

Για τον προσδιορισμό της άγνωστης ποσότητας      το σύστημα αυτό θεωρείται στη μορφή 

  ̃  ̃      ̃. 

 και εφαρμόζεται η μέθοδος Newton-Raphson [2,7]. 

Ειδικότερα, επιλέγεται μια αρχική εκτίμηση  ̃  και μια διορθωμένη τιμή  ̃     ̃    ̃ . 

Σε σειρά Taylor προκύπτει: 

  ̃  ̃      ̃  ̃       ̃   ̃     ̃  ̃        ̃ 

Ο πίνακας Π είναι ο Ιακωβιανός πίνακας και ισούται με 

Π=[

   

   

   

   

   

   

   

   

]=[

 

     
 

 
       

 

 
      

 
 

 
      

 

     
 

 
      

]  

όπου M, C και Κ τα μητρώα μάζα, απόσβεσης και στιβαρότητας αντίστοιχα από προηγουμένως. 

 

Άρα ισχύει 

 ̃   
     

  ̃   
   

   ̃   
   

  

όπου κ: ο αριθμός των επαναλήψεων σε κάθε χρονικό βήμα. 

Επίσης, στο αρχικό στάδιο (για m=0) χρησιμοποιούνται οι αρχικές συνθήκες  ̃  και  ̇̃ , οι οποίες 

αν αντικατασταθούν στο αρχικό σύστημα των διαφορικών εξισώσεων δίνουν και την αρχική 

εκτίμηση για την επιτάχυνση  ̈̃ .  

Τέλος, στην περίπτωση του μοντέλου με τους χρονικά μεταβαλλόμενους συντελεστές και στην 

μη γραμμική περίπτωση με την εισαγωγή της χάρης μεταξύ των δοντιών χρησιμοποιήθηκαν είτε 

μηδενικές αρχικές συνθήκες είτε οι αντίστοιχες αρχικές συνθήκες από το γραμμικό μοντέλο. 

Η μέθοδος Newmark εφαρμόζεται για τον προσδιορισμό της απόκρισης σε διάφορες συχνότητες 

διέγερσης. Στο τέλος κάθε πλήρους περιόδου της απόκρισης, ελέγχονται στον κώδικα δύο 



κριτήρια σύγκλισης. Ένα αναφέρεται στην απόκριση και το άλλο στην ταχύτητα. Μαθηματικά 

αυτό εκφράζεται από τις δύο παρακάτω συνθήκες: 

Κριτήριο απόκρισης:      
‖ ̃       ̃   ‖

‖ ̃   ‖
 ≤    

Κριτήριο ταχύτητας:      
‖ ̇̃       ̇̃   ‖

‖ ̇̃   ‖
 ≤    

όπου         και        .   

Εφόσον, ικανοποιηθούν τα δύο αυτά κριτήρια η επίλυση θεωρείται ότι ολοκληρώθηκε και 

γίνεται αναζήτηση της περιοδικής απόκρισης στην επόμενη συχνότητα διέγερσης. Σε 

διαφορετική περίπτωση η διαδικασία συνεχίζεται για ακόμη μία περίοδο και στο τέλος γίνεται 

πάλι ο ίδιος έλεγχος. Υπάρχει βέβαια ένα ανώτατο όριο για το οποίο ο κώδικας θα τρέχει για 

δεδομένη συχνότητα. Σε περίπτωση που ξεπεραστεί αυτό το όριο γίνεται αντιληπτό πως δεν 

είναι πιθανή η ύπαρξη περιοδικής ταλάντωσης όπως θα φανεί παρακάτω στα αποτελέσματα.               

Στην γραμμική περίπτωση, τα κριτήρια σύγκλισης ικανοποιούνταν από την πρώτη περίοδο. 

Αυτό, έγινε σαν μια επαλήθευση για την σωστή κατάστρωση του κώδικα. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 



3.ΑΡΙΘΜΗΤΙΚΑ ΑΠΟΤΕΛΕΣΜΑΤΑ 

Στην παρούσα ενότητα παρουσιάζονται αντιπροσωπευτικά αποτελέσματα που προέκυψαν από 

την εφαρμογή της αναπτυχθείσας μεθοδολογίας στις τρεις κατηγορίες μοντέλων που 

παρουσιάστηκαν στην προηγούμενη ενότητα. Τα αποτελέσματα γενικά και στις τρεις 

περιπτώσεις προέκυψαν για τις παρακάτω βασικές τιμές των παραμέτρων:        ,    

    ,           ,  ̂   ̂   ̂   . Με στόχο την διερεύνηση της επίδρασης των τεχνικών 

αυτών παραμέτρων στην ταλαντωτική συμπεριφορά του εξεταζόμενου μηχανικού συστήματος, 

έγινε υπολογισμός για διάφορες τιμές τους. 

Τα παρακάτω αποτελέσματα συμπεριλαμβάνουν διαγράμματα ανάλυσης ιδιοπροβλήματος, 

εύρους-συχνότητας για διάφορες τιμές των παραμέτρων, απεικόνιση της ιστορίας της 

απόκρισης, ταχύτητας, επιτάχυνσης και φόρτισης, τομές Poincare και φάσματα Fourier. Στη 

συνέχεια, τα αποτελέσματα παρουσιάζονται ξεχωριστά για καθένα από τα τρία μηχανικά 

μοντέλα που αναπτύχθηκαν. 

1) Γραμμικό μοντέλο με σταθερούς συντελεστές 

Κύριος σκοπός της παρούσης εργασίας είναι η ανάλυση ευαισθησίας της απόκρισης υπό 

αλλαγές των διάφορων παραμέτρων, όπως στοιχείων μάζας, απόσβεσης και στιβαρότητας. Μια 

πρώτη εικόνα για την κατανόηση των αλλαγών αυτών σχηματίζεται με την ανάλυση του 

ιδιοπροβλήματος και ειδικότερα με το πώς επηρεάζονται οι ιδιοσυχνότητες του συστήματος από 

αλλαγές των παραπάνω παραμέτρων. 

Καταρχήν, τα διαγράμματα 3.1.1 έως και 3.1.5 παρουσιάζουν την εξάρτηση των ιδιοσυχνοτήτων 

από τις τιμές των παραμέτρων μάζας και στιβαρότητας. Πιο συγκεκριμένα, με ταυτόχρονη 

αύξηση των μαζών     και    ή αντίστοιχα των στοιχείων στιβαρότητας    και    των εδράνων, 

το σύστημα μετατρέπεται σταδιακά από τριών βαθμών ελευθερίας σε σύστημα ενός βαθμού 

ελευθερίας, καθώς πλέον οι οδοντωτοί τροχοί μπορεί να θεωρηθούν πρακτικά ακίνητοι ή 

πακτωμένοι και έτσι είναι δυνατή μόνο η κίνηση λόγω της περιστροφής των οδοντωτών τροχών. 

Επομένως, όπως φαίνεται και από τα διαγράμματα 3.1.1 και 3.1.3 οι δύο από τις τρεις 

ιδιοσυχνότητες τείνουν στο μηδέν και στο άπειρο, αντίστοιχα, ενώ η τρίτη τείνει στην μονάδα.  

Επιπλέον, όταν αλλάζει μόνο η μία παράμετρος    (διάγραμμα 3.1.2)  ή    (διάγραμμα 3.1.4) το 

σύστημα μετασχηματίζεται σε σύστημα με δύο βαθμούς ελευθερίας καθώς ο ένας τροχός μπορεί 

να θεωρηθεί πακτωμένος ενώ ο άλλος θεωρείται συνδεδεμένος με δύο ελατήρια. 

Τέλος, το διάγραμμα 3.1.5 παρουσιάζει την μεταβολή των ιδιοσυχνοτήτων υπό την επίδραση της 

ισοδύναμης στιβαρότητας της εμπλοκής των οδοντωτών τροχών. Για μεγάλες τιμές της 

στιβαρότητας αυτής οι δύο τροχοί κινούνται σαν ένα σώμα. Επομένως, το σύστημα έχει 

πρακτικά ένα βαθμό ελευθερίας καθώς όπως φαίνεται και από το διάγραμμα η μία 

ιδιοσυχνότητα τείνει στο άπειρο ενώ οι άλλες δύο σχεδόν ταυτίζονται και τείνουν σε μία 

σταθερή τιμή. 



 

Σχήμα 3.1.1: Εξάρτηση ιδιοσυχνοτήτων από        . 

 

Σχήμα 3.1.2: Εξάρτηση ιδιοσυχνοτήτων από    (     . 



 

Σχήμα 3.1.3: Εξάρτηση ιδιοσυχνοτήτων από        . 

 

Σχήμα 3.1.4: Εξάρτηση ιδιοσυχνοτήτων από    (     . 



 

Σχήμα 3.1.5: Εξάρτηση ιδιοσυχνοτήτων από    (        . 

Στη συνέχεια, τα σχήματα 3.1.6 έως και 3.1.19 παρουσιάζουν διαγράμματα εύρους-συχνότητας 

για διάφορες τιμές των παραμέτρων. Το εύρος      λαμβάνεται από την σχέση  

      √  
  

 

 
 ∑     

  
       

     

Όπου κ ο αριθμός των αρμονικών. 

Στο διάγραμμα 3.1.6, το οποίο αντιστοιχεί στις βασικές τιμές των παραμέτρων, φαίνονται δύο 

κύριοι συντονισμοί. Πιο συγκεκριμένα ο πρώτος συντονισμός παρουσιάζεται για Ω=0.39. Η 

τιμή αυτή συμπίπτει με ιδιοσυχνότητα του συστήματος, στην ιδιομορφή της οποίας κυριαρχεί η 

κίνηση των κέντρων των τροχών (   και   ). Ο δεύτερος συντονισμός παρουσιάζεται για 

Ω=1.26 και αντιστοιχεί σε ιδιοσυχνότητα όπου κυριαρχεί η περιστροφική κίνηση  . Στο σχήμα 

φαίνονται μόνο η πρώτη και η τρίτη ιδιομορφή καθώς η δεύτερη δεν διεγείρεται. Αυτό εξηγείται 

με εξέταση της δεύτερης ιδιομορφής για την οποία προκύπτει  ̃ 
   ̃     (όπου  ̃ 

  και  ̃ είναι 

τα διανύσματα της δεύτερης ιδιομορφής του συστήματος και της διέγερσης, αντίστοιχα). 

Επιπλέον, εκτός από τους κύριους συντονισμούς παρουσιάζονται και υπεραρμονικοί 

συντονισμοί για Ω=     όπου i=1,2,3 όπως αναμένεται, αφού η διέγερση είναι περιοδική. 

Τέλος, λόγω της κατασκευαστικής συμμετρίας του μοντέλου η απόκριση    και    των δύο 

τροχών είναι ταυτοτική. 



 

Σχήμα 3.1.6: Διάγραμμα εύρους-συχνότητας με τις βασικές τιμές των παραμέτρων. 

 

Στα διαγράμματα 3.1.7 και 3.1.8 που ακολουθούν παρουσιάζεται η επίδραση του μέτρου της 

απόσβεσης της εμπλοκής   . Πιο συγκεκριμένα για μικρή τιμή απόσβεσης ο δεύτερος κύριος 

συντονισμός όπου κυριαρχεί η περιστροφική κίνηση γίνεται εντονότερος ενώ για μεγάλη τιμή 

απόσβεσης εξαφανίζεται. Επίσης, οι χαμηλότεροι συντονισμοί και στις δύο περιπτώσεις δεν 

επηρεάζονται σημαντικά. 

Στα διαγράμματα 3.1.9 και 3.1.10 παρουσιάζεται η επίδραση του μέτρου της στιβαρότητας της 

εμπλοκής   . Αναλυτικότερα, για μικρό μέτρο του    μειώνεται τόσο η συχνότητα όσο και το 

εύρος του δεύτερου κύριου συντονισμού και το σύστημα ισοδυναμεί πλέον με δύο ανεξάρτητους 

ταλαντωτές που επηρεάζονται μόνο από τα έδρανα κύλισης. Αντίθετα για μεγάλο    αυξάνεται 

η συχνότητα και το εύρος του δεύτερου κύριου συντονισμού ενώ εμφανίζονται και άλλοι 

υπεραρμονικοί συντονισμοί. 

Στα διαγράμματα 3.1.11 και 3.1.12 παρουσιάζεται η επίδραση του μέτρου της απόσβεσης των 

εδράνων κύλισης    και   . Πιο συγκεκριμένα, για μικρές τιμές των    και    αυξάνονται σε 

εύρος οι δύο κύριοι συντονισμοί, ενώ γίνονται εντονότεροι και οι υπεραρμονικοί συντονισμοί. 

Αντίθετα, για μεγάλες τιμές των    και    μικραίνει σημαντικά ο πρώτος κύριος συντονισμός και 

επιπλέον ελαττώνονται και οι υπεραρμονικοί συντονισμοί. 



 

Σχήμα 3.1.7: Διάγραμμα εύρους-συχνότητας με         . 

 

Σχήμα 3.1.8: Διάγραμμα εύρους-συχνότητας με       . 



 

Σχήμα 3.1.9: Διάγραμμα εύρους-συχνότητας με       . 

 

Σχήμα 3.1.10: Διάγραμμα εύρους-συχνότητας με      . 



 

Σχήμα 3.1.11: Διάγραμμα εύρους-συχνότητας με            . 

 

Σχήμα 3.1.12: Διάγραμμα εύρους-συχνότητας με          . 



Στα διαγράμματα 3.1.13 και 3.1.14 που ακολουθούν παρουσιάζεται η επίδραση του εύρους από 

τις μάζες    και    των τροχών. Πιο συγκεκριμένα, για μικρές τιμές των    και    αυξάνεται το 

εύρος του πρώτου κύριου συντονισμού ενώ μειώνεται του δεύτερου. Αντίθετα, για μεγάλες τιμές 

των    και    το σύστημα γίνεται πλέον ισοδύναμο με σύστημα ενός βαθμού ελευθερίας, καθώς 

οι τροχοί μπορεί να θεωρηθούν πακτωμένοι και έτσι η μόνη επιτρεπτή κίνηση είναι αυτής της 

περιστροφής  . Αυτό φαίνεται και από το διάγραμμα 3.1.14 καθώς αυξάνεται το εύρος του 

δεύτερου κύριου συντονισμού, όπου κυριαρχεί η συνιστώσα της περιστροφής, ενώ μειώνεται 

του πρώτου που αντιστοιχεί στα έδρανα κύλισης. 

Στα διαγράμματα 3.1.15 και 3.1.16 παρουσιάζεται η επίδραση της στιβαρότητας    και    των 

τροχών. Αναλυτικότερα, για μικρές τιμές των    και    χάνεται η συνιστώσα της περιστροφής 

καθώς η στιβαρότητα της εμπλοκής είναι σαφώς μεγαλύτερη. Έτσι το σύστημα κινείται σαν ένα 

σώμα πάνω και κάτω από τα αρχικά κέντρα των τροχών. Αυτό φαίνεται και από το διάγραμμα 

3.1.15 καθώς μειώνεται το εύρος του δεύτερου συντονισμού, όπου κυριαρχεί η περιστροφική 

κίνηση. Αντίθετα, για μεγάλες τιμές των    και    αυξάνεται το εύρος του συντονισμού της 

περιστροφής και μειώνεται αντίστοιχα το εύρος του συντονισμού των εδράνων κύλισης. 

Στα διαγράμματα 3.1.17 και 3.1.18 έχει χαλάσει πλέον η συμμετρία του μηχανικού μοντέλου 

καθώς επιλέγονται διαφορετικές τιμές    και    την μια περίπτωση (διάγραμμα 3.1.17) και 

διαφορετικές τιμές    και    την δεύτερη περίπτωση (διάγραμμα 3.1.18). Επομένως οι κινήσεις 

των κέντρων των τροχών    και    είναι πλέον διαφορετικές. 

Τέλος, στο σχήμα 3.1.19 παρουσιάζεται το διάγραμμα εύρους-συχνότητας για την ειδική 

περίπτωση όπου η διέγερση περικλείει μόνο την θεμελιώδη αρμονική συνιστώσα της διέγερσης. 

Προφανώς, εδώ όλοι οι υπεραρμονικοί συντονισμοί εξαφανίζονται. Γίνεται εύκολα αντιληπτό 

πως η ύπαρξη επιπλέον αρμονικών δίνουν σημαντική συνεισφορά μόνο στις χαμηλές 

συχνότητες. Η θεμελιώδης αρμονική έχει κυρίαρχη συμμετοχή στο υπόλοιπο φάσμα 

συχνοτήτων. 



 

Σχήμα 3.1.13: Διάγραμμα εύρους-συχνότητας με          . 

 

Σχήμα 3.1.14: Διάγραμμα εύρους-συχνότητας με         . 



 

Σχήμα 3.1.15: Διάγραμμα εύρους-συχνότητας με          . 

 

Σχήμα 3.1.16: Διάγραμμα εύρους-συχνότητας με         . 



 

Σχήμα 3.1.17: Διάγραμμα εύρους-συχνότητας με       και     . 

 

Σχήμα 3.1.18: Διάγραμμα εύρους-συχνότητας με       και     . 



 

Σχήμα 3.1.19: Διάγραμμα εύρους-συχνότητας με την θεμελιώδη αρμονική συνιστώσα της διέγερσης. 

 

Στη συνέχεια παρουσιάζονται τα διαγράμματα 3.1.20 έως και 3.1.27, που δείχνουν την ιστορία 

της φόρτισης, απόκρισης, ταχύτητας και επιτάχυνσης για δύο διαφορετικές συχνότητες. Δηλαδή 

για Ω=1 και Ω=2 αντίστοιχα. Όπως φαίνεται από τα διαγράμματα αυτά, οι κινήσεις των κέντρων 

των τροχών    και    είναι συμμετρικές ως προς τον άξονα x και όλες οι ιστορίες είναι σχεδόν 

αρμονικές ενώ η περιστροφική συνιστώσα είναι ασύμμετρη και περιοδική. Επίσης στα 

διαγράμματα της ιστορίας της ταχύτητας και της επιτάχυνσης γίνεται εντονότερη η επίδραση 

των υψηλότερων αρμονικών καθώς στην ιστορία της ταχύτητας υπάρχουν όροι που 

πολλαπλασιάζονται με     και αντίστοιχα στην επιτάχυνση με       . 

Τέλος, το διάγραμμα 3.1.28 παρουσιάζει την προβολή της τροχιάς στο επίπεδο της απόκρισης-

ταχύτητας στη μόνιμη κατάσταση ταλάντωσης, ενώ το διάγραμμα 3.1.29 παρουσιάζει την 

αντίστοιχη τομή Poincare (ένα σημείο ανά περίοδο). Επειδή η κίνηση είναι περιοδική το 

διάγραμμα της προβολής της τροχιάς αντιστοιχεί σε μια κλειστή καμπύλη ενώ τα σημεία της 

τομής Poincare πέφτουν το ένα πάνω στο άλλο και στο διάγραμμα φαίνεται σαν ένα σημείο. 

 

 



 

Σχήμα 3.1.20: Ιστορία της φόρτισης για Ω=1. 

 

Σχήμα 3.1.21: Ιστορία της φόρτισης για Ω=2. 



 

Σχήμα 3.1.22: Ιστορία της απόκρισης για Ω=1. 

 

Σχήμα 3.1.23: Ιστορία της απόκρισης για Ω=2. 



 

Σχήμα 3.1.24: Ιστορία της ταχύτητας για Ω=1. 

 

Σχήμα 3.1.25: Ιστορία της ταχύτητας για Ω=2. 



 

Σχήμα 3.1.26: Ιστορία της επιτάχυνσης για Ω=1. 

 

Σχήμα 3.1.27: Ιστορία της επιτάχυνσης για Ω=2. 



 

Σχήμα 3.1.28: Προβολή της τροχιάς του συστήματος στο επίπεδο X-V. 

 

Σχήμα 3.1.29: Τομή Poincare για Ω=2. 



2) Γραμμικό μοντέλο με μεταβαλλόμενους συντελεστές 

Στη δεύτερη περίπτωση, όπου η στιβαρότητα της εμπλοκής  ̂  εξαρτάται πλέον από το χρόνο, 

στα διαγράμματα 3.2.1 έως και 3.2.7 παρουσιάζονται αποτελέσματα από την ανάλυση 

ευαισθησίας της απόκρισης, την ιστορία της απόκρισης και της ταχύτητας καθώς και τομές 

Poincare για διαφορετικές συχνότητες. 

Πιο συγκεκριμένα, το σχήμα 3.2.1 παρουσιάζει το διάγραμμα εύρους-συχνότητας για τις 

βασικές τιμές των παραμέτρων. Η εικόνα είναι παρόμοια με εκείνη που προέκυψε στην 

περίπτωση του γραμμικού μοντέλου με σταθερούς συντελεστές. 

Το εύρος      σε αυτήν την περίπτωση λαμβάνεται ως η ρίζα της μέσης τιμής των τετραγώνων 

των αποκρίσεων που προκύπτουν από την αριθμητική ολοκλήρωση. Δηλαδή εφαρμόζεται η 

παρακάτω σχέση  

     √
 

 
 ∫        

 

 

  √
∑   

  
   

 
 

Tο διάγραμμα 3.2.2 προέκυψε μετά από μείωση της τιμής της απόσβεσης της εμπλοκής στο 

        . Αυτό έχει ως αποτέλεσμα την εμφάνιση του θεμελιώδους συντονισμού για Ω=0.63, 

εκτός  από τον κύριο συντονισμό για Ω=1.26, σύμφωνα με τα αναμενόμενα από τη θεωρία του 

ταλαντωτή του Mathieu. Ο θεμελιώδης συντονισμός γίνεται εμφανέστερος για ακόμα μικρότερη 

τιμή της απόσβεσης         , όπως φαίνεται και από το διάγραμμα 3.2.3. 

Στη συνέχεια στα διαγράμματα 3.2.4 και 3.2.5 παρουσιάζονται οι ιστορίες της απόκρισης και 

της ταχύτητας, αντίστοιχα για συχνότητα Ω=2. Όπως φαίνεται από τα διαγράμματα αυτά, στην 

αρχή το σύστημα είναι σε μεταβατική κατάσταση και στη συνέχεια καταλήγει σε μόνιμη 

κατάσταση περιοδικής ταλάντωσης. Η κίνηση και των τριών συνιστωσών είναι περιοδική, ενώ 

οι κινήσεις των κέντρων των τροχών    και    είναι συμμετρικές ως προς τον άξονα x. 

Τέλος, τα διαγράμματα 3.2.6 και 3.2.7 παρουσιάζουν την τομή Poincare της τροχιάς για 

συχνότητες Ω=0.541 και Ω=1.3, αντίστοιχα. Εφόσον στα διαγράμματα φαίνονται τρία 

διαφορετικά σημεία, ένα για κάθε συνιστώσα κίνησης, προκύπτει το συμπέρασμα πως η 

εξεταζόμενη κίνηση είναι περιοδική καθώς κάθε σημείο της τομής ταυτίζεται με το επόμενο.  

 

 



 

Σχήμα 3.2.1: Διάγραμμα εύρους-συχνότητας με τις βασικές τιμές των παραμέτρων.  

 

Σχήμα 3.2.2: Διάγραμμα εύρους-συχνότητας με         .  



 

Σχήμα 3.2.3: Διάγραμμα εύρους-συχνότητας με         .  

 

 



 

Σχήμα 3.2.4: Ιστορία της απόκρισης για Ω=2. 

 

Σχήμα 3.2.5: Ιστορία της ταχύτητας για Ω=2. 



 

Σχήμα 3.2.6: Τομή Poincare για Ω=0.541. 

.  

Σχήμα 3.2.7: Τομή Poincare για Ω=1.3. 



3) Μη γραμμικό μοντέλο με κατασκευαστική χάρη 

Στη τρίτη περίπτωση, όπου λαμβάνεται υπόψη η χάρη μεταξύ των δοντιών των τροχών, 

παρουσιάζονται στα ακόλουθα διαγράμματα ενδεικτικά αποτελέσματα από την ανάλυση 

ευαισθησίας που πραγματοποιήθηκε για την απόκριση για διάφορες τιμές της απόσβεσης της 

εμπλοκής καθώς επίσης και για διαφορετικές φορτίσεις. Επιπλέον, παρουσιάζονται διαγράμματα 

με την ιστορία της απόκρισης και της ταχύτητας καθώς και τομές Poincare και φάσματα Fourier 

για διαφορετικές συχνότητες. 

Αναλυτικότερα, στο σχήμα 3.3.1 παρουσιάζεται το διάγραμμα εύρους-συχνότητας για τις 

βασικές τιμές των παραμέτρων του μοντέλου. Υπάρχουν πάλι δύο κύριοι συντονισμοί, για 

Ω=0.39 και Ω=1.26, καθώς και άλλοι υπεραρμονικοί συντονισμοί. 

Το εύρος      σε αυτήν την περίπτωση λαμβάνεται με τον ίδιο ακριβώς τρόπο όπως και στην 

περίπτωση του συστήματος με μεταβαλλόμενους συντελεστές. Δηλαδή ισχύει πάλι η σχέση: 

     √
∑   

  
   

 
. 

Στα διαγράμματα 3.3.2 και 3.3.3 μειώνεται η τιμή της απόσβεσης της εμπλοκής σε         

και         , αντίστοιχα. Όπως φαίνεται από τα δύο αυτά διαγράμματα, όσο μειώνεται η τιμή 

της απόσβεσης τόσο αυξάνεται το εύρος της απόκρισης. 

 

  

 

 

 

 

 

 

 

 

 



 

Σχήμα 3.3.1: Διάγραμμα εύρους-συχνότητας με τις βασικές τιμές των παραμέτρων. 

 

Σχήμα 3.3.2: Διάγραμμα εύρους-συχνότητας με        . 



 

Σχήμα 3.3.3: Διάγραμμα εύρους-συχνότητας με         . 

 

 

Στα διαγράμματα 3.3.2 και 3.3.3 υπάρχει ένδειξη ότι μετά τον δεύτερο κύριο συντονισμό η λύση 

παρουσιάζει ασυνέχεια, το λεγόμενο φαινόμενο άλματος . Σε αυτήν την περιοχή έγινε σάρωση 

προς τα πίσω με σκοπό την εύρεση ολόκληρου του κλάδου λύσεων. Έτσι, σε μία κοντινή 

συχνότητα στην ασυνέχεια, αφού βρεθούν οι αρχικές συνθήκες, γίνεται επίλυση προς τα πίσω με 

αρνητικό βήμα για μικρό αριθμό σημείων ώστε να βρεθεί ο κλάδος λύσεων. 

Στα διαγράμματα 3.3.4 και 3.3.5 φαίνεται ο κλάδος λύσεων με άλλο χρώμα (μαύρο    και 

μπλε      ). 

 

 



 

Σχήμα 3.3.4: Διάγραμμα εύρους-συχνότητας με         με σάρωση προς τα πίσω. 

 

Σχήμα 3.3.5: Διάγραμμα εύρους-συχνότητας με          με σάρωση προς τα πίσω. 



Με σκοπό την εύρεση περιοχής συχνοτήτων όπου η περιοδική λύση χάνει την ευστάθεια της, το 

μέτρο της φόρτισης πολλαπλασιάστηκε επί 10. Έτσι όπως φαίνεται από το διάγραμμα 3.3.6, 

στην περιοχή συχνοτήτων Ω=0.49-0.54 δεν βρέθηκε λύση που να συγκλίνει σε περιοδική μόνιμη 

κατάσταση ταλάντωσης (διακεκομμένη γραμμή).  

Αντίθετα, στο διάγραμμα 3.3.7 παρουσιάζονται αποτελέσματα που προέκυψαν όταν η φόρτιση 

πολλαπλασιάστηκε επί 100 αυξάνοντας κατά μεγάλο βαθμό το εύρος της απόκρισης. Για την 

φόρτιση αυτή δεν εμφανίζονται κλάδοι ασταθών αποκρίσεων, αφού πλέον αυτή η μεγάλη τιμή 

φόρτισης στην ουσία παραγκωνίζει την επίδραση της χάρης που εισάγει την μη γραμμικότητα 

στο μηχανικό μοντέλο. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 



 

Σχήμα 3.3.6: Διάγραμμα εύρους-συχνότητας με δύναμη διέγερσης x10. 

 

Σχήμα 3.3.7: Διάγραμμα εύρους-συχνότητας με δύναμη διέγερσης x100. 



Στη συνέχεια γίνεται λεπτομερής μελέτη της δυναμικής απόκρισης στην περιοχή συχνοτήτων 

Ω=0.49 – 0.55 του σχήματος 3.3.6, όπου δεν έγινε δυνατός ο εντοπισμός περιοδικής απόκρισης 

στη μόνιμη κατάσταση. Καταρχήν, στα διαγράμματα 3.3.8 έως και 3.3.14 παρουσιάζεται η 

ιστορία της απόκρισης για την περιοχή των τιμών των συχνοτήτων που παρουσιάζει αστάθειες 

το μοντέλο. Όπως φαίνεται από τα διαγράμματα αυτά στην περιοχή της αστάθειας η απόκριση 

είναι σχεδόν περιοδική. Δηλαδή μοιάζει με διακρότημα με περιοδικά μεταβαλλόμενο εύρος. 

Παρόμοια εικόνα σχηματίζεται και από τα διαγράμματα 3.3.15 έως και 3.3.21 τα οποία δείχνουν 

τις αντίστοιχες τομές Poincare για τις ίδιες τιμές των συχνοτήτων. Όπως φαίνεται από τα 

διαγράμματα αυτά, στην περιοχή της συχνότητας όπου η περιοδική λύση είναι ασταθής τα 

σημεία των τομών Poincare τείνουν να σχηματίσουν καμπύλες. Επιπλέον, καθώς μεγαλώνει η 

συχνότητα δίνουν και πάλι σημεία όταν η απόκριση ξαναγίνεται πλέον περιοδική. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 



 

Σχήμα 3.3.8: Ιστορία της απόκρισης για Ω=0.49.  

 

Σχήμα 3.3.9: Ιστορία της απόκρισης για Ω=0.5.  



 

Σχήμα 3.3.10: Ιστορία της απόκρισης για Ω=0.51.  

 

Σχήμα 3.3.11: Ιστορία της απόκρισης για Ω=0.52.  



 

Σχήμα 3.3.12: Ιστορία της απόκρισης για Ω=0.53.  

 

Σχήμα 3.3.13: Ιστορία της απόκρισης για Ω=0.54.  



 

Σχήμα 3.3.14: Ιστορία της απόκρισης για Ω=0.55.  

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 



 

Σχήμα 3.3.15: Τομή Poincare για Ω=0.49.  

 

Σχήμα 3.3.16: Τομή Poincare για Ω=0.5.  



 

Σχήμα 3.3.17: Τομή Poincare για Ω=0.51.  

 

Σχήμα 3.3.18: Τομή Poincare για Ω=0.52.  



 

Σχήμα 3.3.19: Τομή Poincare για Ω=0.53.  

 

Σχήμα 3.3.20: Τομή Poincare για Ω=0.54.  



 

Σχήμα 3.3.21: Τομή Poincare για Ω=0.55.  

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 



Για την πληρέστερη μελέτη της ασυνήθιστης αυτής δυναμικής συμπεριφοράς χρησιμοποιήθηκε 

ο μετασχηματισμός Fourier [1,3]. Με τον τρόπο αυτό, η ανάλυση από το πεδίο του χρόνου 

μεταφέρεται στο πεδίο της συχνότητας. Ειδικά σε γραμμικά συστήματα, η εφαρμογή τέτοιων 

μετασχηματισμών μετατρέπει την επίλυση προβλημάτων που περιγράφονται με κανονικές 

διαφορικές εξισώσεις σε επίλυση αλγεβρικών εξισώσεων. 

Για τον σκοπό αυτό, έχουν αναπτυχθεί αλγόριθμοι (FFT, Fast Fourier Transform), οι οποίοι για 

μια δεδομένη συνάρτηση f(t) προσδιορίζουν μια νέα συνάρτηση F(ω) αρκεί να οριστούν δύο 

βασικές παράμετροι. Συνήθως, οι παράμετροι αυτοί είναι η μέγιστη συχνότητα      του 

φάσματος του σήματος και ο αριθμός των σημείων Ν που προσεγγίζουν την συνάρτηση f(t). 

Όλες οι άλλες παράμετροι ορίζονται με βάση αυτά τα δύο μεγέθη όπως εξηγείται παρακάτω: 

 

Το βήμα    της συνάρτησης f(t):    
   

    
 

Η διάρκεια δειγματοληψίας Τ της συνάρτησης f(t):        

Το βήμα    της συνάρτησης F(ω):    
   

 
 

 

Εύκολα γίνεται αντιληπτό πως μεγάλη τιμή της       αντιστοιχεί σε μικρό βήμα   , ενώ μικρό 

βήμα    απαιτεί μεγάλο χρόνο δειγματοληψίας και άρα αύξηση των υπολογισμών. Επιπλέον, 

όταν η συνάρτηση f(t) δεν είναι περιοδική τότε ο χρόνος Τ τείνει θεωρητικά στο άπειρο (Τ ∞) 

και το βήμα    της συνάρτησης F(ω) τείνει στο μηδέν (  0). Επομένως, σε τέτοια 

περίπτωση η συνάρτηση F(ω) γίνεται συνεχής.   

 

 

 

 

 

 

 

 



Στην παρούσα εργασία, διαλέχτηκε ο αριθμός των σημείων       και η μέγιστη συχνότητα 

        , όπου   είναι η εκάστοτε θεμελιώδης συχνότητα της διέγερσης. Το εύρος του 

σήματος εκφράζεται από την απόλυτη τιμή της συνάρτησης του μετασχηματισμού Fourier 

|    | και αντιπροσωπεύει την ενέργεια του σήματος σε κάθε συχνότητα ω. Στα επόμενα 

διαγράμματα, παρουσιάζεται μόνο η συνιστώσα της περιστροφικής κίνησης των δύο οδοντωτών 

τροχών. Παρόμοια συμπεριφορά προκύπτει και για τις άλλες δύο συνιστώσες της μετατόπισης 

των κέντρων των τροχών. 

Τα διαγράμματα 3.3.22 έως και 3.3.25 που ακολουθούν παρουσιάζουν ενδεικτικά αποτελέσματα 

από την ανάλυση Fourier για τέσσερις διαφορετικές συχνότητες στην περιοχή που παρουσιάζει 

αστάθειες το μοντέλο, για την περίπτωση που αντιστοιχεί στο σχήμα 3.3.6. Αναλυτικότερα, στο 

διάγραμμα 3.3.22 γίνεται ανάλυση  Fourier για συχνότητα Ω=0.49. Το σήμα παρουσιάζει 

ενέργεια στην συχνότητα ω=0.49 και 2*ω=0.98 και η μορφή φαίνεται περιοδική. Αντιθέτως, στα 

διαγράμματα 3.3.23 και 3.3.24, που αναφέρονται στις συχνότητες Ω=0.53 και Ω=0.55 

αντίστοιχα, εκτός από τους κύριους συντονισμούς το σήμα παρουσιάζει ενέργεια και για άλλες 

συχνότητες που δεν είναι ακέραια πολλαπλάσια της συχνότητας συντονισμού. Έτσι, η μορφή 

είναι σχεδόν περιοδική. Τέλος στο διάγραμμα 3.3.25 που αντιστοιχεί στην συχνότητα Ω=0.64 η 

μορφή γίνεται και πάλι περιοδική. Από την ανάλυση Fourier και τα παρακάτω διαγράμματα 

προκύπτει το συμπέρασμα πώς μόνο οι δύο πρώτοι αρμονικοί όροι επηρεάζουν σημαντικά το 

σύστημα ενώ οι υπόλοιποι δεν έχουν μεγάλη συνεισφορά. 

 

 



 

Σχήμα 3.3.22: Ανάλυση Fourier για Ω=0.49.  

 

Σχήμα 3.3.23: Ανάλυση Fourier για Ω=0.53. 



 

Σχήμα 3.3.24: Ανάλυση Fourier για Ω=0.55. 

 

Σχήμα 3.3.25: Ανάλυση Fourier για Ω=0.64. 



Η ανάλυση που έγινε αρχικά στο πεδίο του χρόνου έδειξε πως στην περιοχή της αστάθειας 

(περιοχή συχνοτήτων Ω=0.49-0.55) η απόκριση από περιοδική γίνεται σχεδόν περιοδική μεταξύ 

των συχνοτήτων Ω=0.49-0.54 και στη συχνότητα Ω=0.55 γίνεται και πάλι περιοδική. Αντίθετα, 

με την ανάλυση Fourier προέκυψε η ύπαρξη και ενός άλλου κλάδου λύσεων που δεν ήταν 

εμφανής. Μάλιστα, ο κλάδος αυτός συνυπάρχει με τον κλάδο των ευσταθών περιοδικών 

αποκρίσεων μέχρι τη συχνότητα Ω=0.64. Η απόκριση, από περιοδική γίνεται σχεδόν περιοδική 

στην περιοχή των συχνοτήτων Ω=0.49-0.63 και στη συχνότητα Ω=0.64 γίνεται και πάλι 

περιοδική. 

Στα διαγράμματα 3.3.26 και 3.3.27 που ακολουθούν παρουσιάζεται η ιστορία της απόκρισης και 

η τομή Poincare για την συχνότητα Ω=0.55 για τον δεύτερο κλάδο λύσεων που προέκυψε από 

την ανάλυση Fourier. Για την συγκεκριμένη συχνότητα η απόκριση είναι σχεδόν περιοδική 

καθώς η τομή Poincare αποτελείται από μια κλειστή καμπύλη. Η ιστορία της απόκρισης 

παρουσιάζει διαφορετική μορφή από την αντίστοιχη στο πεδίο του χρόνου (διάγραμμα 3.3.14). 

Συγκεκριμένα, παρουσιάζει πολύ μεγαλύτερο εύρος, καθώς και ασύμμετρη κατανομή. Τέτοιες 

συμπεριφορές δεν προβλέπονται από γραμμικά μοντέλα, αλλά είναι αναμενόμενες σε 

συστήματα με μη γραμμικά χαρακτηριστικά. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 



 

Σχήμα 3.3.26: Ιστορία της απόκρισης για Ω=0.55. 

 

Σχήμα 3.3.27: Τομή Poincare για Ω=0.55. 



4.ΣΥΝΟΨΗ 

Στην παρούσα εργασία έγινε μελέτη της δυναμικής απόκρισης ενός ζεύγους οδοντωτών τροχών 

υπό την επίδραση περιοδικής φόρτισης για διάφορες περιπτώσεις. Αρχικά, θεωρήθηκε ένα 

καθαρά γραμμικό μοντέλο, με σταθερή τιμή της ισοδύναμης στιβαρότητας εμπλοκής των 

δοντιών. Στη συνέχεια μελετήθηκε γραμμικό μοντέλο, αλλά με περιοδικά μεταβαλλόμενη 

στιβαρότητα εμπλοκής. Τέλος, μελετήθηκε και η περίπτωση που εισάγονται μη γραμμικά 

χαρακτηριστικά στο μηχανικό μοντέλο, όπως η χάρη μεταξύ των δοντιών των δύο τροχών, ώστε 

η λύση να προσεγγίζει ακριβέστερα την πραγματικότητα. Και στις τρεις περιπτώσεις 

μελετήθηκε η απόκριση του συστήματος στη μόνιμη κατάσταση ταλάντωσης και προέκυψαν 

αποτελέσματα και διαγράμματα ανάλυσης ιδιοπροβλήματος, εύρους-συχνότητας για διάφορες 

τιμές των τεχνικών παραμέτρων, απεικόνιση της ιστορίας της απόκρισης, ταχύτητας, 

επιτάχυνσης και φόρτισης καθώς και τομές Poincare και φάσματα Fourier. 

Η παρούσα εργασία εστιάσθηκε σε ένα συγκεκριμένο κομμάτι μελέτης και έτσι πιθανές 

επεκτάσεις του παραπάνω προβλήματος είναι εφικτές αλλά και αναγκαίες. Πιο συγκεκριμένα, 

θα μπορούσε να γίνει μια πιο συστηματική μελέτη περιοδικών αποκρίσεων που θα εμπεριείχε 

μελέτη ευστάθειας των προσδιοριζόμενων περιοδικών λύσεων, εύρεση χαοτικής συμπεριφοράς, 

διακλαδώσεις λύσεων και λύσεις με σχεδόν περιοδική συμπεριφορά. Για παράδειγμα, τέτοιου 

είδους συστηματική ανάλυση είναι δυνατή με την βοήθεια του προγράμματος του AUTO που 

εφαρμόζει κατάλληλες αριθμητικές μεθοδολογίες για την μελέτη συστήματος διαφορικών 

εξισώσεων [4,8]. 

Επιπροσθέτως, θα μπορούσε να χρησιμοποιηθεί ένα πιο σύνθετο μοντέλο που θα προσέγγιζε με 

μεγαλύτερη ακρίβεια την πραγματικότητα. Το μηχανικό μοντέλο της παρούσας εργασίας 

αποτελεί ένα από τα απλούστερα μοντέλα που αντιπροσωπεύουν με ικανοποιητική ακρίβεια την 

δυναμική απόκριση ζεύγους οδοντωτών τροχών. Επομένως, θα μπορούσε να προστεθούν σε 

αυτό επιπλέον χαρακτηριστικά όπως είναι για παράδειγμα μη γραμμικότητες που οφείλονται στα 

έδρανα κύλισης ή\και στα έδρανα ολίσθησης. Επίσης, θα μπορούσε να μελετηθούν μεγάλες 

παραμορφώσεις των τροχών όπως αυτές υπάρχουν στα κιβώτια ταχυτήτων και να 

χρησιμοποιηθεί η προσέγγιση των πεπερασμένων στοιχείων για την διακριτοποίηση των δοντιών 

και των άλλων κατασκευαστικών στοιχείων του προβλήματος. 

Τέλος, το ζεύγος οδοντωτών τροχών αποτελεί ένα μόνο κομμάτι από το σύστημα μετάδοσης 

ισχύος. Έτσι, θα μπορούσε να γίνει μελέτη πολλών συνεργαζόμενων γραναζιών όπως για 

παράδειγμα αυτών που υπάρχουν σε ένα πλανητικό σύστημα οδοντωτών τροχών [11]. Τέλος, 

πέραν από την δυναμική μελέτη του συστήματος προκύπτουν και άλλα βασικά ζητήματα όπως 

αυτό της μελέτης προβλημάτων ακουστικής και της κόπωσης. 
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