
	�� �'������� ( �'��'���)����

)�� *�������#��&�&

)�� -�������� 2�1�1@$ �< ���� !�� � ������� �� ��������#��" f :
R3 → R3 �� ���� ��� ��#� �� R3 �� ��������� ��! ��������"#���� �� 
f ���� ���������� )��� �!���� � �� �� ����#� � �������� � �! ��
����!����

!���8� &9	9�9 ��
�� φ : V → V )��� �������,	
��� ��� n(�	+
����� K(
�	���
���	��! /��� V � � φ ')*���	 ���
�������"����� �diagonalizable�
�� ��+��	 ��� �	�����*�)� &+
 B ��� V � /
�� � ������� A ��� φ �� ����
� � B �� ����	 �	�*/�	���


�! �� #%�#� :/�3< �� # ���� �� � ������ �!� ��������#��" �� ����
����������� ��#��$ ���� �����!���� � �!���� ���#�!��

!���8� &9	9	9 ����� ������� A ∈Mn(K) ')*���	 ���
�������"����� ��
��+��	 ���	
��)-	��� ������� S ∈ Mn(K) )�
	 /
�� � ������� S−1A S ��
����	 �	�*/�	���


�  ���%� ��� ����������� ��#� B = (v1, . . . , vn) �� K����� #������"
%��� V �#� � ������� A ��� φ �� ���� ��� B �� ���� ���������$ �!�
 ���%� � λi ∈ K$ 1 ≤ i ≤ n$ ��#� �#�

A =

⎡
⎢⎣
λ1 !

� � �
! λn

⎤
⎥⎦
.

+������� φ(v1) = λ1v1, . . . , φ(vn) = λnvn$ ���� �� λi ���� ��������� �� φ
��� �� vi ���� �������� #�� �� ����#���%� #�� λi$ 1 ≤ i ≤ n�


� ������� � #�� %��������#���! ��� �� �� Pφ(x) �� ���������
#��" φ : V → V �� n����#���� K����� #������" %��� V � �����&� �
!�� Pφ(λ) = 0$ ��� ������ λ ∈ K$ �� ��� �!�� �� (x− λ)/Pφ(x)� 	+#�� !��

Pφ(x) = (x− λ1)
s1 · · · (x− λr)srQ(x)

� ���� #� �� Pφ(x) # ���!��� �������� ��� ��"��� � # ���#���
��! �� #��� K$ !�� �� Q(x) �� �%� ��&� #�� K� 5���#�� ���" � # ���
�#��� �� ���#�������� !�� �� Pφ(x) ���� �#�� � (−1)n ����� !�� ���
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� # ���#��� �� ���#�������� !�� �� Q(x) ���� �#�� � (−1)n� 4�
��&� λ1, . . . , λr ���� �� ��������� �� φ � �������!���� s1, . . . , sr ����#���%��

� �� #��� K ���� �� C$ �!� �����&� � ��! �� 6������ 6����� ���
	
������ !�� �� Pφ(x) ���� ���!��� ��������� �����!����$ ��� s1 + · · ·+
sr = n ��� Q(x)(−1)n� 
� !��� �� K ���� �� Q � �� R ���� � ���!� ��
Pφ(x) �� ��� ����"��� # ���!��� ��������� �����!���� � # ���#���
��! �� Q � �� R ����#���%� ��� �� Q(x) �� ���� ������ ��� �� �� �����"
����"��� � �#� �� .�

����'��4���� &9	9�9

�� %��������#���! ��� �� �� �� ��������#��"

φ : R4 → R4 , (x, y, z, w) 	→ (z,−x+ y − w,−2x+ y − w, x− z + w)

�� R����� #������" %��� R4 ���� ��

Pφ(x) = (x− 1)2(x2 + 1).

� �!�� �������� �� φ ���� �� 1 � �������!���� .� �� %��������#���!
��� �� �� !��� �� ��������#��"

ψ : C4 → C4 , (x, y, z, w) 	→ (z,−x+ y − w,−2x+ y − w, x− z + w)

�� C����� #������" %��� C4 ���� ��

Pψ(x) = (x− 1)2(x− i)(x+ i)

��� �� ��������� �� ���� �� 1 � �������!���� . ��� �� i ���−i � �������!���
�� 1� �

!���8� &9	9�9 1 ��''��'�� �� s � � 	�	��	��� λ ��� �������,	
��! φ :
V → V ���K(�	���
���	��! /��� V 
�� ����� �	
�	�� ��'�/���� Pφ(x)
')*���	 �#
+���" ��##��#��'�� �algebraic multiplicity� � � λ� 1 �	+(

��
 ��� ���/��� Vλ(φ) ')*���	 
������" ��##��#��'�� �geometric
multiplicity� � � λ�

��8��+ &9	9&9 ��
�� φ : V → V )��� �������,	
��� ��� n(�	+
�����
K(�	���
���	��! /��� V ��	 λ ��� 	�	��	�� ���� %���

dimK(Vλ(φ)) ≤ s,

���� s ����	  �'*�&�	�� ��''��'�� �� ��� λ�



	-/ �'������� ( �'��'���)����

$18'��2+9 
� s ���� � �������� �������!���� ��� λ$ �!�

Pφ(x) = (x− λ)sg(x),

!�� �� (x− λ) �� ������ �� g(x)� 	+#�� {v1, . . . , vm} ��� ��#� �� Vλ(φ)�
+������ � �� ��#� � �� �� Vλ(φ) # ��� ��#� {v1, . . . , vm, vm+1, . . . , vn}
�� V ��� �#��

B = (v1, . . . , vm, vm+1, . . . , vn)

� ����������� ��#� �� V � 	+#�� A � ������� ��� φ �� ���� �� B� �!�$
���" φ(vi) = λvi$ 1 ≤ i ≤ m$ � A �%� �� �����

A =

⎡
⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

λ
� � �

λ

Γ

! Δ

⎤
⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦
,

!�� Γ ∈ Mm×(n−m)(K)$ Δ ∈ Mn−m(K)� �� %��������#���! ��� �� ��
PA(x) �� A ���� �#� �

PA(x) = (x− λ)mPΔ(x),

!�� PΔ(x) ���� �� %��������#���! ��� �� �� �� ������ Δ :��� -��������
2�1�1=$ �<� 	+#�� !�� PΔ(x) = (x−λ)tq(x)$ t ≥ 0$ !�� �� (x−λ) �� ������
�� q(x)� �!�

Pφ(x) = PA(x) = (x− λ)m+tq(x) = (x− λ)sg(x).

	
�� m ≤ s� �

=���+�� &9	9�9 :=���+�� 
��4.���1��++�< ��
�� φ : V → V )���
�������,	
��� ��� K(�	���
���	��! /��� V �	+
��
 � n ��	 A � �������
��� φ �� ���� ��� &+
 ��� V � � ������� A ����	 �	�*��	���	�
	��� �� ��	
���� �� 	
!��� �	 �����+�� �!� 
��$�����

i) %� ����� �	
�	�� ��'�/���� Pφ(x) ��� φ )�	 �'�� �	� ����� ��� 
�� K
��	
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ii)  �'*�&�	�� ��''��'�� �� �+$� 	�	��	��� ��� φ 	
�!��	 �� � � *������	��
� � ��''��'�� ��� � '� ��

Pφ(x) = (x− λ1)
t1 · · · (x− λr)tr

����
dimK(Vλ1(φ)) = t1, . . . , dimK(Vλr(φ)) = tr.

$18'��2+9 	+#�� !�� � φ ���� ������������#����$ �!�  ���%� ��� �����
������� ��#� B = (v1, . . . , vn) �� V �#� � ������� A ��� φ �� ���� �� B
�� ����

A =

⎡
⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

λ1

� � �
λ1

!

� � �

!

λr
� � �

λr

⎤
⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦
,

!�� � �������� λi �����&��� si �����$ 1 ≤ i ≤ r� +�������

Pφ(x) = (x− λ1)
s1 · · · (x− λr)sr ,

���� !�� �� ��������� �� φ ����� � #�� #��� K� 	
�� �#%"� �� i)�


�!�� ��������"� !�� φ(v1) = λ1v1, . . . , φ(vs1) = λ1vs1 $ ������� ��
v1, . . . , vs1 ����� � #�� Vλ1(φ)� 
��" � �� ���� ��� �������� ��'������
�� #���%�� ��� ��#�� B$ ����� !�� dimK(Vλ1(φ)) ≥ s1 :��� -�!��#�
.�/�.B$ i<� 	4��� ��! ��� -�!��#� 2�.�2 �#%"� dimK(Vλ1(φ)) ≤ s1� ) ����
dimK(Vλ1(φ)) = s1� 	4���� dimK(Vλi

(φ)) = si$ i = 2, . . . , r� 
����%���
��#� �� ii)�


���#�����$ �#�� !�� �#%"� � �� i) ��� ii)� �!� �� λ1, . . . , λr ���� ��
����������� ��������� �� φ� 	
�� ��! ��� -�!��#� 2�1�1B �� �����#��
Vλ1(φ) + · · ·+ Vλr(φ) ����  �" ��� ��! �� ii) ����� !��

dimK(Vλ1(φ)) + · · ·+ dimK(Vλr(φ)) = t1 + · · ·+ tr = n = dimK(V ).

+������� Vλ1(φ) ⊕ · · · ⊕ Vλr(φ) = V :��� -�!��#� .�/�/@<� 	+�#� ��
vi1, . . . , viti $ 1 ≤ i ≤ r ���� ��� ��#� �� Vλi

(φ)$ �!� �

B = (v11, . . . , v1t1 , . . . , vr1, . . . , vrtr)



	-	 �'������� ( �'��'���)����

���� ��� ����������� ��#� �� V ��� �� ���� � �� �� ��#� � ������� ���
φ ���� ���������� �

	
�#� # ����� �� �������� ��������� ���� �� �!���E

�8���� &9	9-9 ��
�� φ : V → V )��� �������,	
��� ���K(�	���
���	��!
/��� V �	+
��
 � n ��	 A � ������� ��� φ �� ���� ��� &+
 ��� V � ��
�� ����� �	
�	�� ��'�/���� ��� φ ����+ 
��)��	� ��	 ��� A� )�	 n �	�(
����	�)��� ������ ���� � A ����	 �	�*��	���	�
	����

����'��4���� &9	9�9

�: 	+#�� φ : R3 → R3 ���� ��������#�!� �� R����� #������" %��� R3

� ������ �� ���� �� # ���� ��#� �� R3 ���

A =

⎡
⎣ 4 0 1
−2 1 0
−2 0 1

⎤
⎦ ∈M3(R).

�� %��������#���! ��� �� �� PA(x) �� A ���� ��

PA(x) =

∣∣∣∣∣∣
4− x 0 1
−2 1− x 0
−2 0 1− x

∣∣∣∣∣∣ = (1− x)[(4− x)(1− x) + 2]⇒

⇒ PA(x) = (1− x)(x− 2)(x− 3).

+������� �� ��������� �� A ���� ���� ��

λ1 = 1, λ2 = 2, λ3 = 3.


��" � ������� A �%� ���� ����������� ��������� ���� ������������#�����
-�������$ �� ����%���� �� A ���� ��

V1 = { (0, κ, 0) / κ ∈ R} = S({(0, 1, 0)}),
V2 = { (−1

2
κ, κ, κ) / κ ∈ R} = S({(−1

2
, 1, 1)}),

V3 = { (−κ, κ, κ) / κ ∈ R} = S({(−1, 1, 1)}),
��� #"����� � ��� -�!��#� 2�1�1B

R3 = V1 ⊕ V2 ⊕ V3.
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�� ��������"#����

ε1 = (0, 1, 0), ε2 = (−1

2
, 1, 1), ε3 = (−1, 1, 1)

������"� ��#� �� R3� 4 ������� �� ����#���%� #��� φ �� ���� �� ��#�
D = (ε1, ε2, ε3) ���� � ⎡

⎣ 1 0 0
0 2 0
0 0 3

⎤
⎦

#"����� � ��� ��!��'� �� 6�������� 2�.�B� 	
��

S−1A S =

⎡
⎣ 1 0 0

0 2 0
0 0 3

⎤
⎦
,

!�� 

S = SB←D =

⎡
⎣ 0 −1/2 −1

1 1 1
0 1 1

⎤
⎦

���� � ������� �� ����&� �� #���%�� ε1, ε2, ε3 �� �������! # �� �#�!
��� #���%��� ��� # ���� � ��#�� B = (e1, e2, e3) �� R3�

6: 4 �������

A =

⎡
⎣ 3 2 2

1 4 2
−1 −2 0

⎤
⎦

�� -����������� 2�1�1.$ #�< �%� ��������� �� . � �������!���� . ��� ��
/ � �������!���� 1 ��� ����%��� � �� �

V2 = S({(−2, 1, 0), (−2, 0, 1)})

� dim(V2) = 2 ���

V3 = S({(−1,−1, 1)})
� dim(V3) = 1� 	
�� �����"���� �� # ����� �� 6�������� 2�.�B$

R3 = V2 ⊕ V3



	-� �'������� ( �'��'���)����

��� � ������� A ���������������E

A =

⎡
⎣ −2 −2 −1

1 0 −1
0 1 1

⎤
⎦
⎡
⎣ 2 0 0

0 2 0
0 0 3

⎤
⎦
⎡
⎣ −2 −2 −1

1 0 −1
0 1 1

⎤
⎦
−1

.

4: 4 �������

A =

[
0 −1
1 0

]
∈M2(R)

�� -����������� 2�1�1.$ �< �%� %��������#���! ��� �� �� PA(x) = x2+1
��� � ��������������� #��M2(R)� 
� !��� ������ �� ������� �� M2(C)$
�!� �%� ��������� i ��� −i � ����#���%� � ����%��� � Vi(A) = S({(i, 1)})
��� V−i(A) = S({(−i, 1)})$ �������

A =

[
i −i
1 1

] [
i 0
0 −i

]([
i −i
1 1

])−1

.

': 	+#�� !�� ��� ��� ������ A ∈Mn(K)  ���%� ���� ����#���,���� �������
S ∈Mn(K) ��#� �#� � ������� S−1A S �� ���� ���������$ ����

S−1A S = D,

!�� D ���� ���� ��������� ������� ��� d1, d2, . . . , dn �� #���%�� ��� �"����
�������� �� :�� ����� ���� ��� �� ��������� �� ������ A<� 6�  ������#� �
��� ������ Am$ !�� m ∈ Z� -�������"� !��

A = S D S−1.


� m > 0$ �!�

Am = (S D S−1)m = S D S−1S D S−1 · · ·S D S−1 = S DmS−1.


�!��
A−m = (Am)−1 = (S DmS−1)−1 = S D−mS−1.

-������� A0 = In� 	
��

Am = S DmS−1, ∀ m ∈ Z,
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��� �� ���#�!�

Dm =

⎡
⎢⎣
d m1 !

� � �
! d mn

⎤
⎥⎦ , ∀ m ∈ Z.

�

) ��,�&����� ��������"� !�� ��� �� ������������#� � ��� ������ A ∈
Mn(K)$ ����� ���#�� � �� � ����%��� � �� #"����� � ��� 
��!�����
2�1�11� 
� ���������"���� �� # ����� �� 6�������� 2�.�B$ �!� D =
S−1A S$ !�� �D ���� � ��������� ������� �� �� ����� ��� �"���� �������� 
�� ���� �� ��������� �� A ��� S ���� � ������� �� �� #���� �� ���� �����
����"#���� �� A ��� ������"� ��#� ��� �� %��� Kn� 	+�#� ��������"�
!�� � S �� ���� �������!� �������$ ��� ���������� ��������"#���� ���
����%��� �%� � ���������! ������ #�� ��#� �� S � ��� ���� ���!����
�� �%� � S�

� ������������#� �!� ������ �������"��� ������ ����� �������� %���
#���� ��� ��������� �������� ���  ������#�! � ����� �!� ������$ !���
������� #��� �!��� ��������

�7����4� &9	9,9 D� 1�86*+�� ��� ���+4�) ��� �+� *���� ���

)�� ������������ ������� �� ����� ��$ �� ������ ���� ����%�� ����
������ ������#���� � �������"� �� ����"$ �� �� �������� �� ����" ��
�%� � ���� � %���"� ��� �%� � ����!��#�� ��#!���� ������� �� �������
� �! �������� ��� ���! � �����! #"#���� ��� ������ ������� � ����" ���
���� :predator-prey model<�

	+#�� !�� xk ���� � ���� #�!� ��� �������� :��� ����< ��� yk ���� �
���� #�!� ��� ������� :�� � ����"< k %�!��� ��� ��� ��%��� �����#��
	+#�� !�� � ���� #�!� k + 1 %�!��� ��� ��� ��%��� �����#� ����������
��! �� �������! �������E

yk+1 = 1/2 yk + 1/100 xk
xk+1 = −50/4 yk + 5/4 xk

��� !�� '����� � ��%��! ���� #�! 2= ������� ��� 1B== ��������� 	+�#�
��� ����� %�!�� ��� ��� ��%��� �����#� � ���� #�!� ��� �������� �%�
����� ���� ..2 ��� ��� ������� �%� ����� ���� 3�



	-� �'������� ( �'��'���)����

> �� '��#� � �� �� �� ������� � �! ������������� #��� �����
�����!���� � ���� ���� � #���#�� ��� # ���#���$ ���� �� �� �%��"�
�� ������������!�

6��� �

A =

[
1/2 1/100
−50/4 5/4

]
��� Vk =

[
yk
xk

]
,

�!�
Vk = AVk−1 = A(AVk−2) = A2Vk−2 = · · · = AkV0,

!�� V0 =
[

50 1600
]T
� A���� � ����!� !�� V1 =

[
41 1375

]T
$ ����

��� ��! ��� %�!�� �%� � C1 ������ ��� 1/@2 �������"�� 5 ��� ���� ��!��

����� � !�� V2 =
[

29.18 1079.69
]T
$ V3 =

[
20.4 860.18

]T
������ ��

������ �� ������ ����$ �� �� ���� ��� ��� ������ ������ %�!���� 6�
# �%�#�� � �� � ������� ��#� ��%�� �� '�����#��"� �� ������ ��� ��
��������I

+���� �������� ����!� ��  ������#� � �� Ak� ��( � �! �� �!�� ��  ���
����#� � ��� ��������� �� A� 4� ��������� �� A ���� 1 ��� 3/4 � ����#���%�

��������"#����
[

1 50
]T

���
[

1 25
]T
� 	+%� � ����!� !��

P =

[
1 1
50 25

]
, D =

[
1 0
0 3/4

]

��� !�� D = P−1AP � +�������

A = PDP−1 ⇒ Ak = PDkP−1.

	+�#� � ���� #�!� Vk �#�"��� � �� ���!��� ��� ������� AkV0 = PDkP−1V0�

� ���� �� 

(
3

4

)k
���� #�� =$ !��� �� k ���� #�� ������ ) ���� � �������

Dk ���� #��� ������ [
1 0
0 0

]
,

!��� �� k ���� #�� ������ +������� !��� �� k ���� #�� ����� �� Vk
���� #���

P

[
1 0
0 0

]
P−1V0 =

[
14
700

]
.



&9	 
��4.���1��++ 	--

�� ����! # �����#�� ���� !�� � ���� #�!� #������������ #��� ������
���� ��� 1C ������� ��� @== ��������G

�7����4� &9	9�/9 
��7������ �2����� ��� �'�������

5�� %��#��� ������� ��� ������������#�� ���� � ��� #� ���������
# #������� ���������� '�#�#��� 	+#�� f : R → R$ x 	→ f(x) ���
���������� # �����#�� �� ��� ���! ��������� ���������� '�#�#�� ����
� '�#�#� f ′(x) = af(x)$ !�� a ∈ R� +���� "���� �� �������#� �����
!�� h(x) = Ceax ���� �"#� � ��� ��� '�#�#��$ ���" h′(x) = Caeax� 	4���
�#%"� ���� �#% �!���E

��'�� �	 '!
�	� � � ���
�
 � f ′(x) = af(x) ����	 � � ���,�� h(x) = Ceax�

-������� �#�� !�� f(x) ���� ��� ���� �"#�� �!� ���� � g(x) =
f(x)e−ax� -�������&����� �� �"� #���� ��� '�#�#�� �%� � !��

g′(x) = f ′(x)e−ax − af(x)e−ax = 0,

������� � # �����#� g(x) ���� � #����� # �����#� ��� g(x) = C$ ���
������ C ∈ R� 
��" C = f(x)e−ax$ ����� !�� f(x) = Ceax� 
� �����&� �
��� ���� ��� # �����#��$ ��� ������ x$ �!� �����"� �� ���#�����#� � ���
�� #����� C�

����'��4���� &9	9��9

�: 
� f ′(x) = 2f(x)$ �!� f(x) = Ce2x� 
� f(0) = 3$ �!� 3 = Ce0 = C
��� f(x) = 3e2x�

6: 6���"� �� #"#���� ��������� ���������� '�#�#��E

f ′1(x) = 2f1(x)

f ′2(x) = 3f2(x)
⇒ f1(x) = C1e

2x

f2(x) = C2e
3x .


� f1(0) = 3$ f2(0) = 5$ ����� !�� f1(x) = 3e2x ��� f2(x) = 5e3x�

5����"� �� ���,� � �� �������� #"#���� � ����� �������

F ′ = AF, !�� F ′ =
[
f ′1(x)
f ′2(x)

]
, A =

[
2 0
0 3

]
, F =

[
f1(x)
f2(x)

]
. �



	-� �'������� ( �'��'���)����

����!��� ���� %��#��� !��� �%� � ������ #"#���� ��������� ����
������� '�#�#��

f ′1(x) = a11f1(x) + · · ·+ a1nfn(x)

���

f ′n(x) = an1f1(x) + · · ·+ annfn(x),

!�� f : R→ R$ 1 ≤ i ≤ n$ �� �� ����� � #�� �����

F ′ = AF,

!�� 

A = (aij) , F ′ =

⎡
⎢⎣
f ′1(x)
���

f ′n(x)

⎤
⎥⎦ , F =

⎡
⎢⎣
f1(x)
���

fn(x)

⎤
⎥⎦

.

� �!��� ��!��#� �������� �� �"#� �� # #������� F ′ = AF �

��8��+ &9	9�	9 ��
�� ��	 F ′ = AF ����	 )�� 
!
� �� *����	�/� �	�(
,��	�/� ��	
/
���� ���� � ������� A ����	 �	�*��	���	�
	��� ��	 D =
P−1AP �� D ��� �	�*/�	� ������ �� 
��	��� 
� � �!�	� �	�*/�	� �	� 	�	�(
�	�)� ��� A ��	 P ��� ������ �� 
��'�� �	� 
������*�)��� ��� 	�	��	���(

�+��� ��� A� %���  F ����	 '!
 ��� 
�
������� F ′ = AF �� ��	 ����
��  G = P−1F ����	 '!
 ��� 
�
������� G′ = DG�

$18'��2+9 	+#�� !�� F ���� ��� �"#� �� # #������� F ′ = AF � 6��� �
G = P−1F � �!� F = PG$ �� G′ = P−1F ′ = P−1AF = P−1APG = DG�
�� ����#����� �������"��� � ��� ���� ������� ��!��� �

) ������� � !�� ��� �� ���"� �� �"#� �� # #������� F ′ = AF ����
#�� � ����� �� �"#�G �� ����"#��� # #�������G′ = DG ��� ���� �
F = PG�

���%'��4�� &9	9��9

	+#�� �� #"#���� ��������� ���������� '�#�#��

f ′1(x) = 2f1(x)− f2(x)

f ′2(x) = 6f1(x)− f2(x).



$����� &9	 	-,

�!� � �������

A =

[
2 −1
6 −5

]
���� ������������#���� � ��������� 1,−4 ��� �%� � !�� A = PDP−1$ �

D =

[
1 0
0 −4

]
��� P =

[
1 1
1 6

]
.

�� #"#���� G = DG �%� �"#� G =
[
C1e

x C2e
−4x
]T

��� ������� �
�"#� �� # #������� F ′ = AF ���� F = PG$ !�� 

F =

[
f1(x)
f2(x)

]
=

[
C1e

x + C2e
−4x

C1e
x + 6C2e

−4x

]
.


� �����&� � ������ ��%���� ����� ��� ��� # �����#��$ �!� ���"��
���� �� ��������� #"#���� �����"� ��  ������#� � ��� #������ C1, C2�
-�������$ �#�� #�� �� ���� ��������� !�� f1(0) = 2$ f2(0) = −3� 	+%� �
� �� �������! #"#����

2 = C1 + C2

−3 = C1 + 6C2

� �"#� C1 = 3$ C2 = −1$ ��!�

f1(x) = 3ex− e−4x ��� f2(x) = 3ex− 6e−4x. �

�������� ��	
�� &��

1� +���� ������������#���� � �������

[
1 1
0 1

]
;

.� >?: F�  ������#� ��� ����� ����� ��� a, b ��������������� � �������[
a 1
0 b

]
.

/� >?: F� '��#� �� � ������� �� ����#���%� #��� ��������#�!

φ : R3 → R3 , (x, y, z) 	→ (2x+ y, y − z, 2y + 4z)

�� ���� ������ ��#� �� R3 ���� ������������#�����



	�/ �'������� ( �'��'���)����

C� >?: 	+#�� !�� � ������� A ��������������� ��� �%� ��������� i,−i, 1�
F�  ������#� �� � ������ A4 ��� A5�

2� >?: F� �������������� � �������

A =

⎡
⎣ 3 2 −1

2 6 −2
0 0 2

⎤
⎦
.

B� >?: F�  ������#� ��� ������ A100$ !�� 

A =

[
4 3
1 2

]
.

@� >?: F� '��#� �� ���� ������������#���� �� ������

A =

⎡
⎣ 1 1 −1

1 −1 0
2 −2 0

⎤
⎦
,

B =

⎡
⎢⎢⎣

3 −4 0 0
4 −5 0 0
0 2 3 −2
−2 4 2 −1

⎤
⎥⎥⎦
,

Γ =

⎡
⎣ 4 0 −1

0 4 −1
−1 −1 5

⎤
⎦
.

0� >?: 
� �� # ��������� ��� �������� ��'������� #���%��� v1 ��� v2

�� R2 ���� #���� �� ������ S ∈M2(R)$ ��  ������#� ��� ���������
��� �� ��������"#���� �� ������

A = SBS−1, !�� B =

[
2 3
0 1

]
.

3� >?: >����� �� �������

yk+1 = 0.55 yk + 0.005 xk
xk+1 = −18 yk + 1.2 xk,

!�� xk ���� � ���� #�!� ��� �������� ���� ����%�� ��� ��! k
%�!���$ �� yk ���� � ���� #�!� ��� ������� ��� ���� %������ #������
>����� ��#�� !�� x0 = 700 ��� y0 = 14�



Mathematica 5.2 	��

:�M< 6� ��� %�� ����� ��� �#�������$ ���� � ���� #�!� �� #���
���������I

:�M< ) 2 %�!��� �� ����!��� ���#����"� �� � '�#� � ��� ���� #�!
��� ������� ��� ���#���� � 1=== �������"�� F� ���� ��� ����
� #�! ��� ������� # 1= %�!��� ��! �����

:�M< 5�� ��! 1= %�!��� � # ���#��� �����#�� ��� ������� ����
������ '������ ��! �� =�22 #�� =�2=� 4� ����!��� �%� � #�����
# �����! ��� ���#����"� �� ���"� �� � �! #������ !�� ��
'�����#�� � ���� #�!� ��� �������� F� '��#� �� ����
�"� � �� ���# %�� ��� ����!����

) ��#����� � %��#� �� Mathematica ��� ���  ������#�! ��� ���������
��� ��� �������� #����� #�� �������� ���������

1=� >?: F� � �� �� #"#���� ��� ���������� '�#�#��

f ′1(x) = 3f1(x) + 2f2(x) + 2f3(x)
f ′2(x) = f1(x) + 4f2(x) + 2f3(x)
f ′3(x) = −f1(x) − 2f2(x) ,

�� f1(0) = −1$ f2(0) = f3(0) = 0�

11� >?: F� �����'� !�� � �������!� ������������#���� ������� A �� 
Mn(K) �� �%� ��� �!�� �������� λ ∈ K ���� � ��������� ������� �� 
!�� �� #���%�� ��� �"���� �������� �� ���� �#� � λ�

�������� �� Mathematica ��	
�� &��

)��� �!���� � �� ���&� � ��� ��� �� �� p(x) ��� ���� ������ m �
%��������#���! ��� �� �� p(x)� >����#���� � !�� � m �� ������������
����� 4��&� � ��� �������� ������ dm � %��������#���! ��� �� �� p(x)�
5 ��� ����� Table[Random[ ], {i, 6}, {j, 6}] ����� ���"� ���� ����#���,��
�� ������ S �� M6(R)� ?��#����������� �� � ������ S ��� dm ����#� ��
&� � ���� ������ ndm �� ���������������$ ��#� �#� �� #���� �� S ��
���� ��������"#���� �� ndm� ����� �"�� � �� ��!����� �� � ����" ���
��� ���� �� �

In[*]:= << LinearAlgebràMatrixManipulatioǹ<< LinearAlgebràMatrixManipulatioǹ<< LinearAlgebràMatrixManipulatioǹ



B�7%*��� & ���

-�������"� ��#�� !��

A

⎡
⎢⎣

1
���
1

⎤
⎥⎦ =

⎡
⎢⎣
n
���
n

⎤
⎥⎦ = n

⎡
⎢⎣

1
���
1

⎤
⎥⎦
,

������� �� (1, . . . , 1) ���� �������� #�� �� A � ����#���%� �������� n� +���
�� V0(A)⊕ Vn(A) ⊆ Kn ⇒ dimk(V0(A)) + dimK(Vn(A)) ≤ n # ������� �
!�� dimK(Vn(A)) = 1$ ��� Vn(A) = S({(1, . . . , 1)})�

&�� ��	(!"��������

�9 � ���#��#� �� ����%��� ���� 1 ��� � �������� �������!���� ���� .�

	9 ��� a �= b $ � ������� ��������������� ����� �%� ����������� ����������

� a = b$ �!� � �������� a �%� �������� �������!���� .$ �� � ��������
�������!���� ���� 1�

�9 �� . ���� �������� �� φ � �������!���� .$ �� V2(φ) = S({(1, 0, 0)})$
���� � �������� �������!���� ��� ��������� . ���� 1�

�9 A4 = I$ A5 = A�

&9 �� %��������#���! ��� �� �� �� A ���� ��

PA(x) = (2− x)(x− 2)(x− 7).

4� ����%���� �� ����#���%�"� #��� ��������� . ��� @ ���� ��

V2(A) = S({(1, 0, 1), (0, 1, 2)}) ��� V7(A) = S({(1, 2, 0)}).
4 ������� A ���� ������������#����$ ���  ���%� ������� S ��#� �#�

S−1AS =

⎡
⎣ 2 0 0

0 2 0
0 0 7

⎤
⎦
.

4 ������� S ���&��� ��! �� ��#� �� V2(A) ��� �� V7(A)$ ��#�

S =

⎡
⎣ 1 0 1

0 1 2
1 2 0

⎤
⎦ ��� ������� S−1 =

1

5

⎡
⎣ 4 −2 1
−2 1 2

1 2 −1

⎤
⎦
.

�9 4� ��������� �� A ���� 1 ��� 2 ��� �� ����%����

V1(A) = S({(1,−1)}) ��� V5(A) = S({(3, 1)}).
	
��



��� 01�'��2��� ��� 3)���

A = S

[
1 0
0 5

]
S−1,

!�� 

S =

[
1 3
−1 1

]
, ��!� S−1 =

1

4

[
1 −3
1 1

]
.

+�������

A100 = S

[
1 0
0 5100

]
S−1.

-9 4� ��������� = ��� �1 ��� ������� A ��� B ����#���%�$ �� ���������"� ���
��� ̈����#�� �� 6�������� 2�.�B$ ������� �� ������ �� ���� ���������
����#����� ��� ��� ������ Γ �%� �E

Γ = S

⎡
⎣ 4 0 0

0 3 0
0 0 6

⎤
⎦S−1 !�� S =

⎡
⎣ −1 1 1

1 1 1
0 1 −2

⎤
⎦
.

�9 4 ������� A ���� !����� � ��� ������ B$ ��� �� ��������� �� A ���� .
��� 1� 
�!��

AS = SB ⇔ A[ v1 v2 ] = [ v1 v2 ]B ⇔ Av1 = 2v1 ��� Av2 = 3v1 + v2.


�! �� #%�#� Av1 = 2v1 ����� !�� �� v1 ���� �������� #�� ��� ��� ��������
.$ ��� V2(A) = S({v1})� +���� �� #"���� {v1, v2} ���� ��#� �� R2$
 ������ � !�� λv1 + μv2 ���� ��� �������� #�� ��� ��� �������� 1� �!�

A(λv1 + μv2) = 1(λv1 + μv2)⇒ 2λv1 + 3μv1 + μv2 = λv1 + μv2 ⇒
⇒ (λ+ 3μ)v1 = 0⇒ λ+ 3μ = 0.

	
�� λ = −3μ ��� V1(A) = S({−3v1 + v2})�
,9 :�	< 4 ���� #�!� #������������ # .�0 :���� /< ������ ��� .2. ���
�����"��

:�	< 5�� ��! 2 %�!���$ #"����� � �� �������$ ��  ���%� � 2$C2@01
������ ��� /20$/1. ��������� 5�� ��� ���#���� ��� 1=== ��������$ # 1=
%�!��� ��  ���%� � 10$B0CB ������ ��� 100@$/0 ���������

:�	< 4 ���� ������� �%� ��������"#���� �� 1, 03028 ��� 0, 669722$ ���
(1, 03028)k ���� #�� �����$ !��� �� k ���� #�� ������

�/9 
� A ���� � ������� �� # #�������$ �!� �� ����%���� �� A ���� ��

V2(A) = S({(−2, 1, 0), (−2, 0, 1)}), V3(A) = S({(−1,−1, 1)}).
� �"#� �� # #������� ����



B�7%*��� & ��&

f1(x) = −e3x, f2(x) = −f3(x) = e2x − e3x.
��9 
��" � A ���� ������������#����$ �� PA(x) �%� ��&� �� λ � ��������
�������!���� n ���  ���%� ����#���,���� ������� P ��� ��������� �������
D �� Mn(K)$ �#� A = P−1D P $ !�� D = λIn� �!� A = λP−1InP =
λIn�

&�� 4�,���	 �!" Cayley - Hamilton

	9 A−1 = A2 + 2A− 7I3$ A4 = 11A2 − 2A− 24I3�

�9 A−1 =
i

5
A2 +

1− 4i

5
A− 4 + 5i

5
I3�

�9 -�������#� ��! �� 6����� ��� Cayley-Hamilton !��  ���%� ��
��� �� �� mA(x)$ ���"  ���%� �� ��� �� �� PA(x)�

i) -���"��� ���#�� ��! ��� ���#�! �� mA(x) ��� �� 6����� ���
Cayley-Hamilton�

ii) 
� h(x) ���� ��� ���� �������! ��� �� ��$ ��� �� ����� h(A) =
!$ ��� �%� ��� ���� ����! � �� mA(x)$ �!� mA(A) − h(A) = ! ���
�� mA(x) − h(x) ���� ��� �� �� �����" ����!��� �� mA(x)$ �� ����
��"����� ��! ��� ���#�! �� mA(x)�

iii) 
�! ��� ���!����� ��� + ������� �����#�� ��� ��"���  ���%� �
��� �� �� π(x) ��� υ(x) �#�

g(x) = mA(x)π(x) + υ(x), deg(υ(x)) < deg(mA(x)).


� υ(x) �= 0$ �!�

g(A) = mA(A)π(A) + υ(A) = !⇒ υ(A) = !,

�� ���� ��"���� ��! ��� ���#�! �� mA(x)� 	
�� mA(x)|g(x)�
iv) 	+#�� !�� �� (x−λ) ���� ���������� �� PA(x)$ �!� �� (x−λ) ����

���������� �� ��������" ��� ��"�� (−1)nPA(x) ��� ������ �� λ ����
�������� �� A� 9���%� ��� �� �� t(x) ��� υ ∈ K$ �#�

mA(x) = t(x)(x− λ) + υ.


� υ �= 0$ �!�

mA(A) = t(A)(A− λIn) + υIn ⇒
[
−1

υ
t(A)

]
(A− λIn) = In.


 �! !��� ���� ��"�����$ ���" |A− λIn| = 0�
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