
�����	� �

 !	��	��� "  !	�!	�#���

� #�������!���� ��� ��������� # �����#�� K����� #������� %��
��� �����#��� #�� ������ ��'��!��#�� ��� %���� ����#����� ���#���
#�� ��� #��� ����#���%�� ��������� # �����#�� ��� ������� �� ��������
��#����� # ������"��� �������� )�� ������� � �! �� ����#� � ��
# �������� ���  ��%���� �!� ���� #������" %��� �� ���� ��� ��#����
��������#�! �� %��� � �����&����� � ��� �� # �������� �� �����"�$
���������� �� ����������� # ���� ���� #�����! %��� ��� ���� ����
�����#�! �� �� ���������&����� # ��������� �  ��%��� � �� ��%���"
%��� � 	4#� ����!���� ���� � %���� �!#�  ���!��� ���� � ����� �� �
) ����� � ��� ��� ������ ���� � "���'� # ������ �#� ���� ���������!�
������� �� ���� ������������#���� ���� ��  ���%� �#��"���!� �� ���������
�������� 6� �#%���"��#� �!�� � ���� #������"� %��� � ����#�����
���#��#���

)�� .�����!� � .��������

	+#�� V ���� K����� #�����!� %���� ����#����� ���#��#�� ��� φ :
V → V ���� ��������#�!� �� V � )�� ����� ��� �� ���'� � #�������!
�!�� ��  ��%���� U �� V �� �������� � ���**��.��� :invariant< ��#�
�� φ$ ���� φ(U) ⊆ U � 5�� �������� �� ����"#� � ��� V $ !��� ����
� �! � ���!$ #  �" �����#�� �����������  ��%���� �� $ ����

V = V1 ⊕ · · · ⊕ Vn,



	�� �'������� ( �'��'���)����

!�� φ(Vi) ⊆ Vi$ 1 ≤ i ≤ n� D������� ��������� ���� #��&� � ������#�
!�� Vi = Kvi$ ��� ������ #���%�� vi ∈ V � 
� ����!� �  ��%���� Kvi ����
����������� ��#� ��� φ$ �!� φ(Kvi) ⊆ Kvi� +������� φ(vi) ∈ Kvi$ ���
 ���%� κ ∈ K ��#� �#� φ(vi) = κvi� � ��������#� � �� ��� ����� #���
�!��� ���#�!�

!���8� &9�9�9 ��
�� φ : V → V )��� �������,	
��� ��� K(�	���
���	��!
/��� ������
�)� � �	+
��
 � V � ���� 
��	��� λ ∈ K ')*���	 �������" �
������'������" ���" �eigenvalue� ��� φ� �� ��+��	 � � ���	�� 
��	���
v ∈ V )�
	 /
��

φ(v) = λv. :2�1<

%� 
��	��� v � � 
)
 � :2�1< ')*���	 ������������ � ������'�������
�������� �eigenvector� ��� φ ��� ���	
��	�� 
� � 	�	��	�� λ�

����'��4���� &9�9	9

�: >����� � �������� # �����#�

φ : R2 → R2 , (x, y) 	→ (2x+ y, 4x+ 2y).

-�������"� !�� φ(1,−2) = (0, 0) = 0:1$�.<$ ���� �� 0 ���� �������� ��� ��
(1,−2) �������� #�� �� ����#���%� #��� �������� 0$ !��� ��� ��� ���� ��
������! #���%�� �� Kerφ� +��#�� φ(1, 2) = (4, 8) = 4(1, 2)$ ���� �� C ����
�������� �� φ ��� �� (1, 2) ���� �������� #�� �� ����#���%� #��� ��������
C� 6��� � V1 = S({(1,−2)}) ��� V2 = S({(1, 2)})� �� (1,−2), (1, 2)
���� �������� ��'������$ ��� ������ � ��� R2$ �� �%� ���#��#� .� 	
��
V1 + V2 = S({(1,−2), (1, 2)}) = R2� +��#�� V1 ∩ V2 = {(0, 0)}$ ���� ��
�����#�� ����  �"$ �������

R2 = V1 ⊕ V2 = R(1,−2)⊕ R(1, 2).

6: >����� � �������� # �����#�

φ : R2 → R2 , (x, y) 	→ (2x, 2y).


��" φ(x, y) = 2(x, y)$ ����� !�� ��� �� ������! #���%�� �� R2 ����
�������� #�� �� ����#���%� #��� �������� .� ) ��������� ��� �� e1 = (1, 0)$
e2 = (0, 1) ���� ��������"#���� ��� R2 = Re1 ⊕ Re2�



&9� �'������� ( �'������� 	�&

4: 	+#�� φ : R2[x]→ R2[x]$ � φ(α0+α1x+α2x
2) = 3α0+3α1x+α2x

2$ ����
��������#�!� �� R����� #������" %��� R2[x]� -�������"� !�� ��� ��
������! #���%�� �� R2[x] ��� ������ α0 +α1x ���� �������� #�� �� �����
#���%� #��� �������� /$ �� ��� #���%�� �� R2[x] ��� ������ α2x

2$ α2 �= 0$
���� �������� #�� �� ����#���%� #��� �������� 1�

': 	+#�� φ : V → V ���� ��������#�!� �� K����� #������" %��� V �
6� '��#� � �!� �� ����� ���� �������� �� φ� ��� �� ���� �� �����
�������� �� ����� ��  ���%� 0 �= v ∈ V ��#� �#� φ(v) = 0$ ���� v ∈ Kerφ�
*�� ����#�����$ �� v ∈ Kerφ ��� v �= 0$ �!� φ(v) = 0� 	
�� �� v ����
�������� #�� �� ����#���%� #��� �������� ������ *������� � ��#� #�� !��
�� ����� ���� �������� �� φ �� ��� �!�� �� Kerφ �= {0}$ ��� �� ��� �!�� ��
� φ �� ���� ���������#�!� :��� -�!��#� /�1�/$ ii<� 
� ��������#� � #��
#���� � �! !�� �� � φ : V → V ���� ���������#�!�$ �!� ������#���� ����
�#������#�!� :��� -!��#�� /�1�3$ iii<� 	+�#� �� ������"��� # �����#��
������E

%� � �)� ����	 	�	��	�� ��� φ �� ��	 ���� �� � φ ��� ����	 �������,	
���� �


� �'���#��"� ���##!��� �� #%�#� :2�1<� 
�%��� � ��&� � !��
��� ��� �� �����! � �������#�! 1V : V → V �#%"� 1V (v) = v$ v ∈ V � 	+�#�

φ(v) = λv ⇔ φ(v)− λv = 0⇔ φ(v)− λ1V (v) = 0⇔
⇔ (φ− λ1V )(v) = 0.

) ������� � ������� !�� �� λ ���� �������� �� φ ��� �� v �= 0 ���� ��������
� #�� �� φ �� ����#���%� #��� �������� λ �� ��� �!�� �� � � �����$ Ker(φ−
λ1V )$ �� ��������#��" φ− λ1V �� V ����%� �� ������� #���%��$ ����
�� ��� �!�� �� � φ − λ1V �� ���� ���������#�!�� 
�!�� ���� ����! !��
�� � ��������#�!� φ − λ1V �� V �� ���� ���������#�!�$ �!� ��� ��
������! #���%�� �� Ker(φ− λ1V ) ���� �������� #�� �� φ �� ����#���%�
#��� �������� λ ��� ����#�����

4����"��#� ��#� #�� �!��� # �����#���

��8��+ &9�9�9 ��
�� φ : V → V )��� �������,	
��� ���K(�	���
���	��!
/��� V � %� λ ∈ K ����	 	�	��	�� ��� φ �� ��	 ���� �� � �������,	
���
φ − λ1V ��� V ��� ����	 �������,	
���� �� �� λ ∈ K ����	 	�	��	�� ���
φ� ���� �� 	�	��	��!
���� ��� φ� ��� ���	
��	�!� 
�� λ� ����	 ���	&/� ��

��	��� ��� Ker(φ− λ1V )�



	�� �'������� ( �'��'���)����

+���� ��������������� ���� � �!���� ���#�!��

!���8� &9�9�9 ��
�� φ : V → V )��� �������,	
��� ��� K(�	���
���	��!
/��� V � ��
��

Vλ(φ) = { v ∈ V / φ(v) = λv} = Ker(φ− λ1V ).

�� Vλ(φ) �= {0}� � '� �� λ ����	 	�	��	�� ��� φ� ���� � Vλ(φ) ')*���	 �����
����� �eigenspace� ��� φ *	� � � 	�	��	�� λ�

��8��+ &9�9&9 ��
�� φ : V → V )��� �������,	
��� ��� K(�	���
��(
�	��! /��� V � �	 	�	�/��	 ��� φ ����	 ���''�����	 ���/��	 ��� V �

$18'��2+9 
� Vλ(φ) ���� ���� ����%���� �� φ ��� ��� �������� λ$ ��
�����'� � !�� φ(Vλ(φ)) ⊂ Vλ(φ)� -�������$ �#�� v ∈ Vλ(φ)$ �!� φ(v) =
λv� ��� �� #���%�� w = φ(v) ∈ φ(Vλ(φ))$ �%� �

φ(w) = φ(φ(v)) = φ(λv) = λφ(v) = λw ⇒ w ∈ Vλ(φ). �

)�� �������� #%��� �� v ���� �������� #�� �� ��������#��" φ �� 
����#���%� #��� �������� λ ��� �  ��%���� Kv �� ������ �� ��&��� � ���
��!�� �� φ(Kv)$ ���" φ(Kv) ⊆ Kv ��� dimK(φ(Kv)) = dimK(Kv) = 1�


�! ��� -�!��#� 2�1�/ ��� �� 6����� /�1�@ # ������� � �� �!����

�8���� &9�9�9 ��
�� φ : V → V )��� �������,	
��� ���K(�	���
���	��!
/��� V ������
�)� � �	+
��
 � n� %� � �)� ����	 	�	��	�� ��� φ �� ��	
���� �� � φ ��� ����	 �������,	
���� �� � �������
 ���� � 	�	�/��� V0(φ)
)�	 �	+
��
 

dimK(V0(φ)) = n− r(φ).

)�� *������ / ��� C ���� �%����� ��� ��  ������#� � ��� � ����
���� ��������� # �����#��� +������� ��� ��  ������#� � �� � ����%��� �



&9� �'������� ( �'������� 	�-

�� ��������#��" φ : V → V �� K����� #������" %��� V $ ���� ��
�����&� � ��� ����#���%� ���������� ��� �� ���"� ��� ��������� �� φ$ !���
�� ��"� ��������$ %��#�������"� ��� ���&� #� �� ������ �� ����#���%�
#��� ��������#�! φ− λ1V �


� ����#� � ��� ����������� ��#� B = (v1, . . . , vn) �� V ��� �#��
A = (αij) � ������� �� φ �� ���� �� ��#� B$ ���� A = Aφ = AB� �!� �
������� �� ��������#��" φ−λ1V �� V �� ���� �� B ���� � A−λIn :���
-�������� /�.�1$ �<� 
�! ��� -�!��#� 2�1�/ ��� ��� -�!��#� /�.�@ �����
!�� �� λ ���� �������� �� φ �� ��� �!�� �� det(A− λIn) = 0� +������� ��
��������� �� φ ���� ������� �� ��&� �� ��� ��"�� 

det(A− xIn) =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣

α11 − x α12 · · · α1n

α21 α22 − x · · · α2n
���

���
���

αn1 αn2 · · · αnn − x

∣∣∣∣∣∣∣∣∣ .
A����� ���" � ����!� �� ��� ��"�� det(A−xIn) ���� n$ !#� � ���#��#�
�� V $ ����� !�� �� ��� �� �� det(A−xIn) �%� �� ���" n ��&� #�� #���K�

 �! #������ !��  ���%� � �� ���" n ����� � ��������� �� ��������#��"
φ� 6� ����� �� ������� � !�� �  ������#�!� ��� ��&�� �!� ��� ��"�
�� �� ���� ����� ���!�� "���� ���"#��� ��!������ 9���%� � !���
������#�� �� �� ����� ���!���� ��� ��� ��"��� ��� �����"� "���� #���
 ������#�! ��� ��&�� ��� ������ ������#�� ���������&� � #��� �#��#��$
���" #���!� ��� ���� � �����#� ��� ������ �� �����"##� ��

!���8� &9�9-9 %� ��'�/���� |A−xIn| ')*���	 ������'������� ��#���
���� �characteristic polynomial� ��� ������&����� φ : V → V � ���� A
����	 � ������� � � φ �� ���� ��� �	�����*�)� &+
 B ��� V ��	 
��&�'�����	
Pφ(x)� %� |A − xIn| ')*���	 ���
 � ������'������� ��#������ ���
������ A ��	 
��&�'�����	 PA(x)�


� �%� � ���� ������ A ∈ Mn(K)$  ���%� ���� ��������#�!� φ :
Kn → Kn ��#� �#�A = Aφ = AB$ !�� B ���� � # ����� ��#� �� Kn :���
6����� /�.�1B<� 	+�#� �����"� �� ����� ��� �'�������$ �'��'���)����$
�'�������� ��� ������+�����8 1�*������ ��8� 1�����$ �������� ���
����#���%� ������ �� φ$ !�� A = Aφ� )	 � ��� ��� ������#� �� ���������
����� � #��� K$ �� ����%���� ����  ��%���� �� Kn ��� �� %��������#���!



	�� �'������� ( �'��'���)����

��� �� �� ����� #��� K[x]� 5���#�� �� #���%�� (x1 · · · xn) ∈ Kn ����
�������� #�� �� A �� ����#���%� #��� �������� λ$ ��

A

⎡
⎢⎣
x1
���
xn

⎤
⎥⎦ = λ

⎡
⎢⎣
x1
���
xn

⎤
⎥⎦⇔

⇔ A

⎡
⎢⎣
x1
���
xn

⎤
⎥⎦ = λIn

⎡
⎢⎣
x1
���
xn

⎤
⎥⎦⇔ (A− λIn)

⎡
⎢⎣
x1
���
xn

⎤
⎥⎦ = !.

) ������� � ����!� !�� �� (x1 · · · xn) ���� �������� #�� �� A �� �����
#���%� #��� �������� λ �� ��� �!�� �� ���� �"#� �� # #�������

(A− λIn)X = !.

	+�#� �������� � #��� �!��� ��!��#��

��8��+ &9�9�9 �� Vλ(A) ����	 � 	�	�/��� ��� ������ A ∈ Mn(K) ���
���	
��	�� 
� � 	�	��	�� λ� ����

Vλ(A) = null(A− λIn)

��	
dimK(Vλ(A)) = dimK(null(A− λIn)) = n− r(A− λIn).

-��� ��"� ������ ����������� �������� � ��� �!��� ��!��#�$ �
����� �������"� �� �������!���� �� %��������#����" ��� ��"�� �!�
��������#��" K����� #������" %��� �

��8��+ &9�9,9 ��
�� φ : V → V )��� �������,	
��� ���K(�	���
���	��!
/��� V �	+
��
 � n� %� ����� �	
�	�� ��'�/���� ��� φ ����	 ����+�� ��
� � ��	'�*�� � � &+
 � ��� V � � '� ���	�	 ������� )��� �� ��	� ����� �	(

�	�� ��'�/�����

$18'��2+9 	+#�� AB ∈ Mn(K) � ������� �� ��������#��" φ : V → V
�� ���� �� ����������� ��#� B = (v1, . . . , vn) �� V � 
� D = (w1, . . . , wn)



&9� �'������� ( �'������� 	�,

���� ��� ���� ����������� ��#� �� V ��� AD � ������� �� φ �� ���� ���
D$ �!�

AD = S−1AB S,

!�� S = SB←D ���� � ������� �����#�� ��! �� ��#� D #�� ��#� B :���
-�!��#� /�.�3<� �� %��������#���! ��� �� �� �� ������ AD ����

|AD − xIn| = |S−1AB S − xIn| = |S−1AB S − S−1xInS| =
= |S−1(AB − xIn)S| = |S−1||AB − xIn||S| = |AB − xIn|

:��� 6����� 1�/�1. ��� -!��#�� 1�/�1/<� �

����'��4���� &9�9�/9

�: �� %��������#���! ��� �� �� �� ��������#��" φ : R2 → R2$ �
φ(x, y) = (2x+ y, 4x+ 2y) �� ���� �� ����������� ��#�

(e1 = (1, 0), e2 = (0, 1))

���� ∣∣∣∣ 2− x 1
4 2− x

∣∣∣∣ = x2 − 4x = x(x− 4).

6: 	+#�� A ∈ Mn(K) ��� �#�� !�� A = Aφ$ ��� ��������� ��������#�!
φ� �!� � ������� A �%� �������� �� ����� �� ��� �!�� �� � φ �� ����
� �������#�!� :��� -�������� 2�1�B<$ ������� #"����� � ��� -�!��#�
/�.�@ �� ��� �!�� �� � A �� ���� ����#���,����� 
� �� %��������#���!
��� �� �� PA(x) �� ���,� � �� '��E

PA(x) = (−1)nxn + αn−1x
n−1 + · · ·+ α1x+ α0,

�!� ��������"� !�� �� ����� ���� �������� �� A$ ���� PA(0) = 0$ �� ���
�!�� �� α0 = 0� +�������E

� ������� A ����	 ���	
��)-	��� �� ��	 ���� �� � 
��$���� ���� ���
����� �	
�	��! ��� ��'���!��� ����	 �	+,���� ��� � ������

4: 	+#��

A =

⎡
⎢⎣
α1 !

� � �
! αn

⎤
⎥⎦
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���� ��������� ������� �� Mn(K)� �� %��������#���! ��� �� �� PA(x)
�� A ���� �� (α1 − x) · · · (αn − x)� 	
�� �� α1, . . . , αn ���� �� ��������� �� 
A� 
�!�� ��������"� ��� �� #���%�� ei = [0 · · · 0 1 0 · · · 0]T �� Kn$ !�� 
�� i ���#���� #��� i�������$ !��

Aei = αiei , 1 ≤ i ≤ n,

���� �� ei ���� �������� #�� �� A �� ����#���%� #��� �������� αi,
1 ≤ i ≤ n�

': 	+#�� φ : V → V ���� ��������#�!� �� K����� #������" %��� V �
������

A =

⎡
⎢⎣
A1 ∗

� � �
! Aκ

⎤
⎥⎦
,

!�� Ai ���� ���� si × si�������� ��� s1 + · · · + sκ = n = dimK(V )� �!�
�� %��������#���! ��� �� �� P (x) �� φ ����

|A− xIn| =

∣∣∣∣∣∣∣
A1 − xIs1 ∗

� � �
! Aκ − xIsκ

∣∣∣∣∣∣∣ =
κ∏
i=1

|Ai − xIsi
| =

κ∏
i=1

Pi(x),

!�� Pi(x) ���� �� %��������#���! ��� �� �� �� Ai$ 1 ≤ i ≤ κ :���
-�������� 1�/�./$ #�<�

�: 	+#�� A ∈Mn(K)� 
�! ��� -�!��#� 1�/�1B ����� !��

det(A− xIn) = det(A− xIn)T = det(AT − xIn).
	
�� �� ������ A ��� AT �%� � �#� %��������#���� ��� �� ���

�: *�� ��� �� �� f(x) �����" n � # ���#�� ��� ����"���� �"�����
�� x �#� � (−1)n ���� %��������#���! ��� �� �� �!� ������ A ∈Mn(K)�
-�������$ �#�� f(x) = (−1)ng(x)$ !�� g(x) = xn+αn−1x

n−1 + · · ·+α1x+
α0� �!� � �������

A =

⎡
⎢⎢⎢⎢⎢⎣

0 1 !

0 0
� � �

���
���

� � � 1
0 0 · · · 0 1
−α0 −α1 · · · −αn−2 −αn−1

⎤
⎥⎥⎥⎥⎥⎦



&9� �'������� ( �'������� 	&�

�%� %��������#���! ��� �� �� ��

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

−x 1 !

0 −x � � �
���

���
� � � 1

0 0 · · · −x 1
−α0 −α1 · · · −αn−2 −αn−1 − x

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
=

=

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

0 1 !

0 0
� � �

���
���

� � � 1
0 0 · · · 0 1

−g(x) ∗ · · · ∗ ∗

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
= (−1)n+1(−g(x)) = (−1)ng(x) = f(x).

� ����� �#!���� ����"��� ���#�������� �� x���������#�� ��� n�#�����
#��� (n−1)�#����$ �� x���������#�� ��� (n−1)�#����� #��� (n−2)�#����
������ �� x���������#�� ��� 2�#����� #��� 1�#����� � �"��� �#!����
����"��� ��! ���  ������#�! ��� ���&� #�� � ����� '� ��� #���%��� ���
�� ����� ��������

@: �� P (x) = x2 + 5 ���� �� %��������#���! ��� �� �� �� ������

A =

[
0 1
−5 0

]
.

-�������$ ��������"� !��∣∣∣∣ −x 1
−5 −x

∣∣∣∣ =Σ1→Σ1+xΣ2

∣∣∣∣ 0 1
−5− x2 −x

∣∣∣∣ = x2 + 5.

5���#�� #"����� � ��� -�!��#� 2�1�3$ ��� ������� ��� ������ S−1A S$
!�� S ���� ���� ����#���,���� ������� �� M2(R)$ �%� %��������#���!
��� �� �� �� P (x)� �

-������� � �������� ��� ���!�����  ������#��" ��� �������� #�����
��� ��� �������� λ �� ��������#��" φ : V → V $ ���� �� Vλ(φ)�

$*48��;��� �1�*�4���) �'�����.�9



	&	 �'������� ( �'��'���)����

$*48��;��� &9�9��9 ��
�� φ : V → V )��� �������,	
��� ���K(�	���
���	(
��! /��� V ������
�)� � �	+
��
 � n�

• 5��� � #��'�*������ ��� ������ A = (αij) ��� �������,	
��! ��
���� ��� �	�����*�)� &+
 B = (v1, . . . , vn) ��� V �

• 5��� 	 #��'�*������ �� ����� �	
�	�� ��'�/���� ��� φ

|A− xIn|.

• 5��� � #��'�*������ �	� ����� ��� |A − xIn| ��� ������� 
�� 
/��
K� ���)� ����	 �	 	�	��	�)� ��� φ�

• 5��� � �� λ ����	 ��� 	�	��	�� ��� φ� ��	'!���� �� ���*��)� 
!
� ��

(A− λIn)X = 	.

%� 
!��'� ��� '!
��� ��� 
�
������� ����! ���
�	�����	 ��� 	�	�/��
Vλ(φ)�

Vλ(φ) = {ξ1v1+· · ·+ξnvn/ Ξ = [ξ1 · · · ξn]T '!
 ��� (A−λIn)X = 	}.

����'��4���� &9�9�	9

�: 6� ���#�����#� � �� � ����%��� � �� ��������#��"

φ : R2 → R2 , (x, y) 	→ (2x+ y, x+ 2y).

4 ������� �� φ �� ���� �� # ���� ��#� �� R2 ���� �

A =

[
2 1
1 2

]

��� �� %��������#���! ��� �� �� �� φ ���� ��∣∣∣∣ 2− x 1
1 2− x

∣∣∣∣ = (2− x)2 − 1 = x2 − 4x+ 3 = (x− 1)(x− 3).



&9� �'������� ( �'������� 	&�

	
�� �� ��������� �� φ ���� λ1 = 1 ��� λ2 = 3� ��� �� ���"� ��� V1(φ)
�"�� � �� #"#����

(A− 1I2)

[
x1

x2

]
=

[
0
0

]
⇒
[

1 1
1 1

] [
x1

x2

]
=

[
0
0

]
.

7���� � ��� ������ A− 1I2 # ��������� ��������� ����� �������E

[
1 1
1 1

]
−→

[
1 1
0 0

]
,

������� �� #"���� ��� �"#�� �� # #�������$ ��� ��� � ����%���� �� φ
�� ����#���%� #��� �������� =$ ���� � %����

V1(φ) = { (−x2, x2) / x2 ∈ K} = S({(−1, 1)}) = S({v}),

!�� ��#�� v = (−1, 1)�

��� �� %��� V3(φ) �"�� � �� #"#����

(A− 3I2)

[
x1

x2

]
=

[
0
0

]
⇒
[ −1 1

1 −1

] [
x1

x2

]
=

[
0
0

]
.

7���� � ��� ������ A− 3I2 # ��������� ��������� ����� �������

[ −1 1
1 −1

]
−→

[
1 −1
0 0

]
,

���

V3(φ) = { (x2, x2) / x2 ∈ K} = S({(1, 1)}) = S({u}),

!�� ��#�� u = (1, 1)�



	&� �'������� ( �'��'���)����

-�������#� !�� �� ����%���� V1(φ) ��� V3(φ) �������� � �����������
��#� ��� φ$ !��� ������� ��� #�� �������� #%����

6: 6� ���#�����#� � ��� ��������� ��� �� � ����%��� � �� ������

A =

[
1 1
1 0

]
∈M2(K).

�� %��������#���! ��� �� �� �� A ���� ��

∣∣∣∣ 1− x 1
1 −x

∣∣∣∣ = −x+ x2 − 1 =

(
x− 1 +

√
5

2

)(
x− 1−√5

2

)
.

	+�#� �� K = Q$ �!� � A �� �%� ��������� 
� K = R � C$ �!� �� ���������

���� λ1 =
1 +
√

5

2
��� λ2 =

1−√5

2
� ��� �� ���"� ��� ����%��� Vλ1

�"�� � �� #"#���� (A− λ1I2)X = !$ ���� ����� � ��� ������ A− λ1I2
# ��������� ��������� ����� �������E

A− λ1I2 =

[
1−√5

2
1

1 −1−√5
2

]
−→

[
1 −1−√5

2

0 0

]
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���

Vλ1(A) = {(1 +
√

5

2
x2, x2)/x2 ∈ K} = S({(1 +

√
5

2
, 1)}) = S({(1+

√
5, 2)}).

	4���� ���#�� � !��

Vλ2(A) = S({(1−
√

5

2
, 1)}) = S({(1−

√
5, 2)}).

4: 4 ������� �� ��������#��"

φ : R2 → R2 , (x, y) 	→ (−y, x)

�� R����� #������" %��� R2 �� ���� �� # ���� ��#� �� R2 ���� �

A3 =

[
0 −1
1 0

]

��� �� %��������#���! ��� �� �� �� φ ���� ��

P (x) =

∣∣∣∣ −x −1
1 −x

∣∣∣∣ = x2 + 1,

�� ����� �� �%� ��&� #�� R�


�! � �! �� ��������� # ������� � !�� ��� ��������#�!� K����� �
#������" %��� V �� �%� ���������� ��������� ��� ��������"#�����

': A���� � !��� !�� � ��������#�!�

φ : C2 → C2 , (x, y) 	→ (−y, x)

�� C����� #������" %��� C2 �%� ��������� ±i � ����#���%� � ����%��� �

Vi(ψ) = { (ix2, x2) / x2 ∈ C} = S({(i, 1)}), V−i(ψ) = S({(−i, 1)}).

�: 6���"� ��� ��������#�!

φ : R3 → R3 , (x, y, z) 	→ 4(x, y, z)



	&� �'������� ( �'��'���)����

�� R����� #������" %��� R3� 4 ������� �� φ �� ���� �� # ���� ��#�
�� R3 ���� �

A =

⎡
⎣ 4 0 0

0 4 0
0 0 4

⎤
⎦
,

��� �� %��������#���! ��� �� �� ���� �� P (x) = (4 − x)3� 	+�#� � �!��
�������� ���� �� C ���$ ���" A − 4I3 = ! ��� (A − 4I3)X = ! �#%"� ���
��� X ∈M3×1(R)$ � ����#���%�� ����%���� ���� � R3�

�: 6�  ������#� � ��� ��������� ��� �� ��������"#���� �� ��������#��"

φ : R2[x]→ R2[x] , a+ bx+ cx2 	→ 3a+2b+2c+(a+4b+2c)x− (a+2b)x2

�� R����� #������" %��� R2[x]� 4 ������� �� φ �� ���� �� # ���� ��#�
(1, x, x2) �� R2[x] ���� �

A =

⎡
⎣ 3 2 2

1 4 2
−1 −2 0

⎤
⎦
,

�� %��������#���! �� ��� �� �� ���� ��∣∣∣∣∣∣
3− x 2 2

1 4− x 2
−1 −2 −x

∣∣∣∣∣∣ = 12− 16x+ 7x2 − x3 = (2− x)2(3− x),

��� �� ��������� �� ���� �� . ��� �� /� 7���� � ��� ������ A − 2I3 #
��������� ��������� ����� �������E

A− 2I3 =

⎡
⎣ 1 2 2

1 2 2
−1 −4 0

⎤
⎦ −→

⎡
⎣ 1 2 2

0 0 0
0 0 0

⎤
⎦
,

������� �� #"���� ��� �"#�� �� # #������� (A− 2I3)X = ! ���� ��

{ (−2x2 − 2x3, x2, x3) / x2, x3 ∈ R} = { t(−2, 1, 0) + s(−2, 0, 1) / t, s ∈ R}.
4 ����%���� �� ����#���%� #��� �������� . ��� ����%� �� ��������"#����
�� ����#���%�"� #��� ���� �������� ���� �

V2(φ) = { t(−2+1x+0x2)+s(−2+0x+1x2) / t, s ∈ R} = S({−2+x,−2+x2})



&9� �'������� ( �'������� 	&-

��� �%� ���#��#� �#� � .� 	4���� ����� � ��� ������ A−3I3 # ���������
��������� ����� �������E

A− 3I3 =

⎡
⎣ 0 2 2

1 1 2
−1 −2 −3

⎤
⎦ −→

⎡
⎣ 1 0 1

0 1 1
0 0 0

⎤
⎦
,

��� � ����%���� �� ����#���%� #��� �������� / ���� �

V3(φ) = S({−1− x+ x2}).

@: 	+#�� � ��������#�!�

ψ : M2(R)→M2(R) ,

[
a b
c d

]
	→
[

2a −2b+ c
−5b+ 2c 2d

]
�� R����� #������" %��� M2(R)� 4 ������� �� ψ �� ���� �� # ����
��#�(

E11 =

[
1 0
0 0

]
, E12 =

[
0 1
0 0

]
, E21 =

[
0 0
1 0

]
, E22 =

[
0 0
0 1

])
�� R2[x] ���� �

A =

⎡
⎢⎢⎣

2 0 0 0
0 −2 1 0
0 −5 2 0
0 0 0 2

⎤
⎥⎥⎦

��� �� %��������#���! �� ��� �� �� ���� ��∣∣∣∣∣∣∣∣
2− x 0 0 0

0 −2− x 1 0
0 −5 2− x 0
0 0 0 2− x

∣∣∣∣∣∣∣∣
=

= (2− x)
∣∣∣∣ −2− x 1
−5 2− x

∣∣∣∣ (2− x) = (2− x)2(x2 + 1).

-�������"� !�� � �������� �������� �� ψ ���� �� .� 7���� � ��� ������
A− 2I4 # ��������� ��������� ����� �������E⎡

⎢⎢⎣
0 0 0 0
0 −4 1 0
0 −5 0 0
0 0 0 0

⎤
⎥⎥⎦ −→

⎡
⎢⎢⎣

0 1 0 0
0 0 1 0
0 0 0 0
0 0 0 0

⎤
⎥⎥⎦
.
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	+�#� �� #"���� ��� �"#�� �� # #������� (A− 2I4)X = ! ���� ��

{ (x1, 0, 0, x4) / x1, x4 ∈ R},
��� � ����%���� �� ψ �� ����#���%� #��� �������� . ���� �

V2(ψ) = {x1E11 + x4E22 / x1, x4 ∈ R} = S({E11, E22}),
���� ���� �� #"���� ��� ��������� ������� �� M2(R)� �

6� '��#� � ���� ������ ��#���� ���!���� ��� %��������#����� ��� �
��"����

��8��+ &9�9��9 ��
�� φ : V → V )��� �������,	
��� ��� n(�	+
�����
K(�	���
���	��! /��� V � �� A ����	 � ������� � � φ� ����

Pφ(x) = |A− xIn| = (−1)nxn + αn−1x
n−1 + · · ·+ α1x+ α0,

���� αn−1 = (−1)n−1 Tr(A) ��	 α0 = detA = |A|�
$18'��2+9 	+#�� Pφ(x) = |A− xIn|$ �!�

Pφ(0) = α0 = |A− 0In| = |A|.

�! ���  ������#�! ��� ���&� #�� |A−xIn| ����"��� !��  ���%� � �������
n ����� � !��� �� ����%� � �� xn−1$ ���� ��

α11(−x)n−1, . . . , αnn(−x)n−1.

	
��

αn−1 = (−1)n−1(α11 + · · ·+ αnn) = (−1)n−1 Tr(A). �


�! ��� -�!��#� 2�1�3 ��� ��� -�!��#� 2�1�1/ ����"��� "���� ��
�!��� # �����#��$ �� ����� �����'�� ��� #�� *������ 1 :��� -�!��#�
1�1�1@$ viii<�

��8��+ &9�9��9 ����	�	 ������� )��� �� ��	� �����

4� �!��� �����#�� ��� ���� � ������ ��!�� ���!���� ��� �������� �
#����� ��� ��� ����%�����



&9� �'������� ( �'������� 	&,

��8��+ &9�9�&9 ��
�� φ : V → V )��� �������,	
��� ��� n(�	+
�����
K(�	���
���	��! /��� V � �� w1, w2, . . . , wκ ����	 	�	��	��!
���� ��� V ���
���	
��	�!� 
� �	�����	�)��� 	�	��	�)� λ1, λ2, . . . , λκ� ���� �� w1, w2, . . . , wκ
����	 *����	�+ ����+�� ���

$18'��2+9 � ��!��'� ������ �������� �� ���� κ� +���� ����! !�� �
��!��#� �#%"� ��� κ = 1$ ���" �� �������� #�� w1 ���� ������� �� ����!��
9������ � !�� � ��!��#� �#%"� ��� κ− 1$ �� �����'� � !�� �#%"� ��� κ�
	+#��

μ1w1 + · · ·+ μκwκ = 0 :2�.<

��� �������� #%�#� ��� w1, . . . , wκ$ !�� μ1, . . . , μκ ∈ K$ �!�

φ(μ1w1 + · · ·+ μκwκ) = 0⇒ μ1φ(w1) + · · ·+ μκφ(wκ) = 0⇒
⇒ μ1λ1w1 + · · ·+ μκλκwκ = 0. :2�/<

-�������#��&� � �� #%�#� :2�.< �� λκ ��� ��� ������"� ��! �� #%�#�
:2�/<$ ��#�

μ1(λ1 − λκ)w1 + · · ·+ μκ−1(λκ−1 − λκ)wκ−1 = 0⇒
⇒ μ1(λ1 − λκ) = 0, . . . , μκ−1(λκ−1 − λκ) = 0, :2�C<

���"$ ��� ���  �!�#� ��� ����������� �������$ �� w1, w2, . . . , wκ−1 ����
�������� ��'������� 	4��� �� λ1, λ2, . . . , λκ ���� ����������� ��! ���  �!�
�#� ��� ��!��#��$ ��� λi−λκ �= 0$ i = 1, . . . , κ−1$ ��� ��! �� #%�#� :2�C<
����� !�� μ1 = · · · = μκ−1 = 0� �!�$ ��! �� #%�#� :2�.<$ ����"��� !��
μκ = 0� 	
�� �� w1, w2, . . . , wκ ���� �������� ��'������� �

?��#����������� ��� �������� ��!��#� �������"��� �� �!��� # ����
��#��$ �� ����� ������ �� ����� ���� #��� ���� #� �!� K����� #������"
%��� V #  �" �����#�� �����������  ��%���� �� �

��8��+ &9�9��9 ��
�� φ : V → V )��� �������,	
��� ��� n(�	+
�����
K(�	���
���	��! /��� V � λ1, λ2, . . . , λκ �	 �	�����	�)��� 	�	��	�)� ��� φ ��	
Vλ1(φ), . . . , Vλκ(φ) �	 ����
��	�	 	�	�/��	� %���

Vλ1(φ) + · · ·+ Vλr(φ) = Vλ1(φ)⊕ · · · ⊕ Vλr(φ),

� '� �� +$��	
�� Vλ1(φ) + · · ·+ Vλr(φ) ����	 ��$!�



	�/ �'������� ( �'��'���)����

$18'��2+9 	+#�� vi ∈ Vλi
(φ)$ i = 1, . . . , κ� 
�! ��� -�!��#� 2�1�12 �����

!�� �� v1, . . . , vκ ���� �������� ��'������$ ��!� �� v1 + · · ·+ vr = 0$ �!�
v1 = · · · = vr = 0� ���� ��! �� -!��#�� .�C�/ ����� !�� �� �����#��
Vλ1(φ) + · · ·+ Vλr(φ) ����  �"� �

���%'��4�� &9�9�-9

>����� � �������� # �����#�

f : R3 → R3 , (x1, x2, x3) 	→ (x2, x1 + x3, x2).

4 ������� Af �� ����#���%� #��� f �� ���� �� # ���� ��#� �� R�
���� #������" %��� R3 ���� �

Af =

⎡
⎣ 0 1 0

1 0 1
0 1 0

⎤
⎦
.

�� %��������#���! ��� �� �� ��� f :� �� Af < ���� ��∣∣∣∣∣∣
−x 1 0

1 −x 1
0 1 −x

∣∣∣∣∣∣ = −x(x2 − 2)

��� �� ��������� ��� f ���� �� 0,
√

2,−√2� 9������&� � �� � ����%��� �
V0(f) , V√2(f) , V−√2(f) E

V0(f) = S({(−1, 0, 1)}), V√2(f) = S({(1,
√

2, 1)}),
V−√2(f) = S({(1,−

√
2, 1)}).

+���� �� v1 = (1, 0,−1)$ v2 = (1,
√

2, 1) ��� v3 = (1,−√2, 1) ���� �����
����"#���� �� ����#���%�"� #��� ����������� ��������� 0,

√
2,−√2$ �����

!�� ���� �������� ��'������ #���%�� �� R3 ��� # ���� ������"� ��#�
�� R3 ���" dimR(R3) = 3� +�������

R3 = V0(f)⊕ V√2(f)⊕ V−√2(f).

6� ��"� !�� � ������� ��� f �� ���� �� ��#� (v1, v2, v3) ���� ����������

�! ��� ���#�! ��� ��������� ����"��� !��

f(v1) = 0v1 , f(v2) =
√

2v2 ��� f(v3) = −
√

2v3 .



$����� &9� 	��

	
�� � &���"���� ������� ���� �

A′ =

⎡
⎣ 0 0 0

0
√

2 0

0 0 −√2

⎤
⎦
.

4 ������� �����#�� ��! �� ��#� {v1, v2, v3} #�� # ���� ��#� ���� �

S =

⎡
⎣ 1 1 1

0
√

2 −√2
−1 1 1

⎤
⎦
.

	
�� A′ = S−1AfS� �

��8��+ &9�9��9 ��
�� φ : V → V )��� �������,	
��� ��� n(�	+
�����K(
�	���
���	��! /��� V ��	 λ1, . . . , λκ �	 	�	��	�)� ��� φ� %��� �	 λ

−1
1 , . . . , λ−1

κ

����	 �	 	�	��	�)� ��� φ−1�

$18'��2+9 	+#�� B ��� ����������� ��#� �� V ��� A � ������� �� � ���
�����#��" φ �� ���� �� B� �!� � A−1 ���� � ������� ��� φ−1 �� ���� ��
B :��� 6����� /�.�1B$ ii)� 	4���

|A− λiIn| = 0⇒ λ−1
i |A−1||A− λiIn| = 0⇒ |λ−1

i A−1(A− λiIn)| = 0⇒
⇒ |λ−1

i In − A−1| = 0⇒ |A−1 − λ−1
i In| = 0, 1 ≤ i ≤ κ,

���� �� λ−1
1 , . . . , λ−1

κ ���� �� ��������� �� φ−1� -�������"�$ ������$ !��
�� ����� �� ����� �� ���� �������� �� φ$ ���" � φ ���� � �������#�!�$
������� Kerφ = {0} :��� -!��#�� 2�1�B<�


������ � ��� �"��� ��!�� ��!��'��� 	+#�� v ��� �������� #�� �� 
φ �� ����#���%� #��� �������� λ �= 0� �!� φ(v) = λv ���

φ−1(v) = φ−1(λ−1λv) = λ−1φ−1(φ(v)) = λ−1v,

���� �� λ−1 ���� �������� �� � �������#��" φ−1 � �������� #�� �� v� �


�! ��� �������� ��!��#� # ������� � !�� �� � λ ���� �������� �� 
����#���,��� ������ A �� Mn(K)$ �!� � λ−1 ���� �������� �� A−1� +��#��
��! ��� �"��� ��!�� ��!��'�� ��� �������� ��!��#�� # ������� � !��
�� � �������#��� φ ��� φ−1 �%� � �� ���� ��������"#�����



	�	 �'������� ( �'��'���)����

���%'��4�� &9�9�,9

>����� � � �������#�!� φ : R2 → R2$ � φ(x, y) = (y,−2x + 3y)� 4�
��������� �� φ ���� �� . ��� �� /$ �� � φ−1 : R2 → R2$ φ−1(x, y) =
1

2
(3x− y, 2x)$ �%� ��������� 1

2
���

1

3
� �

�������� ��	
�� &��

1� >?: F�  ������#��"� �� ��������� ��� �� ��������"#���� ��� ��������
��������� # �����#��

i) φ : C2 → C2$ (x, y) 	→ (x+ 4y, 2x+ 3y)�

ii) ψ : R2[x]→ R2[x]$ a+ bx+ cx2 	→ b+ cx+ ax2�

iii) f : R3 → R3$ (x, y, z) 	→ (2x+ y, y − z, 2y + 4z)�

iv) g : M2(R)→M2(R)$

[
a b
c d

]
	→
[
b 2a+ b
d 5c+ 4d

]
�

.� >?: F�  ������#��"� �� ��������� ��� �� ��������"#���� ��� ��������
�������E

i< A =

[
1 2
3 2

]
$ B =

[
3 2
−2 3

]
�� M2(R)�

ii< A =

⎡
⎣ 4 0 0
−2 1 0
−2 0 1

⎤
⎦$ B =

⎡
⎣ 1 1 0

0 1 1
0 0 1

⎤
⎦$ C =

⎡
⎣ 0 0 −6

0 0 1
1 1 0

⎤
⎦

�� M3(R)�

iii< A =

[ −2 2
−2 3

]
$ B =

[
1 i
−i 1

]
�� M2(C)�

/� >?: 	+#�� V ����K����� #�����!� %���� ��� φ : V → V ���� �������
��#�!� �� V � ��� ���!���� φ2 = φ� F� �����'� !�� �� ���������
��������� �� φ ���� �� 0 � �� 1�

C� >?: 	+#�� f, φ ��������#��� �� K����� #������" %��� V � 
� � f
���� �#������#�!�$ �!� �� ��������#��� φ ��� fφf−1 �%� � ��� ����
����������

2� >?: 	+#�� A,B ∈ Mn(K) ��� � A ���� ����#���,����� F� �����'�
!�� �� ������ AB ��� BA �%� � �� ���� %��������#���! ��� �� ���



$����� &9� 	��

B� >������� �� !����� ������ A$ D �� Mn(K)$ !�� D = P−1A P $ ���
������� ����#���,��� ������ P ∈ Mn(K)� F� �����'� !�� �� ��
v = [ x1 · · · xn ]T ���� �������� #�� �� ������ A �� ����#���%�
#��� �������� λ$ �!� �� P−1v ���� �������� #�� �� ������ D �� 
����#���%� #��� �������� λ�

@� >?: >����� ���� ������� A ∈ Mn(K)� )%�����&� � ��� ������ A +
kIn$ ��� ������ k ∈ K� F� �����'� !�� �� �� λ ���� ��� �������� �� 
A$ �!� �� λ + k ���� ��� �������� �� A + kIn� 
�!��$ �� �� v ����
��� �������� #�� �� A �� ����#���%� #��� �������� λ$ �!� �� v ����
�������� #�� �� A+ kIn�

0� >?: 	+#�� A ∈ Mn(K)� F� �����'� !�� �� �� λ ���� ��� ��������
�� A$ �!� �� λμ ���� ��� �������� �� Aμ$ m ∈ N − {0}� 
�!�� ��
�� v ���� �������� #�� �� A �� ����#���%� #�� λ$ �!� �� v ����
�������� #�� �� Aμ �� ����#���%� #�� λμ�

3� 	+#�� A ∈Mn(K) ��� λ ���� ��� �������� �� A� F� �����'� !�� ��
3λ2 − λ+ 2 ���� ��� �������� �� ������ 3A2 − A+ 2In�

1=� >?: 	+#�� !�� !�� �� ��������� �!� ��������#��" φ �� K����� #�����
��" %��� V ���� �#� � ������ +���� � ��������#�!� φ � ������!�
��������#�!�I F� ����������#� ��� ������#� #���

11� >?: 	+#�� A ∈ Mn(K) � ��� ���!���� A2 = −In� F�  ������#�
��� ��������� �� ������ A ��� �� �����'� !�� � n �� ����� �� ����
�����!� �����!��

1.� >?: 	+#�� A ∈ M2(K) ������� �#� A3 = !� F� �����'� !��
A2 = !�

1/� >?: F� �����'� !�� ��� ������� �� Mn(K) ������� �� �����#��
�"� ����#���,���� ��������

1C� >?: F� ���� ���� ��������#�! φ : K2 → K2 ������� �#� �� �%�
��������� �� 1 ��� �� C ��� ����#���%� ��������"#���� �� v = (3, 1) ���
u = (2, 1)�

12� >?: F� ���� ������ A$ B $ C$ �#� PA(x) = −x3 + 2x− 1$
PB(x) = x4 − x3 + x2 − x+ 1$ PC(x) = −x5 − x4�



	�� �'������� ( �'��'���)����

1B� >?: >����� � �������

A =

⎡
⎣ a b 0
c 1− a 2i
i c+ 1 1

⎤
⎦ ∈M3(C).


� detA = 8 ��� ��� �������� �� A ���� �� . �� ����"� ��  �!�����
����������

1@� >?: F�  ������#��"� �� ��������� ��� �� ��������"#���� �� ������

A =

⎡
⎢⎢⎢⎣

1 1 · · · 1
1 1 · · · 1
���

���
���

1 1 · · · 1

⎤
⎥⎥⎥⎦ ∈Mn(K).

�������� �� Mathematica ��	
�� &��

)( � ��� ��� �!���� ���&� � ��� ������ a ���  ������&� � �� %�������
��#���! ��� �� �� p(x) �� a � ��� ����� CharacteristicPolynomial[a, x]�
A��#�� � �� � ��������� �� p(x) #�� Q[x] � ��� ����� Factor[p[x]] ���
��� ��&� �� p(x) � ��� ����� Roots[p[x] == 0, x]� +��������� � !�� ��
��&� �� p(x) ���� ��������� �� a � ��� ����� Eigenvalues[a]� A��#�� �
��� ������ evec$ �� �� ������� �� ���� �� ��������"#���� �� a$ � ���
����� Eigenvectors[a]� 6��� � p = (evec)T ��� ��������� � !�� p−1a p
���� � ��������� ������� � ����� #�� �"��� �������� ��� ��������� �� a�
+����������� � �� �������#�� ��� ���� ������ � ��������� ����������

In[*]:= << LinearAlgebràMatrixManipulatioǹ<< LinearAlgebràMatrixManipulatioǹ<< LinearAlgebràMatrixManipulatioǹ

In[*]:= a = {{1, 2, 3}, {2, 4, 6}, {3, 6, 5}};a = {{1, 2, 3}, {2, 4, 6}, {3, 6, 5}};a = {{1, 2, 3}, {2, 4, 6}, {3, 6, 5}};
MatrixForm[a]MatrixForm[a]MatrixForm[a]

Out[*]:=

⎛
⎝ 1 2 3

2 4 6
3 6 5

⎞
⎠

In[*]:= MatrixRank[a]MatrixRank[a]MatrixRank[a]

Out[*]:= 2

In[*]:= p[x] = CharacteristicPolynomial[a, x]p[x] = CharacteristicPolynomial[a, x]p[x] = CharacteristicPolynomial[a, x]



��/ 01�'��2��� ��� 3)���

	/9 i) f(x) = x2 − 2x− 3� ii) g(x) = x3 − x2 + 2�

	�9 i) 	+#�� X1, . . . , Xn �� #���� �� &���"��� ������ B ��� I(1), . . . , I(n)

�� #���� �� In� �!�

AB = In ⇔
[
AX1 | · · · | AXn

]
=
[
I(1) | · · · | I(n)

]⇔
⇔ AXi = I(i), i = 1, . . . , n.

	4��� r(A) = r([A|I(i)]) = n$ i = 1, . . . , n, ��� �� # #������ �%� � �����
�������� �"#�$ ���  ���%� �������!� ������� B � ��� ���!���� AB = In�
��� �� ii) ��������#� !��

CA = Im ⇔ (CA)T = (Im)T ⇔ ATCT = Im,

��!� � "���'� ��� �������!���� �� ������ C ����"��� ��! �� i)�

		9 �� #"#���� �%� �������� �"#� �� ��� �!�� �� r(A) = n� �!� m ≥ n
��� � ������� A �%� n �������� ��'������ ������� �� ��  �!����� m−n
������� ���� ��������� # �� �#��� ��� �������� ��'������� ��������
6��� � �� �#��"���� #"#���� A′X = B′$ A′ ∈ Mn(Q)$ B′ ∈ Mn×1(Q)$
�� ����� ����%� �!�� ��� '�#�#�� �� AX = B �� ����#���%�"� #���
n �������� ��'������ �������� �!� detA′ �= 0 ��� �� A′X = B′ �%�

�������� �"#�$ ��� (x1, . . . , xn)$ !�� xi =
detA′(i, B′)

detA′
∈ Q$ 1 ≤ i ≤ n$ ��

����� ���� ��"�����

;�,
5��� )� .�����!� 	�� .�������(����

&��� �������)� � ����+,���

�9 i) V−1(φ) = S({(−2, 1)})$ V5(φ) = S({(1, 1)})�
ii) Pψ(x) = 1− x3$ V1(f) = S({1 + x+ x2)})�
iii) Pf (x) = −(x−3)(x−2)2$ V3 = S({(−1/2, 1/2), 1}) = S({(1, 1,−2)})$

V2(f) = S({(1, 0, 0)})� -�������#� !�� �� � �������� . ���� �����$ dimRV2 =
1�

iv)

Ag =

⎡
⎢⎢⎣

0 1 0 0
2 1 0 0
0 0 0 1
0 0 5 4

⎤
⎥⎥⎦
,



B�7%*��� & ���

Pg(x) =

∣∣∣∣ −x 1
2 1− x

∣∣∣∣
∣∣∣∣ −x 1

5 4− x
∣∣∣∣ = (x− 2)(x− 5)(x+ 1)2$

V2(g) = S

({[
1 2
0 0

]})
$ V5(g) = S

({[
0 0
1 5

]})
$

V−1(g) = S

({[ −1 1
0 0

]
,

[
0 0
−1 1

]})
�

	9 i) V−1(A) = S({(−1, 1)})$ V4(A) = S({(2, 3)})�
PB(x) = x2 − 6x+ 13$ ��� � B �� �%� ��������� ��� ��������"#�����

ii) V1(A) = S({(0, 1, 0), (0, 0, 1)})$ V4(A) = S({(−3, 2, 2)})�
V1(B) = S({(1, 0, 0)})� PC(x) = −x(x2 + 5)$ V0(C) = S({(−1, 1, 0)})�
iii) V−1(A) = S({(2, 1)})$ V2(A) = S({(1, 2)})�
V0(B) = S({(−i, 1)})$ V2(B) = S({(i, 1)})�

�9 	+#�� λ ��� �������� φ ��� 0 �= v ∈ V ������ �#� φ(v) = λv� 
�! ��
#%�#� φ2 = φ ⇒ φ2(v) = φ(v) ⇒ φ(λv) = λv ⇒ λφ(v) = λv ⇒ λ2v =
λv ⇒ λ(λ− 1)v = 0 ⇒ � λ = 0 � λ = 1� 
 ��� ���� �� �!�� ��������� �� 
φ� -�������$ �� Imφ(V ) �= 0 ��� u ∈ φ(V )$ u �= 0$ �!� u = φ(v) ��� ������
v ∈ V � 	
�� φ(u) = φ2(v) = φ(v) = u$ ������ �� u ���� �������� #�� �� 
����#���%� #��� �������� 1� 
� Kerφ = {0}$ �!� �� ����� �� ���� ��������
�� φ :��� -!��#�� 2�1�B<� 
� Kerφ �= {0}$ �!� �� ����� ���� �������� �� 
φ�

�9 	
�#� # ����� ��� -�!��#�� 2�1�3�

&9 4� ������ AB ��� BA ���� !������

-9 
� �� λ ���� ��� �������� �� A$ �!�

|A− λIn| = 0⇔ |A+ kIn − (k + λ)In| = 0⇔
�� k + λ ���� ��� �������� �� A+ kIn� 
�!�� ��

Av = λ⇔ (A+ kIn)v = (λ+ k)v�

�9 
� Av = λv ⇒ A2v = A(λv) = λ(Av) = λ2v� +�������� Aμv = λμv$
μ ≥ 1�

�/9 4� ��������� �� ��������#��" φ : R2 → R2$ φ(x, y) = (y, 0) ���� �#�
� ������

��9 |A2 − xIn| = | − In − xIn| = | − (x + 1)In| = (−1)n(x + 1)n� 	
�� �
�������� �� A2 ���� �� �1 � �������!���� �#� � n� 	4���$ �� �� λ ���� ���
�������� �� 
$ �!� �� λ2 ���� �������� �� A2 :��� 	
#��#� B<� +�������$



��	 01�'��2��� ��� 3)���

λ2 = −1⇒ λ = ±i� +���� � ������� A �%� �� ����������� ���������$ �����
!�� � ����!� �� PA(x) ���� ������$ ������ � n ���� �������

�	9 	+#��

A =

[
α β
γ δ

]
∈M2(K).


�! �� #%�#� A3 = !$ ����� !�� PA3(x) = |! − xI2| = x2� 	
�� � �!��
�������� �� A3 ���� �� ������ 	+�#� �� �� λ ���� ��� �������� �� A �!�
λ3 = 0$ ��!� λ = 0� ) ���� PA(x) = x2$ ����∣∣∣∣ α− x β

γ δ − x
∣∣∣∣ = x2 ⇒ x2 − (α+ δ)x+ αδ − βγ = x2 ⇒

⇒
{

α+ δ = 0
αδ − βγ = 0

⇒
{

δ = −α
αδ = βγ = −α2.

	
��

A2 =

[
α2 + βγ αβ − βα
αγ − αγ βγ + α2

]
= ! .

��9 	+#�� k ∈ K ������ �#� �� ��� ���� �������� �� A$ ��� A ∈ Mn(K)�
�!� A = A− kIn + kIn = (A− kIn)+ kIn� -�������#� !�� |A− kIn| �= 0�

��9 +�!#�� φ(v) = 1v ��� φ(u) = 4u$ � ������� ��� φ �� ���� �� ��#�
D = (v, u) ���� �

AD =

[
1 0
0 4

]
.

	+�#� ��

SB←D = S =

[
3 2
1 1

]
,

�!� AB = SADS
−1$ !�� B � # ����� ��#� �� K2$ ���

φ(x, y) = (−5x+ 18y,−3x+ 10y)�

�&9 -�������� 2�1�1=$ #�<�

��9 A�� -�!��#� 2�1�1/� 4�  �!����� ��������� ���� �� 2i ��� �� −2i�

�-9 -�������"� !�� r(A) = 1� +������� �� = ���� �������� �� A$ �� �
����%���� V0(A) �%� ���#��#� n− 1� 5���#��

V0(A) = { (x1, . . . , xn) / x1 + · · ·+ xn = 0} =

= S({(−1, 1, 0, · · · , 0), (−1, 0, 1, 0, · · · , 0), · · · , (−1, 0, · · · , 0, 1)}).



B�7%*��� & ���

-�������"� ��#�� !��

A

⎡
⎢⎣

1
���
1

⎤
⎥⎦ =

⎡
⎢⎣
n
���
n

⎤
⎥⎦ = n

⎡
⎢⎣

1
���
1

⎤
⎥⎦
,

������� �� (1, . . . , 1) ���� �������� #�� �� A � ����#���%� �������� n� +���
�� V0(A)⊕ Vn(A) ⊆ Kn ⇒ dimk(V0(A)) + dimK(Vn(A)) ≤ n # ������� �
!�� dimK(Vn(A)) = 1$ ��� Vn(A) = S({(1, . . . , 1)})�

&�� ��	(!"��������

�9 � ���#��#� �� ����%��� ���� 1 ��� � �������� �������!���� ���� .�

	9 ��� a �= b $ � ������� ��������������� ����� �%� ����������� ����������

� a = b$ �!� � �������� a �%� �������� �������!���� .$ �� � ��������
�������!���� ���� 1�

�9 �� . ���� �������� �� φ � �������!���� .$ �� V2(φ) = S({(1, 0, 0)})$
���� � �������� �������!���� ��� ��������� . ���� 1�

�9 A4 = I$ A5 = A�

&9 �� %��������#���! ��� �� �� �� A ���� ��

PA(x) = (2− x)(x− 2)(x− 7).

4� ����%���� �� ����#���%�"� #��� ��������� . ��� @ ���� ��

V2(A) = S({(1, 0, 1), (0, 1, 2)}) ��� V7(A) = S({(1, 2, 0)}).
4 ������� A ���� ������������#����$ ���  ���%� ������� S ��#� �#�

S−1AS =

⎡
⎣ 2 0 0

0 2 0
0 0 7

⎤
⎦
.

4 ������� S ���&��� ��! �� ��#� �� V2(A) ��� �� V7(A)$ ��#�

S =

⎡
⎣ 1 0 1

0 1 2
1 2 0

⎤
⎦ ��� ������� S−1 =

1

5

⎡
⎣ 4 −2 1
−2 1 2

1 2 −1

⎤
⎦
.

�9 4� ��������� �� A ���� 1 ��� 2 ��� �� ����%����

V1(A) = S({(1,−1)}) ��� V5(A) = S({(3, 1)}).
	
��
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