

������� �

���

��� �����
���

&�� #������	 ����$����

�� "!"���� ��� ��������� �&�"�"���

α11 x1 + α12 x2 + · · ·+ α1n xn = β1
���
αm1x1 + αm2x2 + · · ·+ αmnxn = βm

9B�0;

 ��� αij# βi# 1 ≤ i ≤ m# 1 ≤ j ≤ n# ����� ������� "���$��� ��� "������ K
��� x1, . . . , xn ����� �� ����"���# 
������ 3��


�7 �(��*
� 9linear system;
m �&�"�"��� �� n ����"���� �� "����
�"��� �� �� "��� K�

2(�* 9solution; ��� "�"������� 9B�0; ����� ��� ������������ n����
(ξ1, ξ2, . . . , ξn) "���$���� ��� K ��� ���������� ��� �&�"�"��� 9B�0;# ��
�

αi1ξ1 + · · ·+ αinξn = βi , 1 ≤ i ≤ m.

7���  �� �� "!"���� 9B�0; ����� ��
5��7 � ��
5
5���7 9consistent; ��
�$�� 
!"�� 	� �� "!"���� ��� �$�� 
!"� 
������ ��(
5��� � ���
5�5����
� �&(���� 9inconsistent � impossible;�

(�� ������!���� ����
��� ����������"��� �� 
!"� �� � ��������! "��
"�������  ��� �&���"��� �������� ���&����"�� "���$���� �� � K������"���
����! $����# "��� ���
���"� ��� "������������ �� � "���$���� ������
"������! $���� �� ���� ��� "����������� 
�"�# "��� �!��"� ��� ������



��� ���


�$ �����
���

��� ��� ��� ��� ���� ��������� "������"��� (�� ����
��� ��� �� �����
� "���� ��� ������ ������� ��� �����"������� $����# ��� �����!$����
"� ������!���� ����
���# ����������� �� ������&���� "������� ��� ���
���
�"�� ���� ��������� "�"������� ��� ��� �!��"� ��� 
!"��#  ��� ����
����$���

�� "!"���� 9B�0; ������ �� ������ "�� �
�""� ��� ������� ��

AX = B, 9B�-;

 ���

A = (αij), X =

⎡
⎢⎣
x1
���
xn

⎤
⎥⎦ ��� B =

⎡
⎢⎣
β1
���
βm

⎤
⎥⎦ .

5����!�� �� "���$��� ��� K������"������� $���� Kn ��� Km �� "��
��
9

� ,����������� -�0�/# "�; ��� �� �������� "������"�

f : Kn → Km ,

⎡
⎢⎣
x1
���
xn

⎤
⎥⎦ �→ A

⎡
⎢⎣
x1
���
xn

⎤
⎥⎦ 9B�.;

9

� ,����������� -�0�/# %;� 3 ������� Af ��� f �� ���� ��� �������������
"������� 
�"��� (e1, . . . , en) ��� (e′1, . . . , e

′
m) ��� Kn ��� Km ����"���$� �����

� A� ,�������!�� ��"�  ��# ��

Ξ =

⎡
⎢⎣
ξ1
���
ξn

⎤
⎥⎦

����� ��� 
!"� ��� "�"������� AX = B# � �� f(Ξ) = B� *�������
�� "!"���� AX = B �$�� 
!"� �� ��� � �� �� �� B ������ "��� ��� �
�� Imf ��� f � 3 K������"����� � $���� Imf ��������� �� �� "���$���
� f(e1), . . . , f(en)# ��
� Imf = S({f(e1), . . . , f(en)})� �	�� �� "!"����
AX = B �$�� 
!"� �� ��� � �� �� B ∈ S(f(e1), . . . , f(en))� C"��!����

S(f(e1), . . . , f(en), B) = S(f(e1), . . . , f(en)) ⇔

⇔ dimK [S(f(e1), . . . , f(en), B] = dimK [S(f(e1), . . . , f(en))],



�8� ���


�$ �����
��� ��,

9

� ,� ��"� -�.�.?;� �3��� � dimK [S(f(e1), . . . , f(en))] �"�!��� �� �� ���"�
��"� ��� $���� ��� �������� �� "��
�� ��� ������ A# ��
� �"�!��� �� ��

������ ��� A 9

� 5������ -�.�-2;# ��� � dimK [S(f(e1), . . . , f(en), B)]
����� � 
������ ��� ������

[A|B] =

⎡
⎢⎣
α11 · · · α1n β1
���

���
���

αm1 · · · αmn βm

⎤
⎥⎦
.

�*�"�# 
��� �# �� "!"����AX = B �$�� 
!"� �� ��� � �� �� r(A) = r([A|B])�

	� ��������"����  �� �� r(A) = m# � �� �� �� ������ "$�"� r(A) ≤
r([A|B]) ≤ m ������  �� r(A) = r([A|B])� *������� �� r(A) = m# ��
�
 ��� � 
������ ��� ������ ��� "����
�"��� ��� "�"������� ����� �"� �� ���
����� ��� �&�"�"��� ���# � �� �� "!"���� �$�� 
!"��

 �
�
7� �8�8�8 -�� 
� 	 	
��� 9B�0; � 9B�-; � ������� A &()�
�� 
�
����
��
��"����
 �coefficient matrix�� � ������� B &()�
�� 
�
���� ��
 ����
����
 ���
 �fixed terms� ��� � ������� [A|B] &()�
�� �
��������
�� �
�
���&��
�� �extended� ��������

	� �� �������� ����
������ "�� �� ���� "������"��D

��7���* �8�8�8 $� )������� 	 	
��� m ���	.	��� �� n �)�.	
�
�
AX = B �� 	
�
�&�	
(� ��� 
� 	.�� K (��� & 	� �� ��� ���� �� �� �������
A ��� [A|B] (��
� 
�� ���� %�#����� /����
���� �� r(A) = m� 
�
� 
� 	 	
���
(��� �*�
� & 	��

	� B =  # ��
� βi = 0# 1 ≤ i ≤ m# � �� �� "!"���� 9B�0; � 9B�-;

������ �
�3���� 9homogeneous; ��� ��������

AX =  ,

 ���  ∈ Km� *���� �����  �� � Ξ =  ����� ����� 
!"� ��� "�"�������
AX =  # ���  
� �� n ���m� �*"�� ���� Ξ ��� ��$��� 
!"� ��� "�"�������
AX =  � � ��# �� f ����� � �������� "������"� ��� "$�"�� 9B�.;# �$����

AΞ =  ⇔ f(Ξ) =  ⇔ Ξ ∈ Ker f.



��� ���


�$ �����
���

�	�� �� "!��
� ��� 
!"��� ��� "�"������� AX =  ����� � ������� ���
f # Ker f � C�������� �� "!"���� AX =  �$�� �������� 
!"� �� �������� ��
��� � �� �� Ker f = { }#  ���  ∈ Kn� *������� �� "!��
� ��� 
!"���
��� "�"������� AX =  ����� � ���$���� Ker f ��� Kn� 3 Ker f 
������

*&�������� 9null space; ��� A ��� "��
�
�%���� �� null(A)�

	� �� 5������ .�0�? 
��
������

n = dimK(Kn) = dimK(Ker f) + dimK(Imf) ≤ dimK(Ker f) +m

��� ������ dimK(Imf) = r(f) = r(A) 9

� ,� ��"� .�-�1; ������  ��

dimK(null(A)) = n− r(A).

�*�"� �� "!"���� AX =  �$�� �������� 
!"�# �� ��������# �� ��� � �� ��
n = r(A)� 4�
�"�� "��� ������ �������"� ��� n = m# � �� n = r(A) ��
��� � �� �� detA �= 0 9

� , ��"�� 0�.�00;� �*�"� �� n = m �� ��������
"!"���� �$�� �������� 
!"� �� �������� �� ��� � �� �� detA �= 0� *��
�� n > r(A)# � �� ����$��� ��� �� ��������� 
!"���# ����� ����� ����
�� ��
"���$��� ��� Ker f ��� ����� ����K������"����� � $���� ���"��"�� n−r(A)�
�3��� �� K ����� �� Q# �� R � �� C# � �� ��� "�������  �� ����$��� �������

!"���� ,�������!�� ��
�"��  �� �� �� �������� "!"���� �$�� ����"" ������
����"���� ��  �� �&�"�"��� � �� �� �$�� ������� 
!"���# ���! � ��

n > m ≥ r(A).

)���
������ ��"� "�� �� ���� "������"��D

��7���* �8�8�8 $� ���)��(� )������� 	 	
��� AX = �� m ���	.	��� ��
n �)�.	
�
�� (��� �*�
� & 	�� $� 	 ��&� & 	��� 
�
 ���)��� � 	
	
���
��
���
�&�� ����
	��
��� �.��� 
�� null(A)� �� ��*	
�	� n − r(A)� /����
���
(��� �������� & 	�� 
� ��������� �� ��� ���� �� n = r(A)� ��& �� � %�#����

�
 ������ 	
�
�&�	
.� 
�
 ���)��� � 	
	
���
�� �	� 
�� �� 
�� ���#��

�� �)�.	
�� 
�
 	
	
���
��� �� A ∈ Mn(K) 
�
� 
� 	 	
��� AX = �
(��� �������� & 	�� 
� ��������� �� ��� ���� �� detA �= 0�

�*"�� ���� κ1Σ1+· · ·+κnΣn =  ��� "$�"� ��������� �&����"�� ����&!
��� "��
�� Σ1, . . . ,Σn ��� ������ A ∈ Mm×n(K)#  ��� κ1, · · · , κn ∈ K�
5������ Z = [ κ1 · · · κn ]T � 	��! AZ = κ1Σ1 + · · · + κnΣn 9

� ,� ��"�



�8� ���


�$ �����
��� ��+

0�0�-1# iii)# ������  �� AZ =  ��� �������� Z ∈ null(A)� 	���"�����
���� "���$��� ��� null(A) ����� ���� "����
�"��� ��� ��� "$�"� ���������
�&����"�� ����&! ��� "��
�� ��� ������ A� �*�"� �$���� ��"��"���� n −
r(A) �� �"��!����� ����&! ���� "$�"��� ��������� �&����"�� ����&! ���
"��
�� ��� A�

	� �����
����� ���� "�� "!"���� 9B�-; 9� 9B�0;)� �*"��  �� �� "!"����
����� "��
�� ���

Λ =

⎡
⎢⎣
λ1
���
λn

⎤
⎥⎦ ��� N =

⎡
⎢⎣
ν1
���
νn

⎤
⎥⎦

����� �!� 
!"��� ��� "�"������� AX = B� � ��

f(Λ−N) = f(Λ)− f(N) = AΛ− AN = B −B =  .

�	��
Λ−N ∈ null(A).

��
�
Λ ∈ N + null(A) = {N +H / H ∈ null(A)}.

	���"�����# �� N ����� ��� 
!"� ��� "�"������� AX = B ��� H ∈ null(A)
9��
� �� H ����� ��� 
!"� ��� �������!� "�"������� AX =  ;# � ��

A(N +H) = AN + AH = B + = B

��
� �� N+H ����� 
!"� ��� "�"������� AX = B� 4� �

� 
 ��� �� 
!"���
��� "�"������� ����!����� �� "� ��� "����������� 
!"� ��� "�"�������
����! ���"��"���� ���� "���$��� ��� null(A)� *������� �� "!"���� AX =
B �$�� �������� 
!"� �� ��� � �� �� �� �������� "!"���� AX =  �$��
�������� 
!"�# ��
� �� ��� � �� �� n = r(A) 9

� ,� ��"� B�0�.;�

�� "!"���� AX =  
������ �������
�� �
�3���� 9corresponding
homogeneous; "!"���� ��� AX = B�

)���
������ ��"� "�� �� ���� "������"��D

��7���* �8�8�8 $� )������� 	 	
��� AX = B� m ���	.	��� �� n �'
)�.	
�
� ��� 	
�
�&�	
(� ��� 
� 	.�� K� (��� & 	� �� ��� ���� �� r(A) =



��. ���


�$ �����
���

r([A|B])� �� 
�*���
� & 	���� 
�
� �*#� & 	� ��+�*��
�� ��� 
� 	�(	�
N +H� ���
 N ����� ��� & 	� 
�
 	
	
���
�� ��� 
� H ���
�(��� 
�� & 	���

�
 ��
�	
����
 ���)��� � 	
	
���
���

�*�"� ����$��� ����� ����� ����� ��� �� "!"���� AX = B �� n �����
"����D

• r(A) �= r([A|B]) ��� �� "!"���� AX = B ��� �$�� 
!"�#

• r(A) = r([A|B]) = n ��� �� "!"���� AX = B �$�� ��� �������� 
!"�#

• r(A) = r([A|B]) < n ��� �� "!"���� AX = B �$�� ����"" ����� �� 
��� 
!"�� �� �
���� ���������� n − r(A) ≥ 1� 3� 
!"��� ����� ������� ��
K ∈ {Q,R,C}�

	� �
����� ���� "��� ���
�"� ��� ��������� "�"�������� 	�$�%����
�� ��� �������"� m = n# ��
� � A ����� ���� ���������� � ��������

8���������  �� � A ����� ����"���+����� 	� ��� ,� ��"� 0�.�-0# ii)
�$����  ��

A−1 =
1

detA
adj(A).

�*"�� adj(A) = (dij)� 	� �� "$�"� AX = B ������  ��

X = A−1B =
1

detA

⎡
⎢⎣
d11 · · · d1n
���

���
dn1 · · · dnn

⎤
⎥⎦
⎡
⎢⎣
β1
���
βm

⎤
⎥⎦ .

�	��

xi =
1

detA
(di1β1 + · · ·+ dinβn) , 1 ≤ i ≤ n.

	� "��
�
�"���� �� A(i, B) ��� ������ ��� ����!���� �� ��� A �� �����
����"��"���� ��� i�"��
� ��� ������ A �� ��� ������ B� *���� �!��
�# ����
��!""����� ��� detA(i, B) ���� �� "���$��� ��� i�"��
��# �� �����"��"����
 ��

di1β1 + · · ·+ dinβn = detA(i, B).

�	��

xi =
detA(i, B)

detA
, 1 ≤ i ≤ n. 9B�B;

)���
������ ��"� "�� �� ���� "������"��D



�8� ���


�$ �����
��� ���

��7���* �8�8%8 94������ ��� Cramer; $� 	 	
��� AX = B n ���	.	���
�� n �)�.	
�
�� ���
 A ����� ��
�	
�(,���� �������� (��� �������� & 	�
(x1, . . . , xn)� ���
 
� xi ����)�*+��
�� 	
�� 	�(	��� 9B�B;� 1 ≤ i ≤ n�

�3��� ������ � ������� ��� Cramer $��"����������� "� ������� �������"���
��� ��� ���
�"� ��� "�"������� AX = B#  ��� � ������� A ����� ������
����� � ��� ����"���+����� ,��� ��"���� ��� ������ ��� ��� ���
�"� ���
"�"������� AX = B  ��� ��� ����$��� ������� �������"��� ��� ��� A# ��
��!�� ��� �� "���$������� ���&��� "��� ������� � "��� "��
�� ��� ������ [A|B]
������%��� ��� 
!"� ��� "�"�������� 3� "���$������� ���&��� ������� �
"��
�� "��� ������ [A|B] ����� $��"���� ����������� �� ���
���"���� ���
��&� ��� ������ A�

��7���* �8�8�8 8���� �� 
� )������� 	 	
��� m ���	.	��� �� n �)�.'
	
�
� AX = B�

i) �� �+����	#�� 	
�� ������ [A|B] ��� ��� 
�� 	
�����.���� ��*���� )����.�
��� ���� ,�� � ������� [A′|B′]� 
�
� 
� 	 	
��� A′X = B′ (��� ����%.� 
��
����� & 	��� �� 
� ������ 	 	
����

ii) �� A′ ����� � ������� ��
 ���� �
�� ��� 
�� A �� ��
���
�	
�#�� � i'
	
�&�� Σi� �� 
�� Σi+aΣj� )�� 0 �= a ∈ K� 
�
� � (ξ1, . . . , ξi, . . . , ξj, . . . , ξn)
����� ��� & 	� 
�
 	
	
���
�� A′X = B �� ��� ���� �� �

(ξ1, . . . , ξi, . . . , aξi + ξj, . . . , ξn)

����� ��� & 	� 
�
 	
	
���
�� AX = B�

iii) �� A′ ����� � ������� ��
 ���� �
�� ��� 
�� A �� ��
���
�	
�#�� � 	
�&�
Σi �� 
�� b Σi� )�� b ∈ K� b �= 0� 
�
� � (ξ1, . . . , ξi, . . . , ξn) ����� ��� & 	�

�
 	
	
���
�� A′X = B �� ��� ���� �� � (ξ1, . . . , b ξi, . . . , ξn) ����� ���
& 	� 
�
 	
	
���
�� AX = B�

iv) �� A′ ����� � ������� ��
 ���� �
�� ��� 
�� A �� ��
���
�
�#�� � 	
�&� Σi

�� 
�� Σj� 
�
� � (ξ1, . . . , ξi, . . . , ξj, . . . , ξn) ����� ��� & 	� 
�
 	
	
���
��
A′X = B �� ��� ���� �� � (ξ1, . . . , ξj, . . . , ξi, . . . , ξn) ����� ��� & 	� 
�

	
	
���
�� AX = B�

#07&�
1*8 	� ��$�"���� ����� �� ��� "���$������� ���&��� "��� ��������
(!����� �� �� ,� ��"� 0�-�2 �$���� [A′|B′] = E[A|B]# ��� ������ "�
���$����� ������ E� =�
��� EA = A′ ��� EB = B′� 	��! � E �����



��� ���


�$ �����
���

����"���+���� �"$!�� ���"��  �� A = E−1A′ ��� B = E−1B′� (������ �� Ξ
����� 
!"� ��� "�"������� AX = B �"$!��

AΞ = B ⇒ EAΞ = EB ⇒ A′Ξ = B′.

	���"����� �� Ξ ����� 
!"� ��� "�"������� A′X = B′ �"$!��

A′Ξ = B′ ⇒ E−1A′Ξ = E−1B′ ⇒ AΞ = B.

	� �&���"���� ���� ��� ����� �������"��� "���$������ ���&��� "��� "���

��� 	� �� ,� ��"� 0�-�0< �"$!�� A′ = AE# ��� ������ "���$����� ������
E� �*"�� Ξ ��� 
!"� ��� "�"������� A′X = B� 5� ���&����  �� � EΞ �����

!"� ��� "�"������� AX = B� ,�������

A′Ξ = B ⇒ AEΞ = B ⇒ A(EΞ) = B.

	���"����� �"�� Y ��� 
!"� ��� "�"������� AX = B# � �� � Ξ = E−1Y
�� ����� ��� 
!"� ��� "�"������� A′X = B′D

AY = B ⇒ A(EΞ) = B ⇒ A′Ξ = B.

� ,� ��"� ���� ����!���� ���"� �� �� ����� ��� ������ E ��� ���� ����
�� ���� ����� �!���� "���$������ ���&��� 9

� ,�������"� ���� ��� 3���
"� 0�-�?;# ��� �� �����
�"�� ��� ��

��
�"��"��! ���� �� �� "��
� Ξ 9

�
,� ��"� 0�-�2;� �

5����!�� �� "!"���� 9B�-; AX = B# ��� m �= n# ��� ��� ������ [A|B]�
*���� %���� ��� �
� ����� ��� Gauss ��� ��� ������� ��� [A|B] ��� 
���

������# �"��# ��� ������ [A′|B′]#  ��� � ������� A′ ����� "� �
��������
�
������� ����� �������� (!����� �� ��� ,� ��"� B�0�A# i) �� "�"������
[A|B] ��� [A′|B′] �$��� ����
�� ��� ����� 
!"��� ��� null(A) = null(A′)�

�*"�� r � ����� ��&� ��� ������� A, A′ ��� A′ = (α′ij)# B
′ = (β′i)� � ��

�� ��
�������m−r ������� ��� ������ A′ ����� ��������� ��� � ������� [A′|B′]
�$�� �� �����

[A′|B′] =

⎡
⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

∗
β′1
���
β′r

 

β′r+1
���
β′m

⎤
⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦
.
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�$ �����
��� ���

,�������!��  �� �� ������ �� �� β′r+1, . . . , β
′
m ����� ������� ��� < � �� ��

"!"���� ��� �$�� 
!"�� ��� �� "���$�"���� ��� ���
�"� ��� "�"�������
AX = B# �� �����"����  �� �� "!"���� AX = B 9��� A′X = B′ ; �����
"��
�� ��
��� β′r+1 = · · · = β′m = 0� � �� �� "!"���� A′X = B′ �������

α′11x1 + · · ·+ α′1nxn = β′1
���
α′r1x1 + · · ·+ α′rnxn = β′r.

9B�1;

	��! � ������� A′ ����� "� �
�������� �
������� ����� ������� ����$���
������� k1, . . . , kr ��"� �"�� �� ������������� ������� �� ����� "��� "��
��
ki# ��
��� αiki

= 1 ��� αij = 0, j �= ki� �*�"� �� �&�"�"��� 9B�1;# 
!������
�� ���� ��� ����

���� xk1 , · · · , xkr # ��������# ��� 1 ≤ i ≤ r# 1 ≤ j ≤ n#

xki
= β′i −

∑
j

a′ijxj , j �= kt , t = 1, · · · , r, 9B�A;

��
� �� ����

���� xj# j �= kt# �������� ���������� ��� ������������ ���
�� 
����� ����

���� �� ���� ����� ��� n − r ������������ �� "���$���
(x1, . . . , xn)#  ��� ��������"��!�� ��� ����� ��� xki

�� ��� �&�"�"��� 9B�A;#
��� ������ ��� 
!"��� ��� "�"��������

C�������� �� 
!"��� ��� ����"���$�� �������!� "�"������� A′X =  �����
�� "!��
�

null(A′) = { (x1, . . . , xn) ∈ Rn / xki
= −

∑
j

a′ijxj , j �= kt , t = 1, · · · , r},

 ��� i = 1, . . . , r� 5���%����  �� � null(A) = null(A′) ����� �����"����� � ���
�$���� ��� Rn �� ���"��"� n−r# ����� � �"�� �� �� �
���� ��� ����������
xj "�� �����"���� ∑

j

a′ijxj .

4����!�� �!��
� �� 
��!�� ��� 
�"� ��� null(A) �� "�� (x1, . . . , xn) ∈
null(A) ������� ���� ���� ��� �� ��� ����������� xj# j �= kt �"� �� 0 ���
 
�� ��� �� 
����� ����������� �"�� �� <� �*�"� "� ���� ��� �� ��� n − r
����������� ����"���$�� ��� ��� "���$��� ��� null(A)# ��� �� n− r "���$���
��� ���������!���� ����� �������� ���&������ 9� ������� ��� "������������
���� �$�� 
������ n− r# ���! ���� ���������� ��� ����� � In−r;�

�� �������� ������������ �� �������"��� �� �������"�� ��� �������+����



��� ���


�$ �����
���

����&��3
��� �8�8,8

�9 5� 
!"���� �� �������� "!"����

x1 − 2x2 + 4x5 = 0
−x1 + 2x2 + x3 − 5x5 = 0
−2x1 + 4x2 − 3x3 + x4 − 2x5 = 0

3x1 − 6x2 + 4x3 − 2x4 + 2x5 = 0.

,�������� ��� ������������ ������ [A| ] ��� "�"������� ��� �� ��������
"� �
�������� �
������� ����� ��������

[A | ] =

⎡
⎢⎢⎣

1 −2 0 0 4 | 0
−1 2 1 0 −5 | 0
−2 4 −3 1 −2 | 0

3 −6 4 −2 2 | 0

⎤
⎥⎥⎦→

⎡
⎢⎢⎣

1 −2 0 0 4 | 0
0 0 1 0 −1 | 0
0 0 0 1 3 | 0
0 0 0 0 0 | 0

⎤
⎥⎥⎦
.

,�������!��  �� r = 3# �������� �� "!��
� ��� 
!"��� ��� �������!�
"�"������� �� �����
�� �����"����� $��� ���"��"�� 5−3 = 2� �� "!"����
������� �"��!���� �� ��

x1 −2x2 +4x5 = 0
x3 − x5 = 0

x4 +3x5 = 0

��� �� "!��
� ��� 
!"��� ��� ����� ��

null(A) = { (2x2 − 4x5, x2, x5,−3x5, x5) / x2, x5 ∈ R} =

= {x2(2, 1, 0, 0, 0) + x5(−4, 0, 1,−3, 1) / x2, x5 ∈ R} =

= S({(2, 1, 0, 0, 0), (−4, 0, 1,−3, 1)}).
	� Σ1, . . . ,Σ5 ����� �� "��
�� ��� ������ A# � �� ���� "���$��� ��� null(A)
��� ����� ��� "$�"� ��������� �&����"�� ����&! ��� "��
�� ��� ������ A�
�*�"� �$����

2Σ1 + Σ2 =  , −4Σ1 + Σ3 − 3Σ4 + Σ5 =  .

59 E� 
���� �� ������� "!"����

x1 − x2 − x3 + 2x4 − 2x5 = 1
2x1 + x2 − 2x3 + x4 + x5 = 2
x1 − 4x2 − x3 + 5x4 − 7x5 = 1

− x1 + x2 + x3 − x4 + 3x5 = 0
2x1 + x2 − x3 + x4 + 2x5 = 3.
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��� ��%

,�������� ��� ������������ ������ [A|B] ��� "�"������� ��� �� ��������
"� �
�������� �
������� ����� ��������

[A |B] =

⎡
⎢⎢⎢⎢⎣

1 −1 −1 2 −2 | 1
2 1 −2 1 1 | 2
1 −4 −1 5 −7 | 1
−1 1 1 −1 3 | 0

2 1 −1 1 2 | 3

⎤
⎥⎥⎥⎥⎦→

⎡
⎢⎢⎢⎢⎣

1 0 0 0 −1/3 | 1
0 1 0 0 8/3 | 1
0 0 1 0 1 | 1
0 0 0 1 1 | 1
0 0 0 0 0 | 0

⎤
⎥⎥⎥⎥⎦
.

� 
������ ��� ������ A ��� [A|B] ����� B# ��� �� ��$�� "!"���� ����� �"��!�
���� �� ��

x1 −1/3 x5 = 1
x2 +8/3 x5 = 1

x3 + x5 = 1
x4 + x5 = 1.

3� 
!"��� ��� ����"���$�� �������!� "�"������� AX =  ����� �� "���$���

{ (1/3x5,−8/3x5,−x5,−x5, x5) / x5 ∈ R} =

= {x5(1/3,−8/3,−1,−1, 1) / x5 ∈ R} = S({(1/3,−8/3,−1,−1, 1)}).
3 null(A) �$�� ���"��"� 5 − r(A) = 1 ��� ��� 
�"� ��� �����
����� �� ��
(1/3,−8/3,−1,−1, 1)� 3� 
!"��� ��� "�"������� AX = B �����

{ (1, 1, 1, 1, 0) + t (1/3,−8/3,−1,−1, 1) / t ∈ R}.
39 5� 
!"���� �� ������� ���������� "!"����

λx1 + 2x2 + x3 = 3λ+ 3
x1 + 2x2 + λx3 = 3λ+ 3

−3x1 − x2 + x3 = −λ− 3,

 ��� λ ∈ R�
8��
���%���� ��� ���%��"� ��� ������ A ��� "�"�������

detA =

∣∣∣∣∣∣
λ 2 1
1 2 λ
−3 −1 1

∣∣∣∣∣∣ = λ

∣∣∣∣ 2 λ
−1 1

∣∣∣∣−
∣∣∣∣ 2 1
−1 1

∣∣∣∣− 3

∣∣∣∣ 2 1
2 λ

∣∣∣∣ =
= λ(2 + λ)− (2 + 1)− 3(2λ− 2) = λ2 − 4λ+ 3 = (λ− 1)(λ− 3).
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���

• 	� detA �= 0 ⇔ λ �= 1, 3 �� "!"���� �$�� �������� 
!"�# ��� �� ���
���
���"���� $��"����������� �� ������ ��� Cramer� 5� ���
���"����
����� ��� ���%��"��

detA(1, B) =

∣∣∣∣∣∣
3λ+ 3 2 1
3λ+ 3 2 λ
−λ− 3 −1 1

∣∣∣∣∣∣ = λ2 − 4λ+ 3 = (λ− 1)(λ− 3),

detA(2, B) =

∣∣∣∣∣∣
λ 3λ+ 3 1
1 3λ+ 3 λ
−3 −λ− 3 1

∣∣∣∣∣∣ = λ3 − 3λ2 − λ+ 3 =

; = (λ+ 1)(λ− 1)(λ− 3),

detA(3, B) =

∣∣∣∣∣∣
λ 2 3λ+ 3
1 2 3λ+ 3
−3 −1 −λ− 3

∣∣∣∣∣∣ = λ2 − 4λ+ 3 = (λ− 1)(λ− 3).

� �� � �������� 
!"� ��� "�"������� ������� �� ��� "$�"���

x1 =
detA(1, B)

detA
= 1, x2 =

detA(2, B)

detA
= λ+ 1, x3 =

detA(3, B)

detA
= 1.

� ������� Cramer ��� ����� %����  ��� λ = 1 � λ = 3� �*�"�D

• 	� λ = 1 �� "!"���� �������

x1 +2 x2 + x3 = 6
x1 +2 x2 + x3 = 6

−3 x1 − x2 + x3 = −4.

,�������� ��� ������������ ������ ��� �� �������� "� �
�������� �
��
������ ����� �������D⎡

⎣ 1 2 1 | 6
1 2 1 | 6
−3 −1 1 | −4

⎤
⎦→

⎡
⎣ 1 0 −3/5 | 2/5

0 1 4/5 | 14/5
0 0 0 | 0

⎤
⎦
.

3� �&�"�"��� ��� "�"������� A′X = B′ �����D

x1 = 2/5 + 3/5x3

x2 = 14/5− 4/5x3
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�$ �����
��� ��,

��� �� 
!"��� ��� "�"������� �����D

{(2/5, 14/5, 0) + t (3/5,−4/5, 1) / t ∈ R}.

• 	� λ = 3 �� "!"���� �������

3 x1 + 2 x2 + x3 = 12
x1 + 2 x2 + 3x3 = 12

−3 x1 − x2 + x3 = −6.

6������� ��� ������������ ������ "� �
�������� �
������� ����� �������D⎡
⎣ 3 2 1 | 12

1 2 3 | 12
−3 −1 1 | −6

⎤
⎦→

⎡
⎣ 1 0 −1 | 0

0 1 2 | 6
0 0 0 | 0

⎤
⎦

��� �� 
!"��� ��� "�"������� �����D

{(0, 6, 0) + t (1,−2, 1) / t ∈ R}.
,�������!��  �� "��� ��
������� �!� �������"���#  ��� � ���%��"� ��� ���

���� ��� "����
�"��� ����� �"� �� �� <# � 
������ ��� ������ ����� ������"���
�� ���� ���� ��� .� 3 ����� � ��� ���������� "��� 
!"��� ����� �"�� �� 3−2#
9��� ����� ��� "��
�� ����� �� 
������ ��� ������;# ����� �"�� ��
��� ��
��� ����� ��� "��
�� "��� ������ ��� ����"���$�!� ������������� ��������

&9 �*"�� � �������� "������"�

f : R2 → R3 , (x, y) �→ (2x+ y, x− 2y, x).

5� �������+���� ��� ����� ��� �������� "������ �"�� ��� "���$��� v =
(a, b, c) �� ������ "��� ��� �� ��� f �

�� v ∈ Imf �� ��� � �� �� �� ������� "!"����

2 x + y = a
x − 2 y = b
x = c

����� "��
�� � 	��!⎡
⎣ 2 1 | a

1 −2 | b
1 0 | c

⎤
⎦→

⎡
⎣ 1 0 | c

0 1 | a− 2c
0 0 | 2a+ b− 5c

⎤
⎦
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�$ �����
���

�� "!"���� ����� "��
�� �� ��� � �� �� 2a+ b− 5c = 0� (������

Imf = { (a, b, c) ∈ R3 / 2a+ b− 5c = 0} = S({(1,−2, 0), (0, 5, 1)}),
��
� � ��� �� ��� f ����� ��� ������� ��� R3�

�9 �� "���$��� v1 = (1, 1, 1)# v2 = (1, 2, 3)# v3 = (1, 3, 4) ����� ��������
���&������ ��� �����
�!� ��� 
�"� ��� R3� �*"�� B = (v1, v2, v3)� 5�

��!�� ��� "������������ ��� "���$���� u = (1, 2, 1) �� ���� �� 
�"� �����

�*"�� u = x1v1 + x2v2 + x3v3� *������� �$���� �� "!"����

1 x1 + 1 x2 + 1 x3 = 1
1 x1 + 2 x2 + 3 x3 = 2
1 x1 + 3 x2 + 4 x3 = 1 .

	��! ⎡
⎣ 1 1 1 | 1

1 2 3 | 2
1 3 4 | 1

⎤
⎦→

⎡
⎣ 1 0 0 | 2

0 1 0 | −3
0 0 1 | 2

⎤
⎦

������  �� x1 = 2# x2 = −3# x3 = 2 ��� CB(u) = [ 2 − 3 2 ]T �

��9 3� �&�"�"��� x1 + 2x2 + 3x3 = 1 ��� x1 + 2x2 + x3 = 2 ����������� �!�
������� "�� R3� �� ������� ���� ��� ����� ���$���� ��� R������"������!
$���� R3 ����� �� ����$����� �� �� O(0, 0, 0)� 4����!��  ��� �� ��
"�����!�� �� �� ������� x1 + 2x2 + 3x3 = 0 ��� x1 + 2x2 + x3 = 0 ��
����� �$���� ��������� ����

�
� ��"� �"�� �� ����$����� ����"���$� �� 
�� "����� (1, 0, 0) ��� (2, 0, 0)� 5� ���
���"���� ��� ���� ����� 5� 
!"����
��
� �� "!"����

x1 +2x2 +3x3 = 1
x1 +2x2 +x3 = 2.

��� ��� ������������ ������ �$����[
1 2 3 | 1
1 2 1 | 2

]
→
[

1 2 0 | 5/2
0 0 1 | −1/2

]
.

3 ��
������� ������� ����"���$�� "��� �&�"�"���

x1 = 5/2− 2x2

x3 = −1/2 .
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��� ��+

3� 
!"��� ��� "�"������� ����� �� "!��
�

{ (5/2, 0,−1/2) + t(−2, 1, 0) / t ∈ R}.
�� "!��
� ��� ����� � ������ ��� ����$���� �� �� "����� (5/2, 0,−1/2)
9��� t = 0; ��� (1/2, 1,−1/2) 9��� t = 1;� � ������ ���� ��� ����� ���$����
��� R������"������! $���� R3 ����� ��� ����$���� �� �� O�

?9 5� ���
���"���� ��� ���� ��� ����� �������� x1 + x2 + x3 = 0# x1 +
2x2−x3 = 1 ��� 2x1 +3x2 = 2 ��� R3� ��� ��� ������������ ������ �$����D⎡

⎣ 1 1 1 | 0
1 2 −1 | 1
2 3 0 | 2

⎤
⎦→

⎡
⎣ 1 1 1 | 0

0 1 2 | 1
0 0 0 | 1

⎤
⎦
.

@
������  �� �� "!"���� ��� ��� ����� "��
�� # �������� �� ����� �������
�� ����$����� �� �� ���� "������

4� ��� ���� �� �� �����!�� �� �������+���� ��� ���� ����� � ��� �����
���� �������� ��� R3� � ���� ����� �� ��� # ��
� �� ������� �� ����$�����
�� �� ���� "�����#  ��� �� ������� "!"���� ��� ����� "��
�� � � ���� �����
��� ������� "�����  ��� � ������� ��� "����
�"��� ��� � �������������
������� �$��� 
������ . 9

� ($��� B�-;� � ���� ����� ��� ������  ���
� ������� ��� "����
�"��� ��� � ������������� ������� �$��� 
������ -
9

� ($��� B�0;� � ���� ����� ��� �������  ��� � ������� ��� "����
�"���
��� � ������������� ������� �$��� 
������ 0 9"��� �������"� �����  
�
�� ������� �����%�����;� � ���� ��� ������ �� ����� �
 �
���� � $���� R3�
(��� �������"� ����� � 
������ ��� ������ ��� "����
�"��� �� ������ ��
����� �"� �� �� <# ��
��� ���� ��� �� �� ������� �� ����� �
 �
��� �� R3

��� �� ������� �� ��� �&�"�"� <I<�

($��� B�0 ($��� B�-



��. ���


�$ �����
���

�6��
�3� �8�8�8 �*
��� �� 
�� ��
0()*

�� ������� �� � ��
���!��� f(x) = a0 +a1x+ · · ·+anxn# 
����! n ���
�� "����
�"��� ����������!� ������!�# "�� R2 �����%���� 0�)�-��

��
��
0()* 
����! n� 5� ���&����  �� �� n+ 1 ������� "�����

(x1, y1), . . . , (xn+1, yn+1) , �� xi �= xj, 1 ≤ i < j ≤ n+ 1,

��� �������� ����$���� ����
�� ��� ��
�������� ����!
� 
����! �� ��
! n�
,������� ��
���� �� 
��!�� ���� "����
�"��� a0, a1, . . . , an �� � ��
���!�
��� y = a0 + a1x+ · · ·+ anx

n ��"� �"�� �� ���������!���� �� �� ����� n+ 1
�&�"�"���D

a01 + a1x1 + a2x
2
1 + · · ·+ anx

n
1 = y1

���
a01 + a1xn+1 + a2x

2
n+1 + · · ·+ anx

n
n+1 = yn+1 .

9B�?;

3� ����

���� "� ����� ��� �&�"�"��� ����� �� a0, a1, . . . , an� � ���%��"� ���
"����
�"��� ��� "�"������� ����� � ���%��"� ��� VandermondeD∣∣∣∣∣∣∣∣∣

1 x1 x2
1 · · · xn1

1 x2 x2
2 · · · xn2

���
���

���
���

1 xn+1 x2
n+1 · · · xnn+1

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
= V (x1, . . . , xn+1) =

∏
i>j

(xi − xj),

��� ����� ������� ��� ����� �# ��� 1 ≤ i, j ≤ n + 1 9

� ,��������� 0�.�-.
�;� �	�� �� "!"���� 9B�/; �$�� ��� ����
�� 
!"�# ��� ���"�����%�� ����
"����
�"��� a0, a1, . . . , an# ��
� ����$�� �������� ��
�������� ����!
� ���
����$���� �� �� ������� "����� ��� ���������

5� ������ �� ��������"����  ��  ��� �� "����� ��� �������� ����� ����"" �
���� �� n+1# � �� � ������� ��� "����
�"��� ��� "�"������� ��� ��������
������ ��!�� �� ����� ���������� � ��� �������� ������ �� ��� ����$�� ��
���
������ ����!
� 
����! n ��� �� ����$���� �� ���� �� "������

���$&�
3
� �8�8+8

=������� �� "����� (2, 4)# (3, 2) ��� (5,−8) ��� ��������� 5� 
��!�� ��
�������� ��
�������� ����!
� 
����! �� ��
! - ��� ����$���� �� �� �����



�8� ���


�$ �����
��� ���

���� "����� ��� �� ������&����  �� ����$��� ������� ��
��������� ����!
��

����! . ��� ����$���� �� �� "����� �����

�*"�� y = α0 + a1x+ a2x
2 � %���!���� ��
�������� ����!
� 
����! ��

��
! -� *����� �� ����� "����� ������� "��� ����!
�# �$����

a01 + a12 + a22
2 = 4

a01 + a13 + a23
2 = 2

a01 + a15 + a25
2 = −8.

� ���%��"� ��� "�"������� �"�!��� ��

D =

∣∣∣∣∣∣
1 2 22

1 3 32

1 5 52

∣∣∣∣∣∣ = 6 �= 0,

��� �� "!"���� �$�� �������� 
!"�# ��� ������� �� ��� "$�"��� 9B�B;D

a0 =
12

6
= 2, a1 =

18

6
= 3, a2 =

−6

6
= −1.

*������� � %���!���� ����!
� ����� � y = 2+3x−x2 9

� �� ���� "$���;�

-1 1 2 3 4 5 6

-15

-10

-5

�*"�� ���� y = α0 +a1x+a2x
2 +a3x

3 ��� ��
�������� ����!
� 
����!
. ��� ����$���� �� �� ������� "������ � �� �� �$����

a01 + a12 + a22
2 + a32

3 = 4
a01 + a13 + a23

2 + a33
3 = 2

a01 + a15 + a25
2 + a35

3 = −8 .



��� ���


�$ �����
���

,�������!��  �� � ������� ��� "����
�"��� ��� �������� "�"������� �$��

������ . ��� �������� �� "!"���� ����� "��
�� 9

� ,� ��"� B�0�-;� �3���
�� �
���� ��� ����"��� ��� "�"������� ����� 4 > r(A) ��� �������� ��
"!"���� �$�� ������� 
!"���# ��
� ����$��� ������� ��
��������� ����!
��

����! . ��� ����$����� �� �� ������� "������ 5� ������ �� ��������"����
 �� ������ � ���%��"� ∣∣∣∣∣∣

1 2 22

1 3 32

1 5 52

∣∣∣∣∣∣ �= 0,

� ����"��� a3 ������ �� �������� �� ����������# �� �� �� a3 ������ ��

�
�� ����������� ���� ��� R� �

�������� ���	
�� ��


0� =>9 E� 
���!� �� �� ������ Cramer �� �������� "�"������D

i) 2x1 − x2 + 3x3 = 3
x1 − 2x2 + 4x3 = 0

3x1 + x2 − 2x3 = 1 .

ii) 2x1 + x4 = 3
− x1 + 3x2 + x3 − 5x4 = 0
4x1 + x2 + 2x3 − x4 = 0

2x2 − x3 = 9 .

-� =>9 E� 
���!� �� �������� "�"������D

i) x + y + z = 0
x + 2y − z = 0

2x + 3y = 0

ii) x + y + z = 1
x + 2y − z = 2

2x + 3y = 0

ii) x + y + z = 1
x + 2y − z = 2

2x + 3y = 3

.� =>9 E� 
����� � ������� ��� ��������� "������"�� φ : R4 → R4# ��
φ(a, b, c, d) = (a+ 2b+ d, −a+ 3b+ c− d, 2a+ b− d, 2b− c+ 7d).



#�����
� �8� ���

B� =>9 =������� �� �������

A =

⎡
⎣ 1 2 −1

0 −1 3
1 0 5

⎤
⎦ , B =

⎡
⎣ 2

3
1

⎤
⎦ ��� X =

⎡
⎣ x
y
z

⎤
⎦ .

E� 
���!� �� "�"������ AX = B ��� ATX = B�

1� =>9 E� 
���� �� "!"����

x1 − 2 x2 + x3 + 3 x4 − x5 = 0
2 x1 + x2 + x4 + x5 = 3
x1 − 7 x2 + 3 x3 + 8 x4 − 4 x5 = −3

−3 x1 − 4 x2 + x3 + x4 + 3 x5 = 0 .

	� A ����� � ������� ��� "����
�"��� ��� "�"�������# �� 
����� ���

�"� ��� null(A)� @�
���"��  �� ��� �� "!"���� �$�� ����"" �����
�� ��� 
!"���# ����$�� ����"��� ��� "�"������� ��� �$�� ��������

!"�� *��"�� �� 
����� ��� "$�"��� ��������� �&����"�� ����&! ���
"��
�� ��� ������ A�

A� =>9 =������� �� �������

A =

⎡
⎢⎢⎣

1 −2 0 1
2 −5 −1 3
−3 4 0 1

0 4 2 −6

⎤
⎥⎥⎦ , B =

⎡
⎢⎢⎣

1
0
3
a

⎤
⎥⎥⎦ ��� X =

⎡
⎢⎢⎣
x
y
z
t

⎤
⎥⎥⎦ .

E� 
����� ��� ���� ��� a �"�� �� "!"���� AX = B �� �$�� 
!"�� ���
��� ���� ���� �� 
!"��� �� "!"����# ���! ����� 
����� ��� 
!"��� ���
����"���$�� �������!� "�"��������

?� =>9 =������ � �������� "������"�

f : R3 → R3 , f(x, y, z) = (x+ y + z, x+ 2y − z, 2x+ 3y).

E� ����� ����� ��� �������� "������ �"�� ��� "���$��� (a, b, c) ���
R3 �� ������ "��� Imf �



��� ���


�$ �����
���

/� =>9 �*"�� � �������

A =

⎡
⎣ 1 4 2

1 5 3
1 7 5

⎤
⎦
.

E� 
����� � null(A) ��� �� 
����!� �� "$�"��� ��������� �&����"��
����&! ��� "��
�� ��� ������ A� 	� � A ����� � ������� ��� ��������
��"��! f : R3 → R3 �� ���� �� "����� 
�"� ��� R3# �� ���������� �
Ker f �

2� =>9 =������ � �� ������� � ������� A ∈M4×7(K) ��� �"�� Γ1, . . . ,Γ4

�� ������� ����

i) ,���� ����� �� ������� ����� ��� ��� dimK(null(A))H

i) ,���� ����� �� ������� ����� ��� ��� dimK(null(A)) �� ��� ��� �������
��� ������ A �"$!�� Γ3 = Γ1 + 2Γ4H

0<� =>9 E� 
����� ��� ������� "!"���� �� . ����"���� ��� � ������ ���

!"� �� ����� �� "!��
�

{ (1, 2, 1) + t(−1, 0, 1) + s(0, 1, 1) / t, s ∈ R}.

00� =>9 �*"��  �� � ������������� ������� ��� "�"������� AX = B �$��
�
������� ����� ������� ��� ������[

1 2 0 2 0 | 1
0 0 1 2 0 | 2

]
.

E� 
���� �� "!"����� E� 
����� �� 
!"� ��� ����"���$�� �������!�
"�"�������# ����� ��� ��� "$�"��� ��������� �&����"�� ����&! ���
"��
�� ��� ������ A� ��� ����!� ������� C ∈ M2×1(K) �� "!"����
AX = C ��� �$�� 
!"�H

0-� =>9 =������ �� "!"����

x + 2ay + z = 0
x + 2ay + az = 0
ax + 4ay + 2z = 0 .

E� ���
���"��� ��� ����� ����� ��� ����������! ������! a � $����

!"��� ��� "�"������� �$�� ���"��"� �"� �� 0�



#�����
� �8� ��%

0.� =>9 E� 
���� �� "!"����

x + y + z = 0
x + y + κz = 0
x + λy + µz = 0,

��� κ, λ, µ ∈ R�

0B� =>9 E� 
���� �� "!"����

3 x − z + t = 0
x + 2 y + 4 t = 0

− x + λ y + z + (3 + λ)t = 0,

 ��� λ ∈ R�

01� =>9 E� 
���� �� "!"����

2x + y + z = 6κ
λx + 3y + 2z = 2λ
2x + y + µz = 4,

 ��� κ, λ, µ ∈ R�

0A� =>9 4����� �� ���"�����"��� ���� ������� ��� M2(R) �� ����� ���"� 
�� �����"�� ��� "���$���� ���� ������� ��� ��� �� �����"�� ���
"���$���� ���� "��
�� ���H

0?� =>9 ,���� "������� ������ �� ���������!� �� "���$��� ��� ������

A =

[
a β
γ δ

]
∈M2(R)

�"�� �� ����$�� �������

B =

[
x y
z w

]
�=  

��� ��� ����� AB +BA =  �



��� ���


�$ �����
���

0/� =>9 i) ��� ����� ����� ��� a �� "���$���

v1 = (1, 1, a), v2 = (2, 0, 1), v3 = (3,−1, 1)

�����
�!� 
�"� ��� R3H

ii) E� �����"��� �� (1, 0, 0) �� ������� � "�����"� � ��� "���$����
v1, v2, v3 ��� %�������� i)�

02� =>9 E� ���
���"��� �� β �"�� �� (1, 2, β) ∈ S{(1, 1, 1), (3, 2, 1)})�

-<� =>9 i) E� 
����� ��
�������� ����!
� 
����! �� ��
! - ��� ����$����
�� �� "����� (−2, 5)# (1,−4)# (3, 0)�

ii) E� 
����� ��
�������� ����!
� 
����! �� ��
! . ��� ����$����
�� �� "����� (−1, 0)# (0, 2)# (1, 2)# (2, 6)�

-0� =>9 �*"�� ������� A ∈Mn×m(K)� E� ������&��� �� �&��D

i) 	� r(A) = n# � �� ����$�� ������� � ������� B ∈ Mm×n(K) ��"�
�"�� AB = In� 3 B 
������ ��&� � ����"������ ��� A�

ii) 	� r(A) = m# � �� ����$�� ������� � ������� C ∈ Mm×n(K) ��"�
�"�� CA = Im� 3 C 
������ ���"��� � ����"������ ��� A�

--� =>9 	� A ∈ Mm×n(Q)# B ∈ Mm×1(Q) ��� �� "!"���� AX = B �$��
��� 
!"� Z ∈ Mn×1(R)# �

� Z /∈ Mn×1(Q)# � �� �� "!"���� �$��
������� 
!"��� "�� Mn×1(R)�

�������� �� Mathematica ���	
�� ��


(' ����� ��� �� ���� ���
���%���� ��� ������$��� �������� ������ a ��
��� ����
� Nullspace[a]� ��� �� 
!"���� �� "!"���� ax = b $��"�������!��
��� ����
� LinearSolve[a, b] ��� ����� ��� "����������� 
!"� ��� ��� ����
�
Solve[a.X == b] ��� ��$��� "������"�� "��� *� ���� -�.� 5� 
��!�� ��
������ 3× 3���������� 9

� �"��"� -�-�B; �� �����"���� < ��� 1�

In[*]:= << LinearAlgebràMatrixManipulatioǹ<< LinearAlgebràMatrixManipulatioǹ<< LinearAlgebràMatrixManipulatioǹ

In[*]:= a = {{1, 2, 2, 3}, {3, 6,−1, 2}, {2, 4, 5, 7}};a = {{1, 2, 2, 3}, {3, 6,−1, 2}, {2, 4, 5, 7}};a = {{1, 2, 2, 3}, {3, 6,−1, 2}, {2, 4, 5, 7}};
MatrixForm[a][a][a]



Mathematica 4.1 ��,

Out[*]:=

⎛
⎝ 1 2 2 3

3 6 −1 2
2 4 5 7

⎞
⎠

In[*]:= null =null =null =NullSpace[a][a][a]

Out[*]:= {{−1, 0,−1, 1}, {−2, 1, 0, 0}}
In[*]:= a.a.a.Transpose[null]//[null]//[null]//MatrixForm

Out[*]:=

⎛
⎝ 0 0

0 0
0 0

⎞
⎠

���� 3� �!� ������� ��� null ����� 
!"��� ��� "�"������� ax = 0 ��� ��
�"��
�����
�!� 
�"� ��� �� $��� ��� 
!"��� ��� �������!� "�"�������#  ���
�������� ��� �� ��� �
�������� �
������� ����� ��� a ��������� ��� ��


!"���� ���� $���� �� "!"������ ax =
[
1 1 7

]T
��� ax =

[
1 10 1

]T
������������ ��� ������ a �� ��� ����"���$�� �!� "��
��� 3����%���� ���
������������ ������ ea ��� ��� �������� "��� �
�������� �
������� �����
rea�

In[*]:= ea =ea =ea = AppendRows[a,[a,[a,Transpose[{{1, 1, 7}, {1, 10, 1}}]];[{{1, 1, 7}, {1, 10, 1}}]];[{{1, 1, 7}, {1, 10, 1}}]];
MatrixForm[ea][ea][ea]

Out[*]:=

⎛
⎝ 1 2 2 3 1 1

3 6 −1 2 1 10
2 4 5 7 7 1

⎞
⎠

In[*]:= rea =rea =rea = RowReduce[ea];[ea];[ea]; MatrixForm [rea][rea][rea]

Out[*]:=

⎛
⎝ 1 2 0 1 0 3

0 0 1 1 0 −1
0 0 0 0 1 0

⎞
⎠

���� �� ����� "!"���� ��� ����� "��
�� ��� �� "���$��� {1, 1, 7} ��� ������
"��� ��� �� ��� ��������� "������"�� f ��� ���%���� �� ��� ������ a
�� ���� �� "����� 
�"�� 3 ������� ��� ��������� ����� "������"�� f
��������� �� ��� ������� ��� null� �� "���$���

[
3 0 −1 0

]
����� ��� �� 

��� 
!"��� ��� ��!����� "�"�������  ��� ���
�
�������� �� ��� ��������
��

��
�"��"� �

In[*]:= sol = {3, 0,−1, 0}; a.solsol = {3, 0,−1, 0}; a.solsol = {3, 0,−1, 0}; a.sol



��� ���


�$ �����
���

Out[*]:= {1, 10, 1}
���� ,������� ���
���%���� ��� ������$��� ��� rea ��� ��������!��  ��
����� ���"� "����������� �� �� $��� ��� 
!"��� ��� "�"�������� 5�
������!"� �"�� � ������"��� �� �������"�� ������ �������H

In[*]:= NullSpace[rea][rea][rea]

Out[*]:= {{−3, 0, 1, 0, 0, 1}, {−1, 0,−1, 1, 0, 0}, {−2, 1, 0, 0, 0, 0}}
���� *��
�
��������  �� �� �����"�� ���� "������������ 
!"��# ��� ��
��!���� "!"���� ��� �� � "���$���� ��� ������$����# ������ ��� �����!���

!"� ��� "�"��������

In[*]:= Simplify[a.(sol + t1 null[[1]] + t2 null[[2]])][a.(sol + t1 null[[1]] + t2 null[[2]])][a.(sol + t1 null[[1]] + t2 null[[2]])]

Out[*]:= {1, 10, 1}
���� 3� ����
�� "�� Mathematica ��� ������ �� "����������� ��� �� ������

!"� ����� � Solve ��� � LinearSolve� ��� ����� %���� ��� �� 
!"���� ��
��!���� "!"�����

In[*]:= b = {1, 10, 1};b = {1, 10, 1};b = {1, 10, 1}; LinearSolve[a, b][a, b][a, b]

Out[*]:= {3, 0,−1, 0}
In[*]:= a.{x, y, z, w} == ba.{x, y, z, w} == ba.{x, y, z, w} == b

Out[*]:= {3w + x+ 2y + 2z, 2w + 3x+ 6y − z, 7w + 2x+ 4y + 5z}
== {1, 10, 1}
In[*]:= Solve[%, {x, y, z, w}]Solve[%, {x, y, z, w}]Solve[%, {x, y, z, w}]
Out[*]:= Solve::svars :
Equations may not give solutions for all solve variables. More. . .

Out[*]:= {{x→ 3− w − 2y, z → −1− w}}
���� �� Mathematic ����� 
!"��� ��� �� x ��� �� z �� ���� �� w ��� ��
y� 3� �!� ��
������� ����

���� �����!���� �� ����������� ,������� ��


��!�� ��� "������� ��"� �"�� �� "!"���� ax =
[
a1 a2 a3

]T
�� ����� "���


�� � ,�������� ��� ������������ ������ ��� ������� "���$������� ���&���
������� ���  ��� 
��!��  
�� ��� ������� ��� ���%��� �� 
������ ��� a�
*� "�� � a �$�� 
������ -# "��������  ��� 
��!�� ��� ����

�
� ������
�� �� ���������

In[*]:= ea =ea =ea = AppendRows[a,[a,[a,Transpose[{{a1, a2, a3}}]];[{{a1, a2, a3}}]];[{{a1, a2, a3}}]];
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MatrixForm[ea][ea][ea]

Out[*]:=

⎛
⎝ 1 2 2 3 a1

3 6 −1 2 a2
2 4 5 7 a3

⎞
⎠

In[*]:= nea = ea; nea[[2]] = nea[[2]]− 3nea[[1]];nea = ea; nea[[2]] = nea[[2]]− 3nea[[1]];nea = ea; nea[[2]] = nea[[2]]− 3nea[[1]];
nea[[3]] = nea[[3]]− 2nea[[1]];nea[[3]] = nea[[3]]− 2nea[[1]];nea[[3]] = nea[[3]]− 2nea[[1]]; MatrixForm[nea][nea][nea]

Out[*]:=

⎛
⎝ 1 2 2 3 a1

0 0 −7 −7 −3a1 + a2
0 0 1 1 −2a1 + a3

⎞
⎠

In[*]:= fea = nea; fea[[2]] = fea[[2]] + 7fea[[3]];fea = nea; fea[[2]] = fea[[2]] + 7fea[[3]];fea = nea; fea[[2]] = fea[[2]] + 7fea[[3]];
MatrixForm[Simplify[fea]][fea]][fea]]

Out[*]:=

⎛
⎝ 1 2 2 3 a1

0 0 0 0 −17a1 + a2 + 7a3
0 0 1 1 −2a1 + a3

⎞
⎠

In[*]:= LinearSolve[a, {a1,+17a1− 7a3, a3}][a, {a1,+17a1− 7a3, a3}][a, {a1,+17a1− 7a3, a3}]

Out[*]:= {5a1− 2a3, 0,−2a1 + a3, 0}

���� *������� ��� �� ����� "��
�� �� "!"���� ax =
[
a1 a2 a3

]T
������

−17a1 + a2 + 7a3 = 0� (��� �������"� ����� �� "!��
� ��� 
!"��� ����
�!���� �� �� �����"�� ��� "������������ 
!"�� (5a1−2a3, 0,−2a1+a3, 0)
�� �� "���$��� ��� ������$�����

��� �� 
��!�� �� ����� 3×3 ��������� ��� �� �����"�� ��� "���$����
��� �������# "��
�� ��� ������ ��������� ����� <# ������ �� 
!"���� ���
"!"���� ? �&�"�"��� �� 2 ����"�����

In[*]:= magic = {{1, 1, 1, 0, 0, 0, 0, 0, 0}, {0, 0, 0, 1, 1, 1, 0, 0, 0},magic = {{1, 1, 1, 0, 0, 0, 0, 0, 0}, {0, 0, 0, 1, 1, 1, 0, 0, 0},magic = {{1, 1, 1, 0, 0, 0, 0, 0, 0}, {0, 0, 0, 1, 1, 1, 0, 0, 0},
{0, 0, 0, 0, 0, 0, 1, 1, 1}, {1, 0, 0, 1, 0, 0, 1, 0, 0}, {0, 1, 0, 0, 1, 0, 0, 1, 0},{0, 0, 0, 0, 0, 0, 1, 1, 1}, {1, 0, 0, 1, 0, 0, 1, 0, 0}, {0, 1, 0, 0, 1, 0, 0, 1, 0},{0, 0, 0, 0, 0, 0, 1, 1, 1}, {1, 0, 0, 1, 0, 0, 1, 0, 0}, {0, 1, 0, 0, 1, 0, 0, 1, 0},
{0, 0, 1, 0, 0, 1, 0, 0, 1}, {1, 0, 0, 0, 1, 0, 0, 0, 1}};{0, 0, 1, 0, 0, 1, 0, 0, 1}, {1, 0, 0, 0, 1, 0, 0, 0, 1}};{0, 0, 1, 0, 0, 1, 0, 0, 1}, {1, 0, 0, 0, 1, 0, 0, 0, 1}}; MatrixForm[magic][magic][magic]
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�$ �����
���

Out[*]:=

⎛
⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

1 1 1 0 0 0 0 0 0
0 0 0 1 1 1 0 0 0
0 0 0 0 0 0 1 1 1
1 0 0 1 0 0 1 0 0
0 1 0 0 1 0 0 1 0
0 0 1 0 0 1 0 0 1
1 0 0 0 1 0 0 0 1

⎞
⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠

In[*]:= MatrixRank[magic][magic][magic]

Out[*]:= 6

���� 	��! � 
������ ��� ������ ����� A � ������$���� �$�� ���"��"� .� ��
"���$��� ��� 
�"�� ��� ������$���� ������� "�� R9 ��� ����"���$�!� "�
������!� ������� ��� M3(R) ��� ��� ����� <�

In[*]:= null = NullSpace[magic]null = NullSpace[magic]null = NullSpace[magic]

Out[*]:= {{0, 1,−1, 1,−1, 0,−1, 0, 1}, {1,−1, 0, 1,−1, 0,−2, 2, 0},
{1, 1,−2,−1,−1, 2, 0, 0, 0}}
In[*]:= magic0a = {{0, 1,−1}, {1,−1, 0}, {−1, 0, 1}};magic0a = {{0, 1,−1}, {1,−1, 0}, {−1, 0, 1}};magic0a = {{0, 1,−1}, {1,−1, 0}, {−1, 0, 1}};
MatrixForm[magic0a]MatrixForm[magic0a]MatrixForm[magic0a]

Out[*]:=

⎛
⎝ 0 1 −1

1 −1 0
−1 0 1

⎞
⎠

In[*]:= magic0b = {{1,−1, 0}, {1,−1, 0}, {−2, 2, 0}};magic0b = {{1,−1, 0}, {1,−1, 0}, {−2, 2, 0}};magic0b = {{1,−1, 0}, {1,−1, 0}, {−2, 2, 0}};
In[*]:= magic0c = {{1, 1,−2}, {−1,−1, 2}, {0, 0, 0}};magic0c = {{1, 1,−2}, {−1,−1, 2}, {0, 0, 0}};magic0c = {{1, 1,−2}, {−1,−1, 2}, {0, 0, 0}};
In[*]:= LinearSolve[magic, {5, 5, 5, 5, 5, 5, 5}]LinearSolve[magic, {5, 5, 5, 5, 5, 5, 5}]LinearSolve[magic, {5, 5, 5, 5, 5, 5, 5}]
Out[*]:= {0, 0, 5, 0, 5, 0, 5, 0, 0}
In[*]:= magic5 = {{0, 0, 5}, {0, 5, 0}, {5, 0, 0}};magic5 = {{0, 0, 5}, {0, 5, 0}, {5, 0, 0}};magic5 = {{0, 0, 5}, {0, 5, 0}, {5, 0, 0}};
MatrixForm[magic5]MatrixForm[magic5]MatrixForm[magic5]

Out[*]:=

⎛
⎝ 0 0 5

0 5 0
5 0 0

⎞
⎠

���� �� ������ ��������� ��� ��� ����� 1 ����� ��� ������ magic5 +
r magic0a + s magic0b + t magic0c� ����� ���� �� ������ ��������� ���
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��� ����� m ����� ��� ������⎛
⎝ 0 0 m

0 m 0
m 0 0

⎞
⎠+ r

⎛
⎝ 0 1 −1

1 −1 0
−1 0 1

⎞
⎠+

+s

⎛
⎝ 1 −1 0

1 −1 0
−2 2 0

⎞
⎠+ t

⎛
⎝ 1 1 −2
−1 −1 2

0 0 0

⎞
⎠

.
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�8 	� f ����� "������"� ��� ������������ ��������# �� ��������"���  ��
f(e3) = e3�

:�+	4��
 & #������	 ����$����

&�� #������	 ����$����

�8 i) x1 =
2

7
, x2 =

37

7
, x3 =

18

7
�

ii) x1 = 1, x2 = 3, x3 = −3, x4 = 1�

�8 i) x = −3z, y = 2z, z ∈ R. ii) 4� "��
�� �

iii) x = −3z, y = 1 + 2z, z ∈ R�

�8 6�������� ��� ������ ��� φ "� �
�������� �
������� ����� �������
�$����D ⎡

⎢⎢⎣
1 2 0 1
−1 3 1 −1

2 1 0 −1
0 2 −1 7

⎤
⎥⎥⎦ −→

⎡
⎢⎢⎣

1 0 0 −1
0 1 0 1
0 0 1 −5
0 0 0 0

⎤
⎥⎥⎦
,

�������� Kerφ = S({(1,−1, 5, 1)})�
�8 ,�������"��  �� detA = 0� ��� �� "!"���� AX = B ��������"��  ��D⎡

⎣ 1 2 −1 | 2
0 −1 3 | 3
1 0 5 | 1

⎤
⎦ −→

⎡
⎣ 1 0 5 | 8

0 1 −3 | −3
0 0 0 | −7

⎤
⎦
,

��
� �� "!"���� ����� ��!����� ��� �� "!"���� ATX = B ��������"��  ��D⎡
⎣ 1 0 1 | 2

2 −1 0 | 3
−1 3 5 | 1

⎤
⎦ −→

⎡
⎣ 1 0 1 | 2

0 1 2 | 1
0 0 0 | 0

⎤
⎦
.

3� 
!"��� ��� "�"������� �������� �� ��� "$�"���D

x = 2− z, y = 1− 2z, z ∈ R.

%8 �*"�� [A|B] � ������������� ������� ��� "�"�������� � ��
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[A|B] −→

⎡
⎢⎢⎣

1 0 1/5 1 0 | 1
0 1 −2/5 −1 0 | 0
0 0 0 0 1 | 1
0 0 0 0 0 | 0

⎤
⎥⎥⎦
.

�*�"� �� 
!"��� ��� "�"������� AX =  �����

null(A) = { (−1/5x3 − x4, 2/5x3 + x4, x3, x4, 0) / x3, x4 ∈ R} =

= S({(−1/5, 2/5, 1, 0, 0), (−1, 1, 0, 1, 0)}),
��� �� 
!"��� ��� AX = B ����� �� { (1, 0, 0, 0, 1) + v / v ∈ null(A)}� 3�
"$�"��� ��������� �&����"�� ����&! ��� "��
�� Σ1, . . . ,Σ5 ��� ������ A
����� ��

−1/5Σ1 + 2/5Σ2 + Σ3 =  , −Σ1 + Σ2 + Σ4 =  .

�8 6������� ��� ������������ ������ [A|B] ��� "�"������� "� �
��������
�
������� ����� �������D

[A|B] −→

⎡
⎢⎢⎣

1 0 0 −3 | −5
0 1 0 −2 | −3
0 0 1 1 | 5
0 0 0 0 | 1 + a/2

⎤
⎥⎥⎦
.

��� �� �$�� �� "!"���� 
!"� ������ 1 + a/2 = 0# ��
� a = −2� � �� ��

!"��� ��� "�"������� AX = B �����

{ (−5 + 3t,−3 + 2t, 5− t, t) / t ∈ R} = { (−5,−3, 5, 0) + v / v ∈ null(A)},
 ��� null(A) = S({(3, 2,−1, 1)}) ����� �� "!��
� ��� 
!"��� ��� AX =  �

,8 a+ b− c = 0�

�8 null(A) = Ker f = {(2z,−z, z)/z ∈ R} = S({(2,−1, 1)})� 	� Σ1,Σ2,Σ3

����� �� "��
�� ��� ������ A# � �� 2Σ1 − Σ2 + Σ3 =  �

+8 i) 3 ≤ dimK(null(A)) ≤ 6� ii) 4 ≤ dimK(null(A)) ≤ 6�

�.8 x1 = 1−t # x2 = 2+s# x3 = 1+t+s� 	��
�������� �� t ��� s ���������
x1 − x2 + x3 = 0�

��8 �� "!"���� ������� x1 = 1 − 2x2 − 2x4# x3 = 2 − 2x4� � 
!"� ���
AX =  ����� �� "!��
�

null(A) = S({(−2, 1, 0, 0, 0), (−2, 0,−2, 1, 0), (0, 0, 0, 0, 1)})
��� � 
!"� ��� "�"������� ����� �� "!��
�

{ (1, 0, 2, 0, 0) + v / v ∈ null(A)}.
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*����� r(A) = 2# r(A) = r([A|C])# ∀ C ∈M2×1(K)# ��� �� "!"���� AX = C
����� ����� "��
�� �

��8 5� ������ �� "!"���� �� �$�� �� �������� 
!"�� �	��∣∣∣∣∣∣
1 2a 1
1 2a a
a 4a 2

∣∣∣∣∣∣ = 0⇒ 2a(a− 1)(a− 2) = 0⇒ a = 0 � a = 1 � a = 2.

��� a = 1# ��������� ��� ������ ��� "�"������� "� �
�������� �
�������
����� ������� �$����D⎡

⎣ 1 2 1
1 2 1
1 4 2

⎤
⎦ −→

⎡
⎣ 1 0 0

0 1 1/2
0 0 0

⎤
⎦
.

�	�� �� 
!"��� ��� "�"������� ����� � ���$����

{ (0,−1/2z, z) / z ∈ R} = S({(0,−1, 2)})
��� R3 ��� �$�� ���"��"� 0� �3���� ��� a = 0 � a = 2# � $���� ��� 
!"���
�$�� ���"��"� �"� �� 0� �	�� �� %���!����� ����� ����� <# 0 ��� -�

��8 �*"��

A =

⎡
⎣ 1 1 1

1 1 κ
1 λ µ

⎤
⎦
,

� �� detA = (κ− 1)(1− λ)�

• 	� κ �= 1 ��� λ �= 1# � �� ����$�� �������� 
!"�# � (0, 0, 0)�

• 	� κ = 1 ��� λ �= 1# � �� r(A) = 2 ��� � ���"��"� ��� $���� 
!"���
��� "�"������� ����� �"� �� 3− 2 = 1� 3� 
!"��� ��� "�"������� �����{

(
µ− λ
λ− 1

z,
1− µ
λ− 1

z, z) / z ∈ R
}
.

• 	� κ �= 1 ��� λ = 1# � �� r(A) = 2 ��� �� 
!"��� ��� "�"������� �����

{ (x,−x, 0) / x ∈ R}.
• 	� κ = λ = 1 ��� µ �= 1# � �� r(A) = 2 ��� �� 
!"��� ��� "�"�������

�����
{ (x,−x, 0) / x ∈ R}.

• 	� κ = λ = µ = 1# � �� r(A) = 1 ��� � ���"��"� ��� $���� 
!"���
��� "�"������� ����� �"� �� 3− 1 = 2� 3� 
!"��� ��� "�"������� �����

{ (x, y,−x− y) / x, y ∈ R} = S({(1, 0,−1), (0, 1,−1)}).
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��8 �*"�� A � ������� ��� "�"�������� � ��

A =

⎡
⎣ 3 0 −1 1

1 2 0 4
−1 λ 1 3 + λ

⎤
⎦ −→

⎡
⎣ 1 2 0 4

0 2 + λ 1 7 + λ
0 −6 −1 −11

⎤
⎦
.

��� �� ���$���"���� �� �

�&���� �� "��
� - �� �� "��
� .# ���"�$�����
 �� "��� �����!��� ������ � "��
� - ���������� "�� ����

��� t# ��� � "��
�
. ���������� "�� ����

��� y�⎡

⎣ 1 0 2 4
0 1 2 + λ 7 + λ
0 −1 −6 −11

⎤
⎦ −→

⎡
⎣ 1 0 2 4

0 1 2 + λ 7 + λ
0 0 λ− 4 λ− 4

⎤
⎦
.

• 	� λ �= 4# � �� r(A) = 3 ��� (λ− 4)y = (4− λ)t# ��
��� y = −t� 	� 
�� ��!���� �&�"�"� ��� "�"������� ������  �� x = −2t ��� �� ��� �����
�&�"�"� ������  �� −6t − z + t = 0# ��
��� z = −5t� �	�� �� 
!"��� ���
"�"������� ����� { (−2t− t,−5t, t) / t ∈ R}�
• 	� λ = 4# � �� r(A) = 2� 	� ��� �!� ������ �&�"�"��� ��� "�"���

����� ����!����  �� z = t + 3(−2y − 4t) ��� x = −2y − 4t� �	�� "� �����
��� �������"� �� 
!"��� ����� { (−2y − 4t, y,−6y − 11t, t) / y, t ∈ R} =
S({(−2, 1,−6, 0), (−4, 0,−11, 1)})�
�%8 �*"��

A =

⎡
⎣ 2 1 1
λ 3 2
2 1 µ

⎤
⎦

� ������� ��� "�"�������# � �� detA = (µ− 1)(6− λ)�

• 	� µ �= 1 ��� λ �= 6# � �� ����$�� �������� 
!"�# �

x =
−2(µ− 1)(λ+ 9κ)− 2(2 + 3κ)

(µ− 1)(6− λ)
,

y =
2(2 + 3κ)(λµ− 4)

(µ− 1)(6− λ)
, z =

2(2 + 3κ)

µ− 1
.

• 	� µ = 1# � �� ���������� ��� ����� �&�"�"� �� ��� ����� ����!����
 �� 4 + 6κ = 0� �	�� ��� �� �$�� �� "!"���� 
!"� �� ������ κ = −2/3 ���
�� "!"���� ����� �"��!���� �� ��

λx + 3y + 2z = 2λ
2x + y + z = 4.

	� ��� ����!����  �� y = (4− λ)(x− 2) ��� z = (λ− 6)(x− 2)�
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• 	� λ = 6 ��� µ �= 1# � �� �� ��� �!� ��
������� �&�"�"��� ��� ��$���!
"�"������� ����!����  �� (2− 3µ)z = 0� 	� z = 0# � �� �� ��$�� "!"����
�������

2x + y = −6κ
2x + y = 4

��� �$�� 
!"� �� κ = −2/3 ��� � 
!"� 
��"�����  ��� "��� �������"� µ = 1�
�*"��  �� z �= 0# � �� 2− 3µ = 0# µ = 2/3� �� ��$�� "!"���� �������

2x+ 3y + z = −6κ
6x+ 3y + 2z = 12.

� 
!"� ������� �� ��� "$�"���

y = 12 + 12κ− 2x, z = −18κ− 12.

��8 �*"��

A =

[
a β
γ δ

]
���

a + β = k1

a + γ = k2

β + δ = k3

γ + δ = k4 .

� ���%��"� ��� ������ ��� "����
�"��� �����∣∣∣∣∣∣∣∣
1 1 0 0
1 0 1 0
0 1 0 1
0 0 1 1

∣∣∣∣∣∣∣∣
=

∣∣∣∣∣∣∣∣
1 1 0 0
0 −1 1 0
0 1 0 1
0 0 1 1

∣∣∣∣∣∣∣∣
=

∣∣∣∣∣∣∣∣
1 1 0 0
0 −1 1 0
0 0 1 1
0 0 1 1

∣∣∣∣∣∣∣∣
= 0.

�	�� �� "!"���� �� �$�� 
!"� ���� ��� ����� ��������� *������� � �������
A ��� ���"�����%���� ���������

�,8 � "$�"� AB +BA =  "���������� ���[
2ax+ γy + βz βx+ (a+ δ)y + βw

γx+ (a+ δ)z + γw γy + βz + 2δw

]
=  ⇔

2 a + γ y + β z = 0
β x + (a+ δ)y + β w = 0
γ x + (a+ δ)z + γ w = 0

γ y + β z + 2δ w = 0
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��� �� �$�� �� ���� "!"���� �� �������� 
!"�# ������∣∣∣∣∣∣∣∣
2a γ β 0
β a+ δ 0 β
γ 0 a+ δ γ
0 γ β 2δ

∣∣∣∣∣∣∣∣
= 0⇔ 4(a+ δ)2(aδ − βγ) = 0⇒

⇒ a+ δ = 0 � detA = 0.

��8 i) ��� �� ����� �� v1, v2, v3 �������� ���&������ �� ������ detA �= 0#
 ���

A =

⎡
⎣ 1 2 3

1 0 −1
a 1 1

⎤
⎦
.

�3��� detA = 2(1− a)# ��� ��� a �= 1 �� v1, v2, v3 �����
�!� 
�"� ��� R3�

ii) Q���!���� "���$��� x, y, z ∈ R# ��"� �"�� (1, 0, 0) = xv1 + yv2 + zv3� �	��
�� (x, y, z) ����� 
!"� ��� "�"�������

A

⎡
⎣ x
y
z

⎤
⎦ =

⎡
⎣ 0

0
0

⎤
⎦
.

� 
!"� ��� "�"������� �����

x =
1

2(1− a) , y =
a+ 1

2(1− a) , z =
1

2(1− a) .

�+8 5� ������
(1, 2, β) = k(1, 1, 1) + λ(3, 2, 1),

��� ������ k, λ ∈ R� 	�� "�������  �� �� k, λ ����� 
!"� ��� "�"�������

k + 3λ = 1
k + 2λ = 2
k + λ = β.

�3���

r

⎛
⎝
⎡
⎣ 1 3 | 1

1 2 | 2
1 1 | β

⎤
⎦
⎞
⎠ = r

⎛
⎝
⎡
⎣ 1 3

1 2
1 1

⎤
⎦
⎞
⎠ = 2⇒

⇒
∣∣∣∣∣∣

1 3 1
1 2 2
1 1 β

∣∣∣∣∣∣ = 0⇔ β = 3.
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�.8 i) f(x) = x2 − 2x− 3� ii) g(x) = x3 − x2 + 2�

��8 i) �*"�� X1, . . . , Xn �� "��
�� ��� %���!����� ������ B ��� I(1), . . . , I(n)

�� "��
�� ��� In� � ��

AB = In ⇔
[
AX1 | · · · | AXn

]
=
[
I(1) | · · · | I(n)

]⇔
⇔ AXi = I(i), i = 1, . . . , n.

�3��� r(A) = r([A|I(i)]) = n# i = 1, . . . , n, ��� �� "�"������ �$��� �����
�������� 
!"�# ��� ����$�� ������� � ������� B �� ��� ��� ���� AB = In�
��� �� ii) ��������"��  ��

CA = Im ⇔ (CA)T = (Im)T ⇔ ATCT = Im,

�� �� � !���&� ��� ������� ���� ��� ������ C ����!���� �� �� i)�

��8 �� "!"���� �$�� �������� 
!"� �� ��� � �� �� r(A) = n� � �� m ≥ n
��� � ������� A �$�� n �������� ���&������� ������� ��� �� �� 
����� m−n
������� ����� ��������� "�����"��� ��� �������� ���&������� ��������
5������� �� �"��!���� "!"���� A′X = B′# A′ ∈ Mn(Q)# B′ ∈ Mn×1(Q)#
�� ����� �����$�� � �� ��� �&�"�"��� ��� AX = B ��� ����"���$�!� "���
n �������� ���&������� �������� � �� detA′ �= 0 ��� �� A′X = B′ �$��

�������� 
!"�# ��� (x1, . . . , xn)#  ��� xi =
detA′(i, B′)

detA′
∈ Q# 1 ≤ i ≤ n# ��

����� ����� ��!�����

:�+	4��
 (� -��
��� � ��� -��
����'�����

%�
� �������(� � ����*+���

�8 i) V−1(φ) = S({(−2, 1)})# V5(φ) = S({(1, 1)})�
ii) Pψ(x) = 1− x3# V1(f) = S({1 + x+ x2)})�
iii) Pf (x) = −(x−3)(x−2)2# V3 = S({(−1/2, 1/2), 1}) = S({(1, 1,−2)})#

V2(f) = S({(1, 0, 0)})� ,�������"��  �� ��� � �������� - ����� ���
�# dimRV2 =
1�

iv)

Ag =

⎡
⎢⎢⎣

0 1 0 0
2 1 0 0
0 0 0 1
0 0 5 4

⎤
⎥⎥⎦
,
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