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Εισαγωγη στην Αλγεβρα
Τέταρτο σετ Ασκήσεων

Τµήµα Β

1. Στο σύνολο Z ϑεωρούµε τη σχέση

aRb ⇔ a ≡ b mod 3 και a ≡ b mod 4 .

Να δείξετε ότι R είναι σχέση ισοδυναµίας. Να περιγράψετε 0. Να δείξετε ότι υπάρχουν
12 κλάσεις ισοδυναµίας.

2. Στο σύνολο Z× Z ϑεωρούµε τη σχέση:

(a, b)R(c, d) ⇔ a ≡ c mod 3, b ≡ d mod 4

Να αποδείξετε ότι η R είναι σχέση ισοδυναµίας. Να αποϕασίσετε ποιές από τις παρα-
κάτω προτάσεις είναι αληθείς εξηγώντας το γιατί.

(αʹ) (0, 3), (1, 5) ανήκουν στην ίδια κλάση ισοδυναµίας
(ϐʹ) Η κλάση ισοδυναµίας του (0, 0) είναι το σύνολο {(3k, 4n) : k, n ∈ Z}
(γʹ) Υπάρχουν άπειρες κλάσεις ισοδυναµίας.
(δʹ) Κάθε κλάση ισοδυναµίας είναι αριθµήσιµο σύνολο.
(εʹ) Το σύνολο των κλάσεων ισοδυναµίας είναι αριθµήσιµο.

3. Να αποϕασίσετε ποιές από τις παρκάτω προτάσεις είναι αληθείς εξηγώντας το γιατί.

(Α) N× N είναι αριθµήσιµο σύνολο.
(Β) R× N είναι αριθµήσιµο σύνολο.

4. ∆εχόµενοι ότι 23 είναι πρώτος αριθµός να δείξετε ότι
√
23 /∈ Q. Να δείξετε ότι 3

√
2 /∈ Q.

Να δείξετε ότι
√
6 /∈ Q.

5. Να ϐρείτε το λάθος στη παρακάτω απόδειξη της (µη αληθούς) πρότασης ΄Ολα τα άλογα
του κόσµου έχουν το ίδιο χρώµα.

Απόδειξη Θα εϕαρµόσουµε µαθηµατική επαγωγή στον αριθµό n των αλόγων. Για
n = 1 η πρόταση είναι αληθής. ΄Εστω ότι η πρόταση αληθής για k άλογα, (δηλ. έχουν
όλα το ίδιο χρώµα). Θα δείξουµε ότι η πρόταση είναι αληθής για k + 1. Πράγµατι,
χωρίζουµε τα k + 1 άλογα σε δύο οµάδες : η πρώτη έχει τα πρώτα k άλογα, ενώ η
δεύτερη έχει τα τελευταία k άλογα. Οι δύο αυτές οµάδες έχουν ϐέβαια κάποια κοινά
άλογα. Τα άλογα της πρώτης οµάδας έχουν το ίδιο χρώµα, σύµϕωνα µε την υπόθεση
της επαγωγής. Τα άλογα της δεύτερης οµάδας έχουν επίσης το ίδιο χρώµα για τον ίδιο
λόγο. Αϕού οι δύο οµάδες έχουν κάποιο κοινό άλογο έπεται ότι και τα k + 1 άλογα
έχουν το ίδιο χρώµα. Εποµένως σύµϕωνα µε την µαθηµατική επαγωγή ΄Ολα τα άλογα
του κόσµου έχουν το ίδιο χρώµα.
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6. Να αποδείξετε ότι ο αριθµός 22n+1 + 1 διαιρείται από τον αριθµό 3 για οποιοδήποτε
φυσικό αριθµό n.
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