
Probolikèc kai Embolikèc EpilÔseic

H kathgorÐa mac A eÐnai abelian . Pr¸to par�deigma mi�c abelian c kathgorÐac
eÐnai h kathgorÐa twn R-modules. 'Ena �llo par�deigma eÐnai h kathgorÐa twn
sumplìkwn kai alusidwt¸n apeikonÐsewn se mÐa abelian  kathgorÐa. H abelian 
kathgorÐa èqei tic parak�tw idiìthtec:

(1) HomA(A,B) eÐnai abelian  om�da,
(2) h sÔnjesh morfism¸n èqei thn epimeristik  idiìthta wc proc th prìsjesh,
(3) h kathgorÐa mac èqei to Ðdio arqikì kai telikì antikeÐmeno pou to apokaloÔme

0,
(4) to eujÔ ginìmeno up�rqei
(5) gÐa k�je morfismì èqoume thn ènnoia tou pur na thc eikìnac kai tou sun-

pur na.
Se mÐa abelian  kathgorÐa HomA( , B) kai HomA(A, ) eÐnai arister� akribeÐc

telestèc. Autì shmaÐnei ìti k�je for� pou 0−→E−→F−→G−→0 eÐnai akrib c
akoloujÐa tìte 0−→HomA(E, B)−→HomA(V, B)−→HomA(G,B) eÐnai akrib c ìp-
wc kai h akoloujÐa 0−→HomA(A,G)−→HomA(A,F )−→HomA(A,E).

Ja xekin soume me ton orismì enìc probolikoÔ antikeimènou.

Orismìc 0.1. To antikeÐmeno P thc kathgorÐac A eÐnai probolikì, (projective)
an dojèntwn morfism¸n γ : P−→C kai g : B−→C (epi), tìte up�rqei morfismìc
β : P−→B pou na ikanopoieÐ thn kajolik  idiìthta anÔywshc, (lifting property):

P
↙

γ

↓
B

g−→ C −→0

K�je eleÔjero R-module F eÐnai probolikì. Pr�gmati kai gi� na orÐsoume th β
arkeÐ na orÐsoume thn eikìna twn stoiqeÐwn thc b�shc tou F . 'Estw ei mèloc mÐac
b�shc tou F . Dialègoume èna stoiqeÐo bi ètsi ¸ste g(bi) = γ(ei), kai orÐzoume
β(ei) = bi. To antÐstrofo ìmwc den isqÔei. Up�rqoun probolik� R-modules pou den
eÐnai eleÔjera, ìpwc to Z6-module <2̄>.

ApeujeÐac apì ton orismì blèpoume ìti to antikeÐmeno P eÐnai probolikì e�n kai
mìno e�n Hom( , P ) eÐnai akrib c telest c kai apì ta dexi�.

Prìtash 0.2. 'Ena R-module eÐnai probolikì e�n kai mìno e�n eÐnai eujÔc prosjetèoc
enìc eleÔjerou R-module.

Apìdeixh. 'Estw ìti P⊕K = F èna eleÔjero R-module, p h probol  P⊕K−→P ,
kai γ : P−→C, g : B−→C (epimorfismìc). Tìte up�rqei β′ pou na anuy¸nei ton γp,
dhlad  gβ′ = γp kai to di�gramma na gÐnetai antimetajetikì:

P ⊕Kp

↓
P

↙ ↓
B

g−→ C −→0

OrÐzoume β = β′|P .
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Gi� thn �llh kateÔjunsh, èstw ìti to P eÐnai probolikì. JewroÔme F , to eleÔjero
R-module me b�sh ta stoiqeÐa tou P . Tìte èqoume to di�gramma

P
↙

idP↓
F

π−→ P −→0
,

dhlad  πβ = idP . An K eÐnai o pur nac tou π, tìte h akoloujÐa 0−→K
iK−→F

π−→P−→0
eÐnai diairet� akrib c, (split exact). 'Eqoume loipìn antimetajetikìthta sto di�gram-
ma

0−→ K −→ P ⊕K −→ P −→0idK↓
f

↓
idP↓

0−→ K
iK−→ F

π−→ P −→0,

ìpou f(p, k) = β(p)+ iK(k). To L mma tou FidioÔ mac dÐnei ìti f eÐnai isomorfismìc.
Orismìc 0.3. Lème ìti h kathgorÐa mac A èqei arket� probolik� antikeÐmena an gi�
k�je antikeÐmeno A up�rqei èna probolikì P kai ènac epimorfismìc ε : P−→A−→0.

'Otan h abelian  kathgorÐa èqei arket� probolik�, tìte k�je antikeÐmeno èqei mÐa
probolik  epÐlush, (projective resolution), dhlad  èna sÔmploko P• : · · · −→P1−→P0

mazÐ me ènan morfismì ε : P0−→M ètsi ¸ste h akoloujÐa
· · · −→P1−→P0

ε−→M

na eÐnai akrib c kai ta Pi na eÐnai probolik�.
Pr�gmati dhmiourgoÔme autì to sÔmploko xekin¸ntac me to probolikì P kai ton

epimorfismì ε : P−→A−→0. 'Estw K1 o pur nac tou ε. Sth sunèqeia pèrnoume to
probolikì P1 kai ton epimorfismì δ1 : P1−→K1−→0 kai orÐzoume d1 : P1−→P0 thn
sÔnjesh d1 = iKδ. SuneqÐzoume kat� autìn ton trìpo.

99K P1 99K P0 −→ M −→0
↘ ↗
K1

↗ ↘
0 0

'Estw ìti (P•, d•) eÐnai mÐa probolik  epÐlush tou M kai Ki = Ker di. An perikìy-
oume to sÔmploko sto n b ma, (dhlad  Pi = 0, ∀i ≤ n) tìte to kainoÔrio autì
sÔmploko eÐnai h probolik  epÐlush Ki. To antÐstrofo isqÔei epÐshc: an èqoume mÐa
akrib  akoloujÐa 0−→Kn−→Pn−→· · ·−→P0−→M−→0 ìpou ta Pi eÐnai probolik�
kai Q• eÐnai mÐa probolik  epÐlush tou Kn tìte to akìloujo eÐnai mÐa probolik 
epÐlush tou M : · · · −→Q1−→ Q0−→Pn−→· · ·−→P0−→M−→0.
Je¸rhma 0.4. Je¸rhma SÔgkrishc 'Estw P•

ε−→M kai Q•
η−→N probolikèc

epilÔseic tou M kai N , kai èstw f ′ : M−→N ènac morfismìc apì to M sto N . Tìte
up�rqei alusidwt  apeikìnish f• : P•−→Q• pou anuy¸nei thn f ′, dhlad  f ′ε = ηf0.
An g. eÐnai mÐa �llh tètoia anÔywsh, tìte oi f, g eÐnai omotopikèc.

Apìdeixh.
−→ P2

d2−→ P1
d1−→ P0

ε−→ M −→0
↓ ↓ ↓ ↓

−→ Q2

d′2−→ Q1

d′1−→ Q0
η−→ N −→0



3

Mi�c kai to P0 eÐnai probolikì kai Q0
η−→N−→0, o morfismìc f ′ε : P0−→N

anuy¸netai se morfismì f0 : P0−→Q0.
MporoÔme eÔkola na doÔme ìti f0|Ker ε : Ker ε−→Ker η. Akìma èqoume ìti d1 :

P1−→ Im(d1) = Ker ε kai an�loga Q1

d′1−→ Im(d1) = Ker η−→0. Epomènwc o morfis-
mìc f0|Ker εd1 : P1−→Ker η, anuy¸netai se morfmismì f1 : P1−→P0.

H diadikasÐa aut  suneqÐzetai me ton Ðdio trìpo. Mènei na apodeÐxoume ìti h f
eÐnai monadik  me prosèggish isomorfÐac.

An g eÐnai mÐa �llh anÔywsh, tìte h f − g eÐnai alusidwt  apeikìnish. Gi� k�je
b ma n isqÔei:

Qn+1 Qn

↘ ↗
Bn(Q) = Zn(Q)

↗ ↘
0 0

Gi� n = 0, f0 − g0 : P0−→Ker η kai s0 eÐnai o morfismìc pou k�nei to di�gramma
antimetajetikì:

P0

↙
f0−g0↓

Q1
d′−→ Ker η −→0.

QrhsimopoioÔme epagwg . Upojètoume ìti èqoun brejeÐ morfismoÐ ètsi ¸ste fn−1gn−1 =
sn−2dn−1 +d′nsn−1. ParathroÔme ìti [(fn−gn)−sn−1dn](Pn) an kei ston pur na tou
d′n. Pr�gmati d′n[(fn− gn)− sn−1dn] = d′n(fn− gn)− ((fn−1− gn−1)+ sn−2dn−1)dn =
(d′n(fn − gn) − ((fn−1 − gn−1)dn) + sn−2dn−1dn = 0 + 0 = 0. 'Etsi jètoume sn ton
morfismì pou k�nei antimetajetikì to di�gramma:

Pn

↙ ↓
Qn+1

d′−→ Zn(Q) −→0.

Je¸rhma 0.5. To L mma tou pet�lou, (Horseshoe Lemma). 'Estw h akrib c
akoloujÐa 0−→A′ iA′−→ A

πA′′−→A′′−→0 kai èstw ìti P ′
•

ε′−→A′−→0 eÐnai mÐa probolik 
epÐlush tou A′ en¸ P ′′•

ε′′−→A′′−→0 eÐnai mÐa probolik  epÐlush tou A′′. Tìte m-
poroÔme na broÔme diaforik� dn : Pn = P ′

n⊕P ′′
n−→P ′

n−1⊕P ′′
n−1 ètsi ¸ste P• na eÐnai

mÐa probolik  epÐlush tou A kai
↓ ↓

P ′
0

iP ′0−→ P ′
0 ⊕ P ′′

0

πP ′′0−→ P ′′
0

↓ ↓ ↓
0 −→ A′ iA′−→ A

πA′′−→ −→0

na eÐnai antimetajetikì.

Apìdeixh. Ja deÐxoume pwc ja broÔme ton epimorfismì ε : P ′
0 ⊕ P ′′

0−→A. H
probolik  epÐlush ja qtisteÐ epanalamb�nontac aut� ta b mata.

Mi�c kai to P ′′
0 eÐnai probolikì up�rqei morfismìc l ètsi ¸ste to di�gramma

P ′′
0

↙ ↓
A

πA′′−→ A′′ −→0.
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OrÐzoume ε : P ′
0 ⊕ P ′′

0−→A wc ex c: ε(a, b) = iA′ε
′(a) + l(b).

'Etsi to di�gramma
0 −→ P ′

0

iP ′0−→ P ′
0 ⊕ P ′′

0

πP ′′0−→ P ′′
0 −→0

↓ ↓ ↓
0 −→ A′ iA′−→ A

πA′′−→ −→0

eÐnai antimetajetikì kai efarmìzoume to L mma tou FidioÔ. ParathroÔme ìti Cokerε′ =
Cokerε′′ = 0 afoÔ ε′ kai ε′′ eÐnai epimorfismoÐ. AfoÔ Cokerε′−→Cokerε−→Cokerε′′

kai Cokerε èqei pagideujeÐ an�mesa se dÔo mhdenik� antikeÐmena, eÐnai kai to Ðdio
mhdenikì. Epomènwc ε eÐnai epimorfismìc.

ParathroÔme ìti an perikìyoume ta sÔmploka P ′ kai P ′′ sto 0, tìte èqoume probo-
likèc epilÔseic gi� ker ε′ kai ker ε′′ antÐstoiqa. To L mma tou FidioÔ mac dÐnei thn
akrib  akoloujÐa

0−→ ker ε′−→ ker ε−→Ker ε′′−→0.

'Etsi epanalamb�noume th prohgoÔmenh diadikasÐa.
Ja doÔme t¸ra tic duikèc ènnoiec, twn embolik¸n antikeimènwn kai epilÔsewn. 'Op-

wc p�nta douleÔoume mèsa se mÐa abelian  kathgorÐa.

Orismìc 0.6. To antikeÐmeno E eÐnai embolikì, (injective) an dojèntwn morfism¸n
γ : A−→E kai f : A−→B (mono), tìte up�rqei morfismìc β : B−→E pou na
ikanopoieÐ thn kajolik  idiìthta epèktashc, (extension property):

0 −→ A
f−→ B

↓ ↙
I

Lème ìti h kathgorÐa mac A èqei arket� embolik� antikeÐmena an gi� k�je antikeÐ-
meno A up�rqei èna embolikì I kai ènac monomorfismìc 0−→A−→I.

An h kathgorÐa èqei arket� embolik� tìte k�je antikeÐmeno A èqei mÐa embolik 
epÐlush, dhlad  èna sunalusidwtì sÔmploko I• : I0−→I1−→· · · mazÐ me ènan mor-
fismì α : A−→I0 ètsi ¸ste h akoloujÐa

0−→A−→I0−→I1−→· · ·
na eÐnai akrib c kai ta I i na eÐnai embolik�. Xekin�me me to embolikì antikeÐmeno I0

kai ton monomorfismì 0−→A
α−→I0. 'Estw C1 o sunpur nac tou α, C1 = I0/ Im α

kai π h kanonik  probol  π : I0−→I0/ Im α. Sth sunèqeia pèrnoume to embolikì I1

kai ton monomorfismì δ1 : C1−→I1 kai orÐzoume d1 : I0−→I1 thn sÔnjesh d1 = δ1π.
SuneqÐzoume kat� autìn ton trìpo.

0−→ A −→ I0 99K I1 99K
↘ ↗
C1

↗ ↘
0 0

ParathroÔme ìti ta embolik� antikeÐmena sthn A eÐnai akrib¸c ta probolik� an-
tikeÐmena sthn Aop. ApodeiknÔetai eÔkola ìti to antikeÐmeno E eÐnai embolikì e�n
kai mìno e�n Hom(E, ) eÐnai akrib c telest c kai apì ta dexi�.

Prìtash 0.7. To eujÔ ginìmeno embolik¸n antikeimènwn eÐnai embolikì.
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Apìdeixh. ProkÔptei èukola apì thn kajolik  idiìthta tou eujèoc ginomènou kai
to parak�tw di�gramma:

0 −→ A
f−→ B

↓ ↙∏
Ei

↓
Ei

Ja apodeÐxoume ìti h kathgorÐa R-mod èqei arket� embolik�. Ja xekin soume
deÐqnontac ìti h kathgorÐa Ab èqei arket� embolik�. Gi� autì ja qreiastoÔme to
krit rio tou Baer kai to pìrisma tou gi� diairetèa R-modules.

Prìtash 0.8. To krit rio tou Baer. 'Estw E èna (dexÐ) R-module. To E eÐnai
embolikì an kai mìno an gi� k�je (dexÐ) ide¸dec J tou R, k�je omomorfismìc J−→E
mporeÐ na epektajeÐ se omomorfismì R−→E.

0 −→ J
iJ−→ R

↓ ↙
E

Apìdeixh. H mÐa kateÔjunsh eÐnai profan c.
Gi� thn deÔterh kateÔjunsh, èstw ìti èqoume to di�gramma

0 −→ A
f−→ Bα

↓
I

JewroÔme to sÔnolo S = {(A′, α′)} ìpou A′ eÐnai upo-module tou R pou perièqei
to A kai α′ eÐnai mÐa epèktash tou α. DÐnoume se autì to mh kenì sÔnolo mÐa merik 
di�taxh, jètontac (A1, α1) ≤ (A2, α2) an A1 ⊆ A2 kai α2 eÐnai mÐa epèktash thc α1.
K�je alusÐda tou S èqei �nw ìrio, (poiì?), kai sÔmfwna me to L mma tou Zorn to
sÔnolo S èqei mègisto stoiqeÐo, (C, γ). Ja deÐxoume ìti C = B.

'Estw ìti C 6= B kai b ∈ B, b /∈ C. To sÔnolo J = {r|br ∈ C} eÐnai (dexÐ)
ide¸dec tou R, opìte h sÔnjesh γb : J

b−→C
γ−→ mporeÐ na epektajeÐ se omomorfismì

f : R−→E ètsi ¸ste fi = γb. Jètoume C ′ = C + bR, kai orÐzoume th sun�rthsh
γ′ : C ′−→E wc γ′(a + br) = γ(a) + f(r) . H γ′ eÐnai kal� orismènh: a1 + br1 =
a2 + br3 ⇒ a1 − a2 = b(r2 − r1) ⇒ r2 − r1 ∈ J kai γ′(a1 − a2)γ

′(b(r2 − r1)) =
f(r2 − r1) ⇒ γ′(a1) − γ′(a2) = f(r2) − f(r1). 'Epetai ìti h γ′ eÐnai omomorfismìc
kai epèktash thc γ kai thc α. Autì mac dÐnei to zhtoÔmeno �topo giatÐ (C, γ) eÐnai
gn sia mikrìtero tou (C ′, γ′).

To R-module E lègetai diairetèo, (divisible), e�n gi� k�je stoiqeÐo r ∈ R kai
a ∈ E up�rqei èna stoiqeÐo b ∈ E ètsi ¸ste a = rb.

Pìrisma 0.9. 'Estw R mÐa akeraÐa perioq  kurÐwn idewd¸n. Tìte to R-module A
eÐnai embolikì e�n kai mìno e�n to E eÐnai diairetèo.

Apìdeixh. 'Estw ìti to E eÐnai embolikì kai r ∈ R, a ∈ E. JewroÔme to ide¸dec
J = (r) kai th sun�rthsh f : J−→E, f(sr) = sa. H sun�rthsh f eÐnai kal� orismènh
mÐac kai R eÐnai akeraÐa perioq  kai m�lista h f eÐnai omomorfismìc. EpekteÐnetai
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loipìn se ènan omomorfismì f ′ : R−→E. H eikìna f ′(1) eÐnai to zhtoÔmeno b mi�c
kai a = f ′(r) = rf ′(1).

AntÐstrofa an J eÐnai ide¸dec tou R kai f : J−→E tìte to J eÐnai kÔrio ide¸dec,
J = (r) kai h f orÐzetai pl rwc apì thn eikìna f(r) = a. Mi�c kai E eÐnai diairetèo
up�rqei b ètsi ¸ste a = rb kai orÐzoume f : R−→E, f(1) = b.

ParadeÐgmata 0.10. (1) Q eÐnai diairetèa abelian  om�da kai embolikì antikeÐ-
meno sthn kathgorÐa Ab.

(2) Q/Z eÐnai embolikì antikeÐmeno sthn kathgorÐa Ab.

Je¸rhma 0.11. H kathgorÐa Ab èqei arket� embolik�.

Apìdeixh. 'Estw A mÐa abelian  om�da kai jewroÔme thn embolik  om�da I(A)
pou eÐnai to eujÔ ginìmeno

∏
S Q/Z ìpou S eÐnai Hom(A,Q/Z). 'Eqoume epÐshc kai

ton kanonikì omomorfismì eA : A−→I(A) ìpou eA(a) = (g(a)), g ∈ S. ArkeÐ loipìn
na deÐxoume ìti o omomorfismìc eA eÐnai monomorfismìc. IsodÔnama arkeÐ na deÐxoume
ìti gi� k�je a ∈ A up�rqei g ∈ S ètsi ¸ste g(a) 6= 0. Katarq n ja kataskeu�soume
ènan mh mhdenikì omomorfismì Za−→Q/Z. PaÐrnoume ton mhdenist  tou a sto Z, J .
Me �lla lìgia J = {n ∈ Z|na = 0}. OrÐzoume f : Za−→Q/Z, ìpou f(a) = 1/2 +Z
an J = 0 kai f(a) = 1/m+Z an J = (m). Mi�c kai Q/Z eÐnai embolikì f epekteÐnetai
se ènan omomorfismì g : A−→Q/Z, me th zhtoÔmenh idiìthta.

Ja deÐxoume t¸ra ìti h kathgorÐa R-mod èqei arket� embolik�. Gi� thn apìdeixh
ja k�noume mÐa seir� parathr sewn.

(1) 'Estw I mÐa abelian  om�da. Tìte h abelian  om�da HomAb(R, I) eÐnai èna
R-module, ìpou o pollaplasiasmìc r · f orÐzetai (r · f)(s) = f(rs).

(2) 'Estw L : R-mod−→Ab,o epil smwn telest c kai R : Ab−→R-mod, o
telest c HomAb(R, ). Tìte L, R, eÐnai prosarthmènoi telestèc kai

HomAb(M, I) ' HomR-mod(M, HomAb(R, I)).

O isomorfismìc τ an�mesa sta dÔo R-modules orÐzetai wc ex c: èstw f :
M−→I. Tìte τ(f) : M−→HomAb(R, I) ìpou m−→gm kai gm : R−→I,
gm(r) = f(rm). O antÐstrofoc isomorfismìc stèlnei to g : M−→HomAb(R, I)
ston omomorfismì f : M−→I, ìpou m−→[g(m)](1).

(3) 'Estw I mÐa embolik  abelian  om�da. Tìte HomAb(R, I) eÐnai embolikì R-
module. ArkeÐ na apodeÐxoume ìti HomR-mod(HomAb(R, I), HomAb(R, I))
diathreÐ thn akrÐbeia apì ta dexi�. 'Estw 0−→A−→A′ ènac monomorfismìc
R-modules. Tìte èqoume to antimetajetikì di�gramma ìpou oi dÔo k�jetoi
omomorfismoÐ eÐnai kanonikoÐ isomorfismoÐ:

HomR-mod(A′, HomAb(R, I)) −→ HomR-mod(A, HomAb(R, I))
↓ ↓

HomAb(A′, I) −→ HomAb(A, I) −→0.

'Epetai ìti kai o omomorfismìc thc pr¸thc seir�c eÐnai epÐ.
(4) I0 = HomAb(R,Q/Z) eÐnai embolikì R-module. 'Estw S = HomR(M, I0) '

HomAb(M,Q/Z. Tìte
I(M) =

∏
S

I0
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eÐnai embolikì R-module.
(5) O kanonikìc omomorfismìc M−→I(M) ìpou m−→(gm), g ∈ S eÐnai monomor-

fismìc. Pr�gmati gi� k�je m, up�rqei omomorfismìc abelian¸n om�dwn
g̃ : M−→Q/Z, ètsi ¸ste g̃(m) 6= 0. 'Epetai ìti an g = τ(g̃) tìte gm 6= 0.

'Etsi k�je R-module èqei mÐa embolik  epÐlush.


