
Omologik  'Algebra

H Omologik  'Algebra eÐnai èna ergaleÐo pou qrhsimopoieÐtai kurÐwc sthn 'Al-
gebra kai sthn Algebrik  TopologÐa se apodeÐxeic (m  kataskeuastikèc) up�rx-
ewc. Melet�ei empìdia se di�forec kataskeuèc kai prosfèrei tic mejìdouc gia touc
anagkaÐouc upologismoÔc. ParadeÐgmatoc q�ri, an A eÐnai mÐa upoom�da thc B tìte
nA eÐnai upoom�da thc nB, ìpou n ∈ Z, ìmwc den eÐnai anagkaÐo nA = NB ∩ A,
(blèpe 2Z kai Z me n = 2). Sth perÐptwsh aut  ìpwc ja doÔme to empìdio eÐnai
h om�da Tor(B/A,Z/n) = {x ∈ B/A | nx = 0} mi�c kai A ∩ nB eÐnai o pur -
nac tou omomorfismoÔ A/nA → B/nB. H Omologik  'Algebra xekÐnhse me tic
ènnoiec thc omologÐac kai sunomologÐac se topologikoÔc q¸rouc sta mèsa tou 20
ai¸na kai anaptÔqjhke ìtan katanno jhke ìti o formalismìc autìc ja mporoÔse
na eframosjeÐ se algebrik� sust mata kai �ggize k�je komm�ti thc Algebrac. Ta
basik� onìmata ekeÐnhc thc periìdou eÐnai oi Cartan, Eilenberg kai MacLane. Ja
d¸soume tic basikèc ènnoiec sthn koin  gl¸ssa autoÔ tou formalismoÔ.

Orismìc 0.1. MÐa sullog  apì antikeÐmena A eÐnai mÐa kl�sh, (class), an dojèntoc
enìc antikeimènou x mporoÔme na apofasÐsoume an x ∈ A h an x /∈ A.

Orismìc 0.2. MÐa kl�sh A eÐnai sÔnolo an up�rqei mÐa kl�sh B tètoia ¸ste
A ∈ B.

ParadeÐgmata:
(1) Ta sun jh sÔnola, (giatÐ?)
(2) MÐa kl�sh pou den eÐnai sÔnolo: (to par�doxo tou Russel). 'Estw M =

{X|X eÐnai èna sÔnolo kai X /∈ X}. To M eÐnai mÐa m  ken  kl�sh, (gi-
atÐ?). To M den eÐnai sÔnolo. Pr�gmati, an to M  tan sÔnolo tìte to
ja mporoÔsame na rwt soume an to M  tan stoiqeÐo tou M , (blèpe ton
orismì tou M) kai na katal xoume se �topo kai stic dÔo peript¸seic: an
M ∈ M ⇒ M /∈ M , an M /∈ M ⇒ M ∈ M .

Orismìc 0.3. MÐa kathgorÐa C apoteleÐtai apì
(1) mÐa kl�sh antikeimènwn obj(C)
(2) ∀A,B ∈ obj(C) èna sÔnolo HomC(A,B), pou lègetai to sÔnolo twn C-

morfism¸n apì to A sto B
(3) ∀A,B, C ∈ obj(C) up�rqei mÐa sun�rthsh sÔnjeshc

HomC(A,B) × HomC(B,C) −→ HomC(A, C). An f ∈ HomC(A,B), g ∈
HomC(B, C), tìte shmei¸noume gf gi� thn sÔnjesh touc. H sÔnjesh eÐnai
prosetairistik .

(4) ∀D ∈ obj(C), up�rqei ènac morfismìc idD ∈ HomC(D, D) ètsi ¸ste ∀f ∈
HomC(A,D), f idA = f = idDf . O morfismìc idA lègetai tautotikìc mor-
fismìc tou A.

ParadeÐgmata:
(1) H kathgorÐa twn sunìlwn Sets ìpou obj(Sets) eÐnai h kl�sh twn sunìlwn,

HomSets(A,B) eÐnai to sÔnolo twn sunart sewn apì to A sto B me th sun jh
sÔnjesh.
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(2) H kathgorÐa twn om�dwn Groups ìpou obj(Groups) eÐnai h kl�sh twn om�d-
wn, HomGroups(A,B) eÐnai to sÔnolo twn omomorfism¸n om�dwn apì to A
sto B me th sun jh sÔnjesh. Ab eÐnai h kathgorÐa twn abelian¸n om�dwn.

(3) Me ton Ðdio trìpo mporoÔme na jewr soume thn kathgorÐa twn daktulÐwn kai
twn arister¸n (dexi¸n) R-modules R-mod, (mod-R).

(4) 'Estw G mÐa om�da. OrÐzoume mÐa kathgorÐa C me èna mìno antikeÐmeno:
obj(C) = {G} kai me morfismoÔc ta stoiqeÐa tou G. H sÔnjesh eÐnai o
pollaplasiasmìc twn stoiqeÐwn tou G.

(5) 'Estw P èna merik� diatetagmèno sÔnolo. OrÐzoume thn kathgorÐa C me
obj(C) ta stoiqeÐa tou P . 'Estw p, q ∈ P . Tìte orÐzoume HomC(p, q) na
eÐnai to kenì ektìc e�n p ≤ q opìte se aut  th perÐptwsh èqoume akrib¸c
ènan morfismì apì to p sto q (pou sumbolÐzoume p ≤ q).

(6) H kathgorÐa Top me antikeÐmena touc topologikoÔc q¸rouc kai morfismoÔc
tic suneqeÐc sunart seic.

(7) 'Estw C mÐa kathgorÐa. Me Cop sumbolÐzoume thn antÐjeth (opposite) kath-
gorÐa. Ta antikeÐmena thc Cop eÐnai ta Ðdia me ta antikeÐmena thc C, ìmwc
oi morfismoÐ kai h sÔnjesh èqoun antistrafeÐ. Dhlad  HomCop(A,B) =
HomC(B, A) kai HomCop(A,B)×HomCop(B,C) −→ HomCop(A,C) ìpou f ∈
HomCop(A,B), g ∈ HomCop(B, C) dÐnoun fg. Etsi an jewr soume ton dak-
tÔlio R san mÐa kathgorÐa (ìpwc sto Par�deigma 4), me èna mìno antikeÐmeno,
me morfismoÔc ta stoiqeÐa tou R kai me sÔnjesh ton pollaplasiasmì, tìte
Rop eÐnai o daktÔlioc me ton pollaplasiasmì an�poda.

Orismìc 0.4. 'Estw C mÐa kathgorÐa kai f ∈ HomC(A, B). O morfismìc f eÐnai
isomorfismìc sto C an up�rqei g ∈ HomC(B,A) ètsi ¸ste gf = ida kai fg = idB.

Gi� par�deigma sth kathgorÐa Sets oi isomorfismoÐ eÐnai oi amfimonos mantec
sunart seic. Sth kathgorÐa Top oi isomorfismoÐ eÐnai oi omoiomorfismoÐ. Sto
par�deigma 4 ìloi o morfismoÐ eÐnai isomorfismoÐ.

Orismìc 0.5. 'Ena antikeÐmeno I se mÐa kathgorÐa C eÐnai arqikì (initial) an
HomC(I, B) = {f}, ∀B ∈ C. 'Ena antikeÐmeno T se mÐa kathgorÐa C eÐnai telikì an
HomC(A, T ) = {g}, ∀A ∈ C.

Gi� par�deigma sth kathgorÐa Groups h om�da {e} eÐnai arqikì kai telikì an-
tikeÐmeno. Sthn kathgorÐa twn Sets to kenì sÔnolo eÐnai to arqikì antikeÐmeno kai
ta sÔnola me èna stoiqeÐo eÐnai telik� antikeÐmena. Poiì eÐnai to arqikì antikeÐmeno
sthn kathgorÐa twn daktulÐwn? H kathgorÐa twn swm�twn èqei arqikì antikeÐmeno?
telikì antikeÐmeno?

Prìtash 0.6. K�je dÔo arqik� (telik�) antikeÐmena eÐnai isìmorfa.

Apìdeixh. 'Estw I1, I2 dÔo arqik� antikeÐmena. 'Estw {f1} = HomC(I1, I2) kai
{f2} = HomC(I2, I1). Tìte f2f1 = idI1 kai f1f2 = idI2 mi�c kai HomC(I1, I1) = {idI1}
kai HomC(I2, I2) = {idI2}.
Orismìc 0.7. 'Estw {Bi : i ∈ I} mÐa sullog  antikeimènwn sth kathgorÐa C. To
ginìmeno (product)

∏
Bi (an autì up�rqei) eÐnai èna antikeÐmeno sth C mazÐ me

morfismoÔc π :
∏

Bi → Bi tètoio ¸ste gi� k�je antikeÐmeno A thc C me morfismoÔc
αi : A → Bi, up�rqei monadikìc morfismìc φ : A → ∏

Bi me thn idiìthta πφ = ai.
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To ginìmeno dhlad  èqei thn kajolik  idiìthta thc apeikìnishc:
Bi ←−

∏
Bi

↑ ↗
A
To ginìmeno den up�rqei sthn kathgorÐa twn swm�twn.
An antistrèyoume th for� twn morfism¸n sto parap�nw di�gramma èqoume thn

duadik  ènnoia tou sunginomènou, (coproduct).
Bi ←−

∐
Bi

↓ ↙
A
Sth kathgorÐa twn R-mod to sunginìmeno eÐnai to eujÔ �jroisma.
MporeÐ eÔkola na apodeiqjeÐ qrhsimopoi¸ntac th kajolik  idiìthta ìti to ginìmeno

(sunginìmeno)
∏

Bi (an autì up�rqei) sth kathgorÐa C eÐnai monadikì me prosèggish
isomorfÐac.

Ja mporoÔsame na jewr soume tic Ðdiec tic kathgorÐec san antikeÐmena mi�c megalÔterhc
kathgorÐac. Touc morfismoÔc mèsa sthn kathgorÐa aut  touc onom�zoume telestèc
h sunarthtèc. (

Orismìc 0.8. •Estw C kai D dÔo kathgorÐec. 'Enac sunalloÐwtoc (covariant)
telest c (functor) F apì thn C sthn D (shmei¸noume F : C −→ D eÐnai ènac
kanìnac pou se k�je antikeÐmeno B ∈ obj(C) antistoiqeÐ èna antikeÐmeno F(B) ∈
obj(D) kai se k�je morfismì f ∈ HomC(A,B) antistoiqeÐ ènan morfismì F(f) ∈
HomD(F (A), F (B)) pou diathreÐ thn sÔnjesh F(gf) = F(g)F(f) kai touc tau-
totikoÔc morfismoÔc F(idA) = idF(A).

ParadeÐgmata
(1) Ja orÐsoume ton telest  M ⊗ : R-mod−→Ab, ìpou M eÐnai dexiì R-

module. An N eÐnai èna aristerì R-module, tìte M ⊗R N eÐnai mÐa abelian 
om�da kai an f : N−→N ′ eÐnai omomorfismìc arister¸n R-modules tìte
idM ⊗ f : M ⊗ N−→M ⊗ f(N), m ⊗ n 7→ m ⊗ f(n) eÐnai omomorfismìc
om�dwn.

(2) Ja orÐsoume ton telest  HomR(M, ) : R-mod−→Ab, ìpou M eÐnai
èna aristerì R-module. An N eÐnai epÐshc èna aristerì R-module tìte
HomR(M, N) eÐnai mÐa abelian  om�da kai an f : N−→N ′ tìte
f∗ : HomR(M, N)−→HomR(M,N ′), ìpou f∗(g) = fg.

(3) O epil smwn (forgetful) telest c. F : R-mod−→Sets ìpou F (A) = A kai
an f : M−→M ′ tìte F(f) : M−→M ′ eÐnai h antÐstoiqh sun�rthsh.

(4) Jewr¸ntac mÐa om�da san kathgorÐa me èna antikeÐmeno, ènac telest c metaxÔ
om�dwn eÐnai akrib¸c ènac omomorfismìc om�dwn.

AntÐstoiqa up�rqei o orismìc twn antalloi¸twn telest¸n apo thn C sthn D.
AutoÐ eÐnai oi sunalloÐwtoi telestèc apo thn Cop kai D
Orismìc 0.9. •Estw C kai D dÔo kathgorÐec. 'Enac antalloÐwtoc (contravari-
ant) telest c F apì thn C sthnD (shmei¸noume F : C −→ D eÐnai ènac kanìnac pou
se k�je antikeÐmeno B ∈ obj(C) antistoiqeÐ èna antikeÐmeno F(B) ∈ obj(D) kai se k�-
je morfismì f ∈ HomC(A,B) antistoiqeÐ ènan morfismì F(f) ∈ HomD(F (B), F (A))
ètsi ¸ste F(gf) = F(f)F(g) kai F(idA) = idF(A).
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HomR( , N) : R-mod−→Ab eÐnai antalloÐwtoc telest c. Ed¸ ìtan M
f−→M ′,

èqoume ton morfismo om�dwn f ∗ : HomR(M ′, N)−→HomR(M,N), ìpou f ∗(g) = gf .
MporoÔme epÐshc na jewr soume th kathgorÐa ìlwn twn sunalloÐwtwn telest¸n

apo th kathgorÐa C sth kathgorÐa C. Oi morfismoÐ se aut n thn kathgorÐa eÐnai to
sÔnolo twn fusik¸n metasqhmatism¸n.

Orismìc 0.10. 'Estw F ,G : C−→D dÔo telestèc. 'Enac fusikìc metasqhma-
tismìc (natural transformation) τ apì ton telest  F ston telest  G, shmei¸noume
τ : F ⇒ G, eÐnai ènac kanìnac pou antistoiqeÐ se k�je antikeÐmeno B thc C ènan
morfismì τB ∈ HomD(F(B),G(B)) pou eÐnai fusikìc wc proc B. Dhlad  gi� k�je
f ∈ HomC(B,B′) to parak�tw di�gramma eÐnai antimetajetikì:

F(B)
F(f)−→F (B′)

| |τB↓
τB′↓

G(B)
G(f)−→G(B′)

ParadeÐgmata
(1) O tautotikìc fusikìc metasqhmatismìc, idF : F ⇒ F .
(2) 'Estw M,M ′ ∈ mod-R. 'Opwc eÐdame M ⊗ kai M ′⊗ eÐnai dÔo telestèc

apì thn R-mod sthn Ab. K�je h : M−→M ′ orÐzei ènan fusikì metasqh-
matismì M ⊗ ⇒ M ′ ⊗ . An N ∈ obj(R-mod) tìte hN = h⊗ idN :
M⊗N−→M ′⊗N , ìpou hN(m⊗n) = h(m)⊗n. MproreÐ eÔkola na elegqjeÐ
ìti gia k�je f : N → N ′ to parak�tw di�gramma eÐnai antimetajetikì:

M ⊗N
idM⊗f−→ M ⊗N ′

| |h⊗idN↓
h⊗idN′↓

M ′ ⊗N
idM′⊗f−→ M ′ ⊗N ′

(3) K�je h : M−→M ′ orÐzei epÐshc ènan fusikì metasqhmatismì HomR(M ′, ) ⇒
HomR(M, ) ìpou hN = h∗ : HomR(M, N) ⇒ HomR(M ′, N).

Prin proqwr soume ston orismì twn prosarthmènwn telest¸n parathroÔme ìti
an f ∈ HomC(A,A′), tìte h sÔnjesh twn morfism¸n orÐzei mÐa sun�rthsh f ∗ :
HomC(A′, B) → HomC(A′, B) kai omoÐwc f∗ : HomC(B, A) → HomC(B,A′).

Orismìc 0.11. Oi telestèc L : C → D kai R : D → C lègontai prosarthmènoi
(adjoint) an gi� ìla ta antikeÐmena A thc C kai B thc D up�rqei mÐa amfimonìtimh
apeikìnish twn sunìlwn twn morfism¸n:

τ = τAB : HomD(L(A), B)
'−→HomC(A,R(B)),

pou eÐnai fusik  kai wc proc to A kai wc proc to B. 'Etsi an f : A → A′ kai
g : B → B′ tìte to parak�tw di�gramma eÐnai antimetajetikì:

HomD(L(A′), B)
Lf∗−→HomD(L(A), B)

g∗−→HomD(L(A), B′)
| | |τA′,B
↓

τA,B

↓
τA,B′
↓

HomC(A′, R(B))
f∗−→HomC(A,R(B))

Rg∗−→HomC(A,R(B′))
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Par�deigma 'Estw R ènac daktÔlioc kai B èna aristerì R-module. An C eÐnai mÐa
abelian  om�da tìte mporoÔme na d¸soume sto sÔnolo HomAb(B, C) th dom  enìc
dexioÔ R-module wc ex c: f ·r orÐzetai o omomorfismìc om�dwn pou (f ·r)(b) = f(rb).
'Etsi èqoume ton telest  R : HomAb(B, ) : Ab → mod-R. 'Eqoume epÐshc ton
telest  L : ⊗R B : mod-R → Ab. Oi dÔo autoÐ telestèc eÐnai prosarthmènoi.
Pr�gmati èqoume thn apeikìnish sunìlwn:

τDC : HomAb(D ⊗R B,C) ' Hommod-R(D, HomAb(B, C))

ìpou τDC(f) = τf gi� f : D⊗RB → C kai τf : D → HomAb(B, C)) eÐnai o morfismìc
pou orÐzetai wc ex c: an d ∈ D tìte τf (d) : B → C kai (τf (d))[b] = f(d ⊗ b).
Leptomèreiec pou kalì ja  tan na elegqjoÔn: τf (d) eÐnai omomorfismìc abelian¸n
om�dwn, τf eÐnai omomorfismìc dexi¸n R-modules. EpÐshc τDC eÐnai isomorfismìc
sunìlwn kai h antÐstrofh apeikìnish eÐnai h φDC : Hommod-R(D, HomAb(B, C)) →
HomAb(D ⊗R B, C), ìpou (φDC(g))(d⊗ b) = (g(d))(b).

Tèloc ja d¸soume touc orismoÔc kai k�poia basik� paradeÐgmata gia ta eujèa kai
antÐstrofa ìria se mÐa kathgorÐa.

'Ena sÔnolo I ja lègetai prodiatetagmèno, (quasi-ordered), an to I èqei mÐa
anaklastik  kai metabatik  sqèsh. MporoÔme na jewr soume to I san mÐa kathgorÐa
ìpwc sto Par�deigma 5, (sel. 2). 'Ena eujÔ sÔsthma, (direct system), sthn
kathgorÐa C me sÔnolo deikt¸n, (index set), to sÔnolo I, eÐnai ènac telest c
F : I → C. Autì shmaÐnei ìti ∀i ∈ I, up�rqei èna antikeÐmeno Fi ∈ obj(C) kai ìti
ìtan i, j ∈ I ikanopoioÔn th sqèsh i ≤ j tìte up�rqei ènac morfismìc φi

j : Fi−→Fj

pou na ikanopoieÐ tic parak�tw idiìthtec:
(1) φi

i : Fi−→Fi eÐnai o tautotikìc morfismìc,
(2) an i ≤ j ≤ k, tìte to parak�tw di�gramma eÐnai antimetajetikì

Fi −→ Fk

↘ ↗
Fj

Shmei¸noume to eujÔ sÔsthma me F = {Fi, φ
i
j}. To eujÔ ìrio, (direct limit)

autoÔ tou sust matoc, (an up�rqei), kai shmei¸noume lim
→

Fi, eÐnai èna antikeÐmeno
thc C mazÐ me morfismoÔc ai : Fi−→lim

→
Fi tètoio ¸ste ai = ajφ

i
j ìtan i ≤ j kai

pou ikanopoieÐ thn kajolik  idiìthta apeikìnishc: dhlad  gi� k�je antikeÐmeno X
me morfismoÔc fi : Fi−→X, ìpou fi = fjφ

i
j, tìte up�rqei monadikìc morfismìc

β : lim
→

Fi−→X ètsi ¸ste βαi = fi. Sumplhr¸ste t� bèlh kai touc morfismoÔc ètsi
¸ste to parak�tw di�gramma na eÐnai antimetajetikì:

lim
→

Fi −→ X

↖ ↗
Fj

↓
Fj

Prìtash 0.12. To eujÔ ìrio enìc eujèoc sust matoc {Fi, φ
i
j} apì modules up�rqei.

Apìdeixh. 'Estw λi : Fi−→
∐

Fi o egkleismìc sto eujÔ �jroisma. OrÐzoume
lim
→

Fi := tFi/S



6

ìpou S eÐnai to upo-module to opoÐo par�getai apì ìla ta stoiqeÐa λjφ
i
jai − λiai

ìpou ai ∈ Fi kai i ≤ j. EpÐshc orÐzoume αi : Fi−→lim
→

Fi, ìpou αi(ai) = λi(ai) + S.
ApodeiknÔetai ìti lim

→
Fi èqei tic zhtoÔmenec idiìthtec.

ParadeÐgmata
(1) An to I èqei th tetrimmènh prodi�taxh (dhlad  i ≤ j ann i = j), tìte lim

→
Fi =⊔

Fi.
(2) 'Estw I oi jetikoÐ akèraioi me th sun jh di�taxh, kai A1 ⊂ A2 ⊂ A2 ⊂ · · · .

Ta {At, i
t
j} ìpou itj eÐnai o sun jhc egkleismìc gi� t ≤ j eÐnai eujÔ sÔsthma.

Tìte lim
→

Fi = ∪Ai. (GiatÐ zht�me Ai ⊂ Ai+1?)
(3) K�je R-module eÐnai isìmorfo me to eujÔ ìrio ìlwn twn peperasmèna paragìmen-

wn upo-modules tou.
(4) To s¸ma twn rht¸n arijm¸n Q eÐnai isìmorfo me to eujÔ ginìmeno tou eu-

jèoc sust matoc twn kuklik¸n Z-modules <1/r>. (Ed¸ to prodiatetag-
mèno sÔnolo eÐnai to Ðdio to sÔnolo twn <1/r> ìpou èqoume orÐsei ìti
<1/r> ≤ <1/s> ann rr′ = s gi� k�poio akèraio r′.

All�zontac tic forèc twn morfism¸n stoÔc orismoÔc mac èqoume tic ènnoiec tou
antÐstrofou orÐou.

'Ena antÐstrofo sÔsthma, (inverse system), F = {Fi, ψ
j
i }sthn kathgorÐa C

me sÔnolo deikt¸n to prodiatetagmèno sÔnolo I, eÐnai ènac antalloÐwtoc telest c
F : I → C.

To antÐstrofo ìrio, (inverse limit) autoÔ tou sust matoc, (an up�rqei), shmei¸noume
lim
←

Fi, eÐnai èna antikeÐmeno thc C mazÐ me morfismoÔc ai : lim
←

Fi−→Fi tètoio ¸ste

ai = ψj
i aj ìtan i ≤ j kai pou ikanopoieÐ thn kajolik  idiìthta apeikìnishc: dhlad 

gi� k�je antikeÐmeno X me morfismoÔc fi : X−→Fi me fi = ψj
i fj, tìte up�rqei

monadikìc morfismìc β : X−→lim
←

Fi ètsi ¸ste to di�gramma na eÐnai antimetajetikì,
(sumplhr¸ste touc morfismoÔc kai ta bèlh!).

lim
←

Fi ←− X

↘ ↙
Fj

↑
Fj

Prìtash 0.13. To antÐstrofo ìrio enìc antÐstrofou sust matoc {Fi, ψ
i
j} apì mod-

ules up�rqei.

Apìdeixh. 'Estw πi :
∏

Fi−→Fi h probol . OrÐzoume

lim
←

Fi = {(ai) ∈
∏

Fi : ai = ψj
i aj, ìtan i ≤ j}.

EpÐshc orÐzoume αi : lim
←

Fi−→Fi, ìpou αi(ai) = π(ai).
ParadeÐgmata
(1) An to I èqei th tetrimmènh hmidi�taxh (dhlad  i ≤ j ann i = j), tìte lim

←
Fi =∏

Fi.
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(2) 'Estw I oi jetikoÐ akèraioi. OrÐzoume ìti Ai ≤ Aj an Ai ⊃ Aj. An A1 ⊂
A2 ⊂ A2 ⊂ · · · tìte lim

←
Fi = ∩Ai.

(3) Oi p-adikoÐ arijmoÐ eÐnai to antÐstrofo ìrio tou sust matoc Z/piZ ìpou oi
morfismoÐ Z/pjZ−→Z/piZ eÐnai oi probolèc. MporoÔme na jewr soume tou-
c p-adikoÔc arijmoÔc san dunamoseirèc thc morf c b0 + b1p + b2p

2 + · · · +
ìpou 0 ≤ ai < p, (kai me prosoq  sth prìsjesh!). Gi� par�deigma, anafèr-
oume qarakthristik� ìti an p = 2 tìte 1 + 1 · 2 + 1 · 4 + · · · = −1.


