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Οι σηµειώσεις αυτές είναι ϐασισµένες στις διαλέξεις του µαθήµατος όπως καταγρά-
ϕηκαν αρχικά ηλεκτρονικά από τη κ. Μ. Παλαιστή.

Θεωρηµα Αποφυγης Πρωτων Ιδεωδων

Για ότι ακολουθεί ως συνήθως, R είναι αντιµεταθετικός δακτύλιος µε µονάδα. Ση-
µειώνουµε τη παρακάτω εύκολη πρόταση:

Πρόταση 1. ΄Εστω P ιδεώδες του R. Το ιδεώδες P είναι πρώτο αν και µόνο αν όποτε
AB ⊂ P για ιδεώδη A, B του R τότε ισχύει ότι A ⊂ P ή B ⊂ P.

Απόδειξη. ΄Εστω ότι P είναι πρώτο ιδεώδες, AB ⊂ P και A 1 P και B 1 P. Θα
καταλήξουµε σε άτοπο. Από την υπόθεση ∃f ∈ A \ P και g ∈ B \ P. Αφού fg ∈ AB ⊂
P ⇒ fg ∈ P άτοπο. Για την αντίστροφη κατεύθυνση δεχόµαστε ότι όποτε AB ⊂ P για
ιδεώδη A, B του R τότε ισχύει ότι A ⊂ P ή B ⊂ P. Θα δείξουµε ότι P είναι πρώτο
ιδεώδες. ΄Εστω fg ⊂ P. Τότε (f )(g) ⊂ P ⇒ (f ) ⊂ P ή (g) ⊂ P. Αν (f ) ⊂ P τότε f ∈ P και
οµοίως αν (g) ⊂ P τότε g ∈ P. �

Μία πολύ σηµαντική ιδιότητα πρώτων ιδεωδών, πηγαίνει προς την άλλη κατεύθυν-
ση.

Θεώρηµα 1. (Θεώρηµα Αποφυγής Πρώτων Ιδεωδών) ΄Εστω ότι P1 . . . Pn ∈ Spec(R).
΄Εστω I ιδεώδες του R έτσι ώστε I ⊂ P1 ∪ . . . ∪ Pn. Τότε I ⊂ Pi για κάποιο i = 1, . . . , n.

Απόδειξη. Θα κάνουµε επαγωγή στον αριθµό των πρώτων ιδεωδών, το n. Η πρόταση
είναι προφανής για n = 1. Υποθέτουµε ότι ισχύει όταν ο αριθµός των πρώτων ιδεωδών
είναι −1. ΄Εστω λοιπόν ότι I ⊂ P1 ∪ . . . ∪ Pn. Θα δείξουµε ότι I ⊂ Pi για κάποιο
i = 1, . . . , n. Υποθέτουµε αντίθετα ότι I 1 Pi για i = 1, . . . , n. Θεωρούµε τα παρακάτω
n σύνολα-ενώσεις : Ji = P1 ∪ . . . ∪ P̂i ∪ . . . ∪ Pn, i = 1, . . . , n. Εάν I ⊂ Ji για
κάποιο i, τότε σύµφωνα µε την υπόθεση της επαγωγής έπεται ότι υπάρχει κάποιο
j = 1, . . . , î, . . . , n, έτσι ώστε I ⊂ Pj, άτοπο. ΄Αρα I 1 Ji για κάθε i = 1, . . . , n.
΄Επεται ότι ∃fi ∈ I µε fi ∈ I και fi < Ji . ΄Αρα fi < Pj όταν j , i. Σηµειώστε ότι
αναγκαστικά fi ∈ Pi αφού I ⊂ P1 ∪ . . . ∪ Pn. Βρίσκουµε n τέτοια στοιχεία f1, . . . , fn.
Ορίζουµε g = f2 · · · fn + f1f3 · · · fn + . . . + f1 · · · fn−1 =

∑n
i=1 f1 · · · f̂i · · · fn. Σηµειώστε ότι

f1 · · · f̂j · · · fn ∈ Pi όταν i , j. Αφού g ∈ I έπεται ότι g ∈ Pi για κάποιο i = 1, . . . , n.
΄Αρα g −

∑
j,i f1 · · · f̂j · · · fn = f1 · · · f̂i · · · fn ∈ Pi . Αφού Pi είναι πρώτο ιδεώδες έπεται ότι

κάποιο από τα fj, j , i, ανήκει στο Pi . Αυτό όµως είναι άτοπο. �

Παρατήρηση 1. Ας δούµε αναλυτικά την απόδειξη όταν n = 2. ΄Εστω I ⊂ P1 ∪ P2 µε
I 1 P1 και I 1 P2. ΄Επεται ότι ∃f2 ∈ I έτσι ώστε f2 < P1. Αναγκαστικά f2 ∈ P2. Οµοίως
∃f1 ∈ I έτσι ώστε f1 < P2 και άρα f1 ∈ P1. Τότε g = f1 + f2 ∈ I. Αναγκαστικά g ∈ P1 ή
P2. Αν g ∈ P1 ⇒ g − f1 = f2 ∈ P1 άτοπο. Οµοίως αν g ∈ P2. Παρατηρούµε λοιπόν ότι
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ισχύει το εξής, αφού δεν χρειάστηκε στην παραπάνω απόδειξη να χρησιµοποιήσουµε
ότι P1, P2 είναι πρώτα ιδεώδη:
Αν για ιδεώδη I, I1, I2 ισχύει ότι I ⊂ I1 ∪ I2 τότε I ⊂ I1 ή I ⊂ I2.

΄Ασκηση 1. Στο Θεώρηµα Αποφυγής Πρώτων Ιδεωδών, είναι αναγκαίο τα ιδεώδη Pi για
i = 1, . . . , n να είναι πρώτα ;

Τοπικοι ∆ακτυλιοι-Τοπικοποιησεις

Ορισµός 1. Ο δακτύλιος R λέγεται τοπικός ( local) δακτύλιος όταν ο R έχει ακριβώς
ένα µέγιστο ιδεώδες m. Ο δακτύλιος R λέγεται ηµιτοπικός (semilocal) δακτύλιος όταν
ο R έχει πεπερασµένο αριθµό µέγιστων ιδεωδών.

Παραδείγµατα 1.

(1) ΄Ενα σώµα K είναι τοπικός δακτύλιος.
(2) Ο δακτύλιος Z δεν είναι ηµιτοπικός.
(3) ΄Εστω K σώµα. Ο δακτύλιος K[x] δεν είναι ηµιτοπικός.
(4) Ο δακτύλιος Z4 = {0̄, 1̄, 2̄, 3̄} είναι τοπικός δακτύλιος µε µοναδικό µέγιστο

ιδεώδες το 〈2〉.
(5) Ο Z6 είναι ηµιτοπικός. Τα µέγιστα ιδεώδη του είναι τα 〈2〉, 〈3〉
(6) ΄Εστω Z〈2〉 :=

{
a
b : a, b ∈ Z, b περιττός

}
.

Είναι εύκολο να διαπιστώσουµε ότι Z〈2〉 είναι υποδακτύλιος του Q. Τα στοι-
χεία της µορφής 2k+1

2l+1 όπου k, l ∈ Z είναι αντιστρέψιµα στον Z〈2〉. Θα δεί-
ξουµε ότι Z〈2〉 είναι τοπικός δακτύλιος µε µέγιστο ιδεώδες το ιδεώδες 〈2〉 =〈

2l
2k+1 : k, l ∈ Z

〉
. Πράγµατι αν 〈2〉 & I τότε I περιέχει ένα στοιχείο της µορφής

2l+1
2k+1 . Το στοιχείο αυτό είναι αντιστρέψιµο, άρα I = Z〈2〉. Παρατηρούµε επίσης
ότι Z〈2〉

〈2〉 � Z2.
(7) Θα γενικεύσουµε τη παραπάνω κατασκευή. ΄Εστω R ακεραία περιοχή, P

πρώτο ιδεώδες του R. Τότε S = R \ P είναι πολλαπλασιαστικά κλειστό σύνολο
και περιέχει τη µονάδα. Στο καρτεσιανό γινόµενο R×S ορίζουµε τη παρακάτω
σχέση ισοδυναµίας : (r1, s1) ≡ (r2, s2) ⇔ r1s2 − r2s1 = 0. Θα συµβολίζουµε
τις κλάσεις ισοδυναµίας του (r, s) µε r

s . Το σύνολο που µας ενδιαφέρει είναι
το S−1R := { rs : r ∈ R, s ∈ S} µε πράξεις r1

s1
+ r2

s2
= r1s2+r2s1

s1s2
και r1

s1

r2
s2
= r1r2

s1s2
.

Είναι εύκολο να δει κανείς ότι οι παραπάνω πράξεις είναι καλά ορισµένες.
΄Εστω I ιδεώδες του R. Το σύνολο IS−1R = {

∑n
i=1 fi

ri
si

: fi ∈ I, ri ∈ R, si ∈ S}

είναι ιδεώδες του S−1R. Εάν I ∩ S , ∅ τότε IS−1R = S−1R. ΄Επεται ότι
το µοναδικό µέγιστο ιδεώδες του S−1R είναι το PS−1R και άρα S−1R είναι
τοπικός δακτύλιος. Ο δακτύλιος S−1R λέγεται τοπικοποίηση του R στο P
και συµβολίζεται και ως RP .

Ασκήσεις 1.

(1) ΄Εστω R αντιµεταθετικός δακτύλιος, P πρώτο ιδεώδες, S = R \ P. Στο καρτε-
σιανό γινόµενο R × S ορίζουµε τη παρακάτω σχέση ισοδυναµίας : (r1, s1) ≡
(r2, s2) ⇔ t(r1s2 − r2s1) = 0 για κάποιο t ∈ S. Θα συµβολίζουµε τις κλάσεις
ισοδυναµίας του (r, s) µε r

s . Να δείξετε ότι S−1R := { rs : r ∈ R, s ∈ S} µε
πράξεις r1

s1
+ r2

s2
= r1s2+r2s1

s1s2
και r1

s1

r2
s2
= r1r2

s1s2
. είναι αντιµεταθετικός δακτύλιος.

(2) Να δείξετε ότι αν I είναι ιδεώδες του R τότε IS−1R είναι ιδεώδες του S−1R.
(3) Να δείξετε ότι τα στοιχεία του IS−1R είναι της µορφής r

s όπου r ∈ I.
(4) Αν J είναι ιδεώδες του S−1R να ϐρείτε ιδεώδες I του R έτσι ώστε IS−1R = J .
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R-Modules

΄Εστω R αντιµεταθετικός δακτύλιος και M αντιµεταθετική οµάδα. Η M λέγεται R-
module όταν υπάρχει εξωτερικός πολλαπλασιασµός R × M −→ M µε (r, m) 7→ r · m
έτσι ώστε :

(1) 1 ·m = m
(2) (r1 + r2) ·m = r1 ·m + r2 ·m
(3) (r1r2) ·m = r1 · (r2 ·m)
(4) r · (m1 +m2) = r ·m1 + r ·m2

για κάθε r1, r2, r ∈ R και m1, m2, m ∈ M .

Παραδείγµατα 2.

(1) Αν K είναι σώµα, τότε κάθε K-διανυσµατικός χώρος είναι K-module.
(2) Τα Z-modules είναι οι αντιµεταθετικές οµάδες.
(3) Τα υποσύνολα του R που είναι R-module µε εξωτερικό πολλαπλασιασµό το

συνήθη πολλαπλασιασµό του δακτυλίου είναι τα ιδεώδη του R. ΄Ετσι ο R είναι
R-module.

(4) Αν I είναι ιδεώδες του R τότε και R/I µε εξωτερικό πολλαπλασιασµό r ·(s+ I) =
rs + I είναι R-module.

(5) ΄Εστω M = R ⊕ R ορίζουµε µε εξωτερικό πολλαπλασιασµό l · (r, s) 7→ (lr, ls).
Το M λέγεται ευθύ άθροισµα (direct sum του R και συµβολίζεται µε R2.

(6) Με Rn συµβολίζουµε το πεπερασµένο ευθύ άθροισµα R ⊕ R ⊕ . . . ⊕ R︸              ︷︷              ︸
n− ϕορές

µε τον

σύνηθες εξωτερικό πολλαπλασιασµό.

΄Ενας R-οµοµορφισµός φ : M1 −→ M2 ανάµεσα στα R-modules M1 και M2 είναι
οµοµορφισµός οµάδων που έχει την ιδιότητα φ(r ·m) = r · φ(m), ∀r ∈ R, m ∈ M1.

Παραδείγµατα 3.

(1) φ : Z[
√
−2] −→ Z ⊕ Z, όπου φ(a + b

√
−2) = (a, b) µπορεί εύκολα να

αποδειχθεί ότι είναι Z-ισοµορφισµός.
(2) ΄Εστω I ιδεώδες του R. Ο κανονικός επιµορφισµός φ : R −→ R/I, φ(r) = r + I

είναι R-οµοµορφισµός. Σηµειώστε ότι φ δεν είναι οµοµορφισµός δακτυλίων.

Το R-module λέγεται πεπερασµένα παραγόµενο αν υπάρχουνm1, . . . , ms έτσι ώστε
M = {r1m1 + · · · + rsms : s ∈ N, ri ∈ R,mi ∈ M}. Στη περίπτωση αυτή γράφουµε
M = 〈m1, . . . , ms〉.

Παραδείγµατα 4.

• Το R είναι πεπερασµένα παραγόµενο R-module και µάλιστα R = 〈1〉, δηλαδή
R είναι κυκλικό R-module.

• Z[
√
−2] =

〈
1,
√
−2
〉
. Μπορεί να αποδειχτεί ότι Z[

√
−2] δεν είναι κυκλικό

Z-module. Παρατηρούµε ότι Z[
√
−2] είναι κυκλικό Z[

√
−2]-module.

• ΄Εστω R = K[x1, x2, . . .]. Θεωρούµε I το σύνολο που περιέχει όλα τα πολυώ-
νυµο µε σταθερό όρο 0. Μπορεί να αποδειχθεί ότι I είναι ιδεώδες του R, και
ότι δεν είναι πεπερασµένα παραγόµενο.

• Q ως Z − module δεν είναι πεπερασµένα παραγόµενο. Πράγµατι αν N =〈
p1
q1
, . . . , psqs

〉
, τότε 1

q1···qs+1 < N και άρα N , Q.
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Το Ληµµα του Nakayama

Θεώρηµα 2. (Λήµµα του Nakayama) ΄Εστω M πεπερασµένα παραγόµενο R-module
κι έστω ότι για κάποιο ιδεώδες I του R ισχύει I · M = M . Τότε υπάρχει a ∈ I έτσι ώστε
(1 + a)m = 0,∀m ∈ M .

Η απόδειξη του Θεωρήµατος ϑα γίνει στο επόµενο µάθηµα. Προς το παρόν δίνεται
ένα σηµαντικό αποτέλεσµα που προκύπτει εύκολα από το Λήµµα του Nakayama.

Πόρισµα 1. ΄Εστω ότι ο δακτύλιος R είναι τοπικός δακτύλιος, I γνήσιο ιδεώδες του R
και Μ πεπερασµένα παραγόµενο R-module για το οποίο ισχύει I ·M = M. Τότε M = (0).

Απόδειξη. ΄Εστω m το µέγιστο ιδεώδες του R. Σύµφωνα µε το Λήµµα του Nakayama,
∃a ∈ I : (1 + a)m = 0,∀m ∈ M ⇒ m = 0. ΄Οµως a ∈ I ⊂ m. ΄Αρα 1 + a < m και
εποµένως είναι αντιστρέψιµο. Αφού (1 + a)M = 0⇒ M = (0). �


