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2. Prwta idewdh

'Estw R antimetajetikìc daktÔlioc me mon�da. To ide¸dec P tou R eÐnai pr¸to an kai
mìno an R/P eÐnai akeraÐa perioq . Sthn paroÔsa enìthta ja exet�soume idiìthtec
pr¸twn idewd¸n tou R.

ParadeÐgmata 2.1. 'Estw R = Z[x].
• Den eÐnai dÔskolo na doÔme ìti x2+1 eÐnai an�gwgo stonR kai ìti P = ⟨x2+1⟩
eÐnai pr¸to ston R. Pr�gmati èstw

Φ : Z[x] −→ Z[i] x 7→ i, f(x) 7→ f(i) .

EÐnai eÔkolo na dei kaneÐc ìti h sun�rthsh Φ eÐnai epimorfismìc daktulÐwn.
'Etsi ImΦ = Z[i]. ParathroÔme epÐshc ìti x2 + 1 ∈ kerΦ. Ja deÐxoume ìti
kerΦ = ⟨x2 + 1⟩ kai epomènwc sÔmfwna me to Pr¸to Je¸rhma IsomorfÐac
DaktulÐwn èpetai ìti

Z[x]/⟨x2 + 1⟩ ∼= Z[i] .

'Etsi, afoÔ Z[i] ⊂ C eÐnai akeraÐa perioq , èpetai ìti ⟨x2 + 1⟩ eÐnai pr¸to ide-
¸dec tou Z[x]. Pr�gmati èstw g(x) ∈ kerΦ. Ja deÐxoume ìti g(x) = q(x)(x2+
1). O EukleÐdioc Algìrijmoc eÐnai efarmìsimoc, miac kai o megistob�jmioc
suntelest c tou x2 + 1 eÐnai 1. Epomènwc g(x) = q(x)(x2 + 1) + r(x), ìpou
q(x), r(x) ∈ Z[x] kai deg(r(x)) < 2. Epomènwc r(x) = ax+ b, ìpou a, b ∈ Z.
AfoÔ Φ(g(x)) = 0 èpetai ìti Φ(q(x)) ·0+Φ(r(x)) = 0 ⇒ Φ(r(x)) = 0. 'Omwc
an a, b ̸= 0 tìte ai+ b ̸= 0. 'Ara a, b = 0 ⇒ r(x) = 0 kai g(x) = q(x)(x2+1).
'Ara kerΦ = ⟨x2 + 1⟩. ParathroÔme ìti to Z[i] den eÐnai s¸ma, �ra to ⟨x2 + 1⟩
den eÐnai mègisto ide¸dec tou Z[x].

• Ja deÐxoume ìti to ide¸dec J = ⟨x2+1, 5⟩ den eÐnai pr¸to ston daktÔlio Z[x].
Pr�gmati (x2 + 1)− 5 = (x− 2)(x+ 2) ∈ J . 'Omwc x± 2 /∈ J , ìpwc mporeÐ
kaneÐc eÔkola na apodeÐxei. 'Epetai ìti J den eÐnai pr¸to ide¸dec tou Z[x].
Ja katal xoume sto Ðdio sumpèrasma melet¸ntac ton daktÔlio Z[x]/J .
SÔmfwna me to TrÐto Je¸rhma IsomorfÐac DaktulÐwn èqoume ìti

Z[x]/J ∼=
(
Z[x]/

⟨
x2 + 1

⟩)
/
(
⟨x2 + 1, 5⟩/⟨x2 + 1⟩

)
.

Prohgoumènwc eÐdame ìti

ψ : Z[x]/⟨x2 + 1⟩ ∼= Z[i], ìpou f(x) +
⟨
x2 + 1

⟩
7→ f(i) .
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ParathroÔme ìti

ψ(⟨x2 + 1, 5⟩/⟨x2 + 1⟩) = ⟨5⟩ .
'Ara

Z[x]/J ∼= Z[i]/ ⟨5⟩ .
AfoÔ 5 = (2 − i)(2 + i), èpetai ìti Z[i]/ ⟨5⟩ kai Z[x]/J den eÐnai akeraÐec
perioqèc.

• To ide¸dec I = ⟨x2 + 1, 3⟩ eÐnai mègisto ston daktÔlio Z[x]. Pr�gmati,
parathroÔme ìti

Z[x]/I ∼=
(
Z[x]/

⟨
x2 + 1

⟩)
/
(
⟨x2 + 1, 3⟩/⟨x2 + 1⟩

) ∼= Z[i]/ ⟨3⟩ .
To 3 eÐnai an�gwgo sto Z[i] kai mporeÐ na apodeÐxei kaneÐc ìti Z[i]/ ⟨3⟩ eÐnai
s¸ma.

• To ide¸dec P = ⟨x2 + 1, p⟩ eÐnai mègisto ide¸dec (kai �ra pr¸to) tou Z[x] an
kai mìno an to polu¸numo x2+1 den èqei rÐza sto Zp[q]. H apìdeixh epafÐetai
ston anagn¸sth.

'Askhsh 2.2. EÐnai o daktÔlioc Z[x] perioq  kurÐwn idewd¸n; Poi� eÐnai h sqèsh
twn idewd¸n tou Z[x]/J kai tou Z[x] ;

H parak�tw akoloujÐa pr¸twn idewd¸n tou Z[x]
0 ⊂ ⟨x2 + 1⟩ ⊂ ⟨x2 + 1, 3⟩

èqei m koc 2. MporeÐ na apodeÐxei kaneÐc ìti den up�rqei akoloujÐa pr¸twn idewd¸n
sto Z[x] me m koc megalÔtero tou 2. 'Etsi ja doÔme se epìmenh enìthta ìti h di�stash
tou Krull tou Z[x] eÐnai 2.

'Askhsh 2.3. Na perigr�yete ìla ta pr¸ta ide¸dh tou Z[x].

To L mma tou Zorn pou parajètoume amèswc met� eÐnai isodÔnamo me to AxÐwma thc
Epilog c.

L mma tou Zorn 'Estw A èna mh kenì merik� diatetagmèno sÔnolo me thn idiìthta
k�je alusÐda stoqeÐwn tou A èqei �nw fr�gma sto A. Tìte to A èqei èna mègisto
stoiqeÐo.

Wc efarmog  tou L mmatoc tou Zorn prokÔptei to parak�tw Je¸rhma:

Je¸rhma 2.4. K�je antimetajetikìc daktÔlioc R èqei èna toul�qiston mègisto
ide¸dec.

Apìdeixh. 'Estw S to sÔnolo twn gn siwn idewd¸n tou R. To sÔnolo S eÐnai mh
kenì afoÔ perièqei to mhdenikì ide¸dec. OrÐzoume mÐa sqèsh merik c di�taxhc �≤� sto
S:

I ≤ J ⇔ I ⊆ J2 .

'Estw L mÐa alusÐda sto S:

L : · · · ≤ Ii ≤ Ii+1 ≤ · · · .
To sÔnolo

∪
J∈L J eÐnai gn sio ide¸dec tou R kai �ra an kei sto S. EÐnai epÐshc �nw

fr�gma tou L. SÔmfwna me to L mma tou Zorn to S èqei èna mègisto stoiqeÐo. To
mègisto autì stoiqeÐo eÐnai mègisto ide¸dec tou R. �
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'Estw I gn sio ide¸dec tou R. Ta ide¸dh tou R/I brÐskontai se mÐa proc mÐa anti-
stoiqÐa me ta ide¸dh tou R pou perièqoun to I. Ta ide¸dh tou R/I eÐnai thc morf c
J/I ìpou I ⊂ J .

Pìrisma 2.5. 'Estw I gn sio ide¸dec tou R. Up�rqei toul�qiston èna mègisto
ide¸dec tou R pou perièqei to I.

Apìdeixh. O daktÔlioc R/I èqei èna toul�qiston mègisto ide¸dec, èstw m/I. To
ide¸dec m eÐnai mègisto sto R. �
Ja sumbolÐzoume to sÔnolo twn pr¸twn idewd¸n tou R me Spec(R) en¸ to sÔnolo
twn megÐstwn idewd¸n tou R me maxSpec(R). 'Estw P ∈ Spec(R) kai S = R \ P .
Tìte S eÐnai pollaplasiastik� kleistì sÔnolo.

Prìtash 2.6. 'Estw U pollaplasiastikì kleistì uposÔnolo tou R. 'Estw T to
sÔnolo twn idewd¸n tou R pou den èqoun tÐpota koinì me to U kai Q mègisto stoiqeÐo
tou T . Tìte Q ∈ Spec(R).

Apìdeixh. 'Estw fg ∈ Q. 'Estw ìti f, g /∈ Q. Tìte Q & ⟨f⟩ + Q kai Q & ⟨g⟩ + Q.
AfoÔ Q mègisto sto T , èpetai ìti ta ide¸dh ⟨f⟩ + Q, ⟨g⟩ + Q den an koun sto T .
Epomènwc, h tom  touc me to UeÐnai di�forh tou kenoÔ. 'Ara up�rqoun a, b ∈ R,
q1, q2 ∈ Q ètsi ¸ste af + q1 ∈ U , bg + q2 ∈ U . 'Epetai ìti h = (af + q1)(bg + q2) ∈
U ∩Q, �topo. �
'Estw I ide¸dec tou R. Ja qrhsimopoi soume th parap�nw prìtash gia na peri-

gr�youme ta mhdenodÔnama stoiqeÐa tou R, dhlad  ta stoiqeÐa tou rad(0).

Je¸rhma 2.7. rad(0) =
∩

P∈Spec(R)

P

Apìdeixh. 'Estw J =
∩

P∈Spec(R) P . Ja deÐxoume ìti rad(0) = J . 'Estw f ∈ rad(0).
Tìte up�rqei m ∈ N, ètsi ¸ste fm = 0. 'Epetai ìti an P ∈ Spec(R) tìte fm ∈ P .
'Ara f ∈ P , ∀P ∈ Spec(R) kai f ∈ J .
AntÐstrofa, èstw f ∈ J . Ja deÐxoume ìti an f den eÐnai mhdenodÔnamo katal goume

se �topo. 'Estw ìti f /∈ rad(0). To sÔnolo U = {fm : m ∈ N} eÐnai pollaplasia-
stik� kleistì kai den perièqei to 0. 'Epetai ìti to sÔnolo twn idewd¸n tou R pou den
èqoun tÐpota koinì me to U eÐnai di�foro tou kenoÔ, (perièqei to mhdenikì ide¸dec)
kai sÔmfwna me to L mma tou Zorn èqei mègisto stoiqeÐo, èstw Q. SÔmfwna me th
parap�nw prìtash Q ∈ Spec(R), �topo. �
To parak�tw t¸ra èpetai efarmìzontac to je¸rhma ston daktÔlio phlÐko R/I.

Je¸rhma 2.8. 'Estw I ide¸dec tou R. Tìte

rad(I) =
∩

P ∈ Spec(R)
I ⊂ P

P

Apìdeixh. Ston daktÔlio R/I ta mhdenodÔnama stoiqeÐa eÐnai thc morf c f + I ìpou
fm ∈ I gia k�poio m ∈ N. Ta pr¸ta ide¸dh tou R/I eÐnai thc morf c P/I ìpou P
pr¸to ide¸dec tou R pou perièqei to I. SÔmfwna me to prohgoÔmeno je¸rhma fm ∈ I
an kai mìno an f ∈ P gia k�je pr¸to ide¸dec P tou R pou perièqei to I. �


