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1. Eisagwgh

1.1. Aparqèc thc Antimetajetik c 'Algebrac.

1.1.1. JewrÐa Arijm¸n. Ja sqoli�soume pr¸ta th sÔndesh me to TeleutaÐo Je¸rhma
touc Fermat (1637). JumÐzoume ìti h apìdeixh tou TJF oloklhr¸jhke to 1995 me
th doulei� tou Wiles: h exÐswsh xn + yn = zn den mporeÐ na lujeÐ stouc akeraÐouc
ìtan n > 2.
O Gauss to 1832 sthn ergasÐa Theoria residuorum biquadraticorum eis gage to

sÔnolo
Z[i] := {a+ bi : a, b ∈ Z, i2 = −1 } .

O daktÔlioc autìc eÐnai gnwstìc s mera wc daktÔlioc twn akeraÐwn tou Gauss. O
Gauss apèdeixe (an�mesa se poll� �lla) ìti ta stoiqeÐa tou Z[i] ikanopoioÔn thn
idiìthta thc monadik c paragontopoÐhshc. Autì shmaÐnei ìti an x ∈ Z[i] tìte x
mporeÐ na grafteÐ me monadikì trìpo wc ginìmeno

x = u
s∏

i=1

pni
i

ìpou u eÐnai antistrèyimo, pi eÐnai an�gwgo gia k�je i kai pi den eÐnai sunafèc me to
pj gia i ̸= j. ('Ena mh antistrèyimo q stoiqeÐo lègetai an�gwgo an k�je for� pou
q = ab tìte èna apì ta a   b eÐnai antistrèyima. DÔo an�gwga stoiqeÐa q1, q2 lègontai
sunaf  an q1 = aq2 ìpou a antistrèyimo). Me monadikì trìpo shmaÐnei ìti an

x = u′
t∏

i=1

qmi
i

eÐnai mÐa �llh èkfrash thc parap�nw morf c tìte t = s kai se k�je pi antistoiqeÐ
èna sunafèc q′j.
JumÐzoume ìti an D eÐnai mÐa akeraÐa perioq , tìte èna mh antistrèyimo stoiqeÐo

p ∈ D eÐnai pr¸to (prime) stoiqeÐo tou D an k�je for� pou p|ab tìte p|a   p|b. EÐnai
eÔkolo na deÐxei kaneÐc ìti k�je pr¸to stoiqeÐo eÐnai kai an�gwgo. IsqÔei to antÐstro-
fo? H D kaleÐtai perioq  monadik c paragontopoÐshc PMM (unique factorization
domain UFD) an gia k�je x ∈ D isqÔei h idiìthta thc monadik c paragontopoÐshc
pou perigr�yame parap�nw.
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Ask seic 1.1.

• Na apodeÐxete ìti se mÐa perioq  monadik c paragontopoÐhshc, k�je an�gwgo
stoiqeÐo eÐnai pr¸to.

• Na apodeÐxete ìti Z[i] eÐnai PMM. DeÐxte pr¸ta ìti Z[i] eÐnai EukleÐdia pe-
rioq  qrhsimopoi¸ntac pollaplasiastikèc idiìthtec thc nìrmac, N(a+ bi) =
a2 + b2.

• Sqoli�ste th sqèsh 2 = (1+ i)(1− i) sto Z[i]. EÐnai 1± i pr¸to (an�gwga)
stoiqeÐa tou Z[i]?

• Jewr ste t¸ra thn akeraÐa perioq 

Z[
√
−5] = {a+ b

√
−5 : a, b ∈ Z

kai thn nìrma N(a+ b
√
−5) = a2 + 5b2. ParathreÐste ìti

6 = 2 · 3 = (1 +
√
−5)(1−

√
−5) .

EÐnai ta stoiqeÐa 3, 2±
√
−5 pr¸ta, an�gwga? EÐnai h akeraÐa perioq  Z[

√
−5]

PMM?

Ti sqèsh èqoun ìla aut� me to je¸rhma tou Fermat? Gia n = 2 èqoume ìti

x2 + y2 = (x+ iy)(x− iy) .

'Estw loipìn ìti jèloume na broÔme akeraÐouc x, y ètsi ¸ste x2 + y2 = z2. Ston
daktÔlio Z[i] arkeÐ na broÔme mÐa mh tetrimmènh paragontopoÐhsh tou z2. Gia to
je¸rhma tou Fermat mac endiafèrei h lÔsh thc exÐswshc

xn + yn = zn

gia n > 2. Ti k�noume loipìn se aut  th perÐptwsh? H basik  idèa tou Lame (1847)
 tan ìti an up�rqoun tètoiec lÔseic, (èstw a, b, c) tìte gia to kat�llhlo ζ isqÔei ìti

an + bn = (a+ b)(a+ ζb) · · · (a+ ζn−1b) = cn .

AfoÔ oi par�gontec se aut  th paragontopoÐsh eÐnai sqetik� pr¸toi ston daktÔlio
Z[ζ] ( qrhsimopoi¸ntac thn idiìthta thc monadik c paragontopoÐhshc) o Lame èdeixe
ìti k�je ènac apì autoÔc eÐnai Ðsoc me mÐa n-sth dÔnamh. Epanalamb�nontac katèlhxe
se �topo. To prìblhma me thn apìdeixh tou, ègkeitai sto ìti o daktÔlioc Z[ζ] den
eÐnai aparaÐthta PMM. Autì to apèdeixe o Kummer (epÐshc to 1847).
Parìla aut� oi Dedekind kai Lasker sta tèlh tou 19ou ai¸na me thn èreun� touc

eis gagan thn ènnoia twn idewd¸n ìpou kai anèkthsan thn idiìthta thc monadik c
paragontopoÐshc. AntÐ gia pr¸ta stoiqeÐa meletoÔme plèon pr¸ta ide¸dh. AntÐ gia
an�gwga stoiqeÐa meletoÔme an�gwga ide¸dh. JumÐzoume ìti èna gn sio ide¸dec P
tou daktulÐou R lègetai pr¸to e�n fg ∈ P tìte f   g an koun sto P , dhlad  R/P
eÐnai akeraÐa perioq .

Ask seic 1.2.

• Na apodeÐxete ìti ⟨2⟩ den eÐnai pr¸to ide¸dec tou Z[
√
−5].

• Na apodeixete ìti ⟨2, 1 + i
√
5⟩ eÐnai pr¸to ide¸dec tou Z[

√
−5]. Upìdeixh

QrhsimopoieÐste to trÐto Je¸rhma IsomorfÐac DaktulÐwn gia na deÐxete ìti
Z[
√
−5]/P ∼= Z2.
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Ja deÐxoume ìti oi dÔo paragontopoi seic tou 6 sto Z[
√
−5],

6 = 2 · 3 = (1 +
√
−5)(1−

√
−5

anstistoiqoÔn sthn Ðdia paragontopoÐhsh tou ⟨6⟩ se ginìmeno pr¸twn idewd¸n. 'Estw

P = ⟨2, 1 + i
√
5⟩, Q = ⟨3, 1 + i

√
5⟩, R = ⟨3, 1− i

√
5⟩

MporeÐ na apodeÐxei kaneÐc ìti k�je èna apì aut� ta ide¸dh eÐnai pr¸to. EpÐshc

P 2 = ⟨2⟩, QR = ⟨3⟩, PQ = ⟨1 + i
√
5⟩, PR = ⟨1− i

√
5⟩ .

Parak�tw ja elègxoume ìti ìntwc P 2 = ⟨2⟩. ParathroÔme ìti
• 4 ∈ P 2,
• 2 + 2i

√
5 = 2(1 + i

√
5) ∈ P 2,

• (1 + i
√
5)2 = −4 + 2i

√
5 ∈ P 2, �ra

• 2 = 4−2(1+i
√
5)+(−4+2i

√
5) ∈ P 2 kai afoÔ ⟨2⟩ ⊂ P 2 èpetai ìti P 2 = ⟨2⟩.

Epomènwc
⟨6⟩ = ⟨2⟩⟨3⟩ = P 2(QR) = P 2QR

en¸
⟨6⟩ = ⟨6⟩ = ⟨1 + i

√
5⟩⟨1− i

√
5⟩ = (PQ)(PR) = P 2QR .

H E. Noether mÐa apì touc pio spoudaÐouc majhmatikoÔc tou 20ou ai¸na enopoÐhse
tic ènnoiec twn idewd¸n twnDedekind kai Lasker kai èjese tic axiwmatikèc b�seic thc
antimetajetik c �lgebrac. Ja mil soume gia paragontopoÐhsh idewd¸n stic epìmenec
dialèxeic.

1.1.2. Algebrik  GewmetrÐa. Ja doÔme epÐshc th sÔndesh thc Antimetajetik c 'Al-
gebrac me thn Algebrik  GewmetrÐa. To Jemeli¸dec Je¸rhma thc 'Algebrac pou
prwtoapèdeixe o Gauss to 1803 lèei ìti èna mh mhdenikì polu¸numo f(x) me migadi-
koÔc suntelestèc èqei akrib¸c deg(f) rÐzec sto s¸ma twn migadik¸n arijm¸n. Ja
anazht soume th genÐkeush autoÔ tou jewr matoc.
'Estw ìti èqoume èna sÔnolo S poluwnÔmwn me pollèc metablhtèc ston daktÔlio

C[x1, . . . , xn]. Ti mporoÔme na poÔme gia ta koin� mhdenik� aut¸n twn poluwnÔmwn?
OrÐzoume

Z(S) = {(a1, . . . , an) ∈ Cn : g(a1, . . . , an) = 0,∀g ∈ S} .

EÐnai to sÔnolo Z(S) di�foro tou kenoÔ? AntÐstrofa, èstw X èna uposÔnolo tou
Cn. MporoÔme na anagnwrÐsoume an X isoÔtai me ta mhdenik� k�poiou sunìlou
poluwnÔmwn tou C[x1, . . . , xn]? 'Estw

I(X) = {f : f(a1, . . . , an) = 0,∀(a1, . . . , an) ∈ X} .

Poia eÐnai h sqèsh tou X kai tou Z(I(X)? AntÐstrofa, an jèsoume X = Z(S), poia
eÐnai h sqèsh tou I(X) kai tou S?

ParadeÐgmata 1.3.

• 'Estw S = {x2 − 4, x2 − 5x + 6}. Tìte Z(S) = {2} en¸ I({2}) = (x − 2).
'Estw ⟨S⟩ to ide¸dec tou C[x] pou par�getai apì to S:

I = {f(x)(x2 − 4) + g(x)(x2 − 5x+ 6) : f(x), g(x) ∈ C[x] .
Tìte ⟨S⟩ = (x− 2).
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• 'Estw S = {x2, y2}. Tìte Z(S) = {(0, 0)} = X en¸ I(X) = (x, y).

To rizikì radical tou ide¸douc I eÐnai to sÔnolo

rad(I) = {f : fm ∈ I, gia k�poio m} .

O Hilbert apèdeixe ousiastik� ìti sto C[x] isqÔei ìti I(Z(S)) = rad(⟨S⟩). 'Edei-
xe epÐshc ìti an ta polu¸numa f1, . . . , fm tou C[x1, . . . , xn] den èqoun k�poio koinì
mhdenikì, tìte up�rqoun polu¸numa g1, . . . , gm sto C[x1, . . . , xn] ètsi ¸ste

1 = g1f1 + · · ·+ gmfm .

Ta jewr mata aut� eÐnai gnwst� wc to Je¸rhma twn mhdenik¸n tou Hilbert (Hilbert’s
Nullstellensatz) kai eÐnai apì ta basik� jewr mata autoÔ tou maj matoc. ParathreÐ-
ste ìti to an�logo den isqÔei ìtan èqoume polu¸numa sto R[x1, . . . , xn] kai ereunoÔme
tic rÐzec touc sto Rn (me antÐstoiqouc orismoÔc gia Z(S) kai I(X)).

Par�deigma 1.4. 'Estw S = {x2 + 1} ⊂ R[x]. Tìte Z(S) = ∅, I(∅) = R[x] kai
rad(⟨x2 + 1⟩) = ⟨x2 + 1⟩ ̸= R[x].

Den eÐnai dÔskolo na dei kaneÐc ìti h sunepagwg  ⟨f1, . . . , fm⟩ ̸= C[x1, . . . , xn] ⇒
Z(⟨f1, . . . , fm⟩) ̸= ∅ eÐnai �meso apotèlesma thc sqèshc I(Z(S)) = rad(⟨S⟩).

Apìdeixh. 'Estw ìti ⟨f1, . . . , fm⟩ ̸= C[x1, . . . , xn] kai ìti Z(⟨f1, . . . , fm⟩) = ∅. 'Ara
I(Z(S)) = C[x1, . . . , xn] kai rad(⟨S⟩) = C[x1, . . . , xn]. 'Epetai ìti 1 ∈ rad(⟨S⟩).
Apì ton orismì prokÔptei ìti gia k�poio t ∈ N isqÔei ìti 1t = 1 ∈ ⟨S⟩ kai �ra
⟨S⟩ = C[x1, . . . , xn], �topo. �
Ask seic 1.5.

• Na apodeÐxete ìti ta sÔnola I(X) kai rad(I) eÐnai ide¸dh.
• 'Estw f(x) = x4 + 2x2 + 1 kai I = (f(x)). Na upologÐsete rad(I), Z(I) kai
I(Z(I)) ìtan jewr soume to I san ide¸dec tou Z5[x], R[x], C[x].

1.1.3. JewrÐa Analloi¸twn. Oi aparqèc thc Antimetajetik c 'Algebrac shmatodo-
t jhkan epÐshc th sÔndesh me th JewrÐa twn Analloi¸twn (Invariant Theory). Ja
xekin soume me dÔo paradeÐgmata.

ParadeÐgmata 1.6. Gia ta dÔo paradeÐgmata pou akoloujoÔn, G eÐnai h om�da me
dÔo stoiqeÐa: G = {e, g}, ìpou g2 = e pou dra ston C[x, y].

• Ja jewr soume th parak�tw dr�sh thc G: g(x) = −x, g(y) = −y, kai ètsi
g(f(x, y)) = f(gx, gy). To er¸thma pou jètoume afor� ta polu¸numa pou
den ephre�zontai apì th dr�sh thc G. Poia eÐnai ekeÐna ta r ∈ C[x, y] ètsi
¸ste g(r) = r? MporeÐ na apodeiqjeÐ ìti analloÐwta apì th dr�sh thc G eÐnai
akrib¸c ekeÐna ta polu¸numa pou an koun ston upodaktÔlio C[x2, y2, xy] kai
�ra o upodaktÔlioc twn analloi¸twn eÐnai peperasmèna paragìmenoc.

• 'Estw ìti G dra ston C[x, y] wc ex c: g(x) = y, g(y) = x. MporeÐ na apodei-
qjeÐ ìti analloÐwta apì th dr�sh thc G eÐnai akrib¸c ekeÐna ta polu¸numa
pou an koun ston upodaktÔlio C[x+y, xy], epÐshc peperasmèna paragìmenoc.

'Ena apì ta meg�la probl mata pou apasqoloÔse touc majhmatikoÔc sto tèloc tou
19ou ai¸na kai arqèc tou 20ou eÐnai h perigraf  twn analloi¸twn, (14o prìblhma
tou Hilbert). O Hilbert se mÐa eureÐa kl�sh peript¸sewn èdeixe ìti h upo�lgebra
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twn analloi¸twn eÐnai peperasmèna paragìmenh. SthrÐqthke se autì pou s mera eÐnai
gnwstì wc to Je¸rhma B�shc touHilbert, dhlad  ìti k�je ide¸dec stonC[x1, . . . , xn]
eÐnai peperasmèna paragìmeno. To Je¸rhma autì genÐkeuse metèpeita h Noether gia
touc daktulÐouc pou eÐnai gnwstoÐ me to ìnom� thc kai anèptuxe axiwmatik� thn
Antimetajetik  'Algebra.


