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Οι σηµειώσεις αυτές είναι ϐασισµένες στις διαλέξεις του µαθήµατος. Καταγράϕηκαν
αρχικά ηλεκτρονικά από τη κ. Μ. Παλαιστή. Επεξεργάστηκαν και συµπληρώθηκαν
σε αυτή τη µορϕή από την διδάσκουσα.

1. Ακεραια και Αλγεβρικα Στοιχεια

Ο στόχος της παρούσας ενότητας είναι να αποδειχθούν τα Θεωρήµατα των µηδενι-
κών του Hilbert (Hilbert’s Nullstellensatz). Συγκεκριµένα ϑα δείξουµε ότι αν k είναι
αλγεβρικά κλειστό σώµα τότε κάθε µέγιστο ιδεώδες του k[x1, . . . , xn] είναι της µορϕής
⟨x1 −a1, . . . , xn −an⟩ όπου ai ∈ k, i = 1, . . . , n. ΄Επεται ότι όταν I είναι γνήσιο ιδεώδες
του k[x1, . . . , xn], τότε Ζ(I) , ∅, Προκύπτει επίσης ότι Ι(Ζ(I)) = rad(I). Η συνθήκη
k = k είναι αναγκαία για να ισχύει το ϑεώρηµα του Hilbert για τα µέγιστα ιδεώδη.
Για παράδειγµα ⟨x2 + 1⟩ ∈ maxSpec(R[x]). Είναι όµως εύκολο να δείξουµε µε επα-
γωγή ότι όταν a1, . . . , an ∈ k τότε το ιδεώδες ⟨x1 − a1, . . . , xn − an⟩ είναι µέγιστο στον
δακτύλιο k[x1, . . . , xn] για κάθε σώµα k και αυτό είναι το ϑέµα της επόµενης άσκησης.

΄Ασκηση 1. Να δείξετε ότι αν k είναι σώµα, a1, . . . , an ∈ k τότε k[x1, . . . , xn]/⟨x1 −
a1, . . . , xn − an⟩ � k.

Ορισµός 1. ΄Εστω R, S δακτύλιοι, R ⊂ S και s ∈ S. Λέµε ότι το s είναι ακέραιο
( integral) πάνω από το R, αν ικανοποιεί µία σχέση της µορϕής sn+an−1sn−1+· · ·+a0 = 0,
όπου a0, . . . , an−1 ∈ R. Με άλλα λόγια s είναι ακέραιο πάνω από το R αν f (s) = 0 όπου
f (x) ∈ R[x] είναι µονικό πολυώνυµο. Αν όλα τα στοιχεία του S είναι ακέραια πάνω από
το R, τότε λέµε ότι ο S είναι ακέραιος πάνω από τον R.

Παραδείγµατα 1.

(1) Στην προηγούµενη ενότητα είδαµε ότι αν R ⊂ S και S είναι πεπερασµένα
παραγόµενο R-module, τότε όλα τα στοιχεία του S είναι ακέραιο πάνω από το
R.

(2) ΄Εστω s =
√

5. Παρατηρούµε ότι s2 − 5 = 0 και
√

5 είναι ακέραιο πάνω από
το Z.

(3) ΄Εστω k ⊂ K εγκλεισµός σωµάτων. ΄Ενα στοιχείο r ∈ K είναι ακέραιο πάνω
από το k αν και µόνο αν είναι αλγεβρικό πάνω από k.

(4) ΄Εστω s = 1+
√

5
2 . ΄Εχουµε 2s = 1 +

√
5⇒ 2s − 1 =

√
5⇒ 4s2 − 4s + 4 = 5⇒

s2 − s−1 = 0, άρα s είναι ακέραιο πάνω από το Z. Το s είναι αλγεβρικό πάνω
από το Q.

(5) ΄Εστω s = 1+
√

3
2 ∈ R. Τότε 2s2 − 2s − 1 = 0 και s είναι αλγεβρικό πάνω από το

Q. Αϕού s είναι ϱίζα του g(x) = 2x2 −2x −1, δεν υπάρχει µονικό πολυώνυµο
µε ϱίζα s, άρα s δεν είναι ακέραιο πάνω από το Z.
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΄Εστω R ⊂ S όπως παραπάνω και a ∈ S. Τότε το σύνολο R[a] = {f (a) : f (x) ∈
R[x]} είναι δακτύλιος. Αναδροµικά αν a1, . . . , an ∈ S, γράϕουµε R[a1, . . . , an] :=
R[a1, . . . , an−1][an] και παρατηρούµε ότι R[a1, . . . , an] = {f (a1, . . . , an) : f (x1, . . . , xn ∈
R[x1, . . . , xn]}. Ο δακτύλιος R[a1, . . . , an] λέγεται πεπερασµένα παραγόµενη R-άλγεβρα.
Παρατηρούµε ότι R[a1, . . . , an] � R[x1, . . . , xn]/I όπου I είναι ο πυρήνας του οµο-
µορϕισµού δακτυλίων

R[x1, . . . , xn] −→ R[a1, . . . , an], f (x1, . . . , xn) 7→ f (a1, . . . , an) .

΄Εστω τώρα k ⊂ K εγκλεισµός σωµάτων και έστω a1, . . . , an ∈ K. Τα a1, . . . , an λέγονται
αλγεβρικά ανεξάρτητα πάνω από το k, αν δεν υπάρχει f (x1, . . . , xn) ∈ k[x1, . . . , xn],
τέτοιο ώστε f (a1, . . . , an) = 0. Είναι φανερό ότι a1, . . . , an είναι αλγεβρικά ανεξάρτητα
πάνω από το k αν και µόνο αν k[a1, . . . , an] � k[x1, . . . , xn].

Προηγουµένως είδαµε ότι αν ο δακτύλιος S είναι πεπερασµένα παραγόµενο R-
mοδυλε τότε κάθε στοιχείο του S είναι ακέραιο πάνω από το R. Η παρακάτω πρόταση
µελετά το αντίστροϕο.

Πρόταση 1. ΄Εστω R ⊂ S, s ∈ S. Το s είναι ακέραιο πάνω από το R αν και µόνο αν
R[s] είναι πεπερασµένα παραγόµενο R-module.

Απόδειξη. ΄Εστω ότι R[s] είναι πεπερασµένα παραγόµενο R-module. Τότε s ∈ R[s],
άρα το s είναι ακέραιο πάνω από το R. Για το αντίστροϕο έστω ότι s είναι ακέραιο
πάνω από το R και ικανοποιεί τη σχέση sn+an−1sn−1+ . . .+a0 = 0. Τότε sn+1 ∈ Rsn−1.
Θα δείξουµε ότι R[s] παράγεται ως R-module από τα στοιχεία 1, s, . . . , sn−1. ΄Εστω
S′ = R+Rs+· · ·+Rsn−1. Θα δείξουµε ότι sm ∈ S′, ∀m ∈ N. Αυτό είναι προϕανές για 0 ≤
m ≤ n−1. Επίσης sn = −(an−1sn−1+ . . .+a0) ∈ S′ ενώ sn+1 = −an−1sn −· · ·−aos ∈ S′.
Με τον ίδιο τρόπο, επαγωγικά, προκύπτει ότι sn+l ∈ S′, ∀l ∈ N. ΄Αρα R[s] ⊂ S′ ⊂ R[s]
και R[s] = S′. �

Πρόταση 2. ΄Εστω R ⊂ S ⊂ T εγκλεισµός δακτυλίων, όπου S πεπερασµένα παραγό-
µενο R-module και T πεπερασµένα παραγόµενο S-module. Τότε T είναι πεπερασµένα
παραγόµενο R-module.

Απόδειξη. Αϕού S είναι πεπερασµένα παραγόµενο R-module, υπάρχουν s1, . . . , sn ∈
S, έτσι ώστε S = Rs1 + · · · + Rsn. Οµοίως υπάρχουν t1, . . . , tm ∈ T έτσι ώστε T = St1 +
· · ·+Stm . Θα δείξουµε ότι {s1t1, s1t2, . . . , sntm} είναι ένα σύνολο γεννητόρων του T ως
R-module, δηλαδή ότι T = Rs1t1+ . . .+Rsntm . Πράγµατι, έστω t ∈ T . Τότε υπάρχουν
a1, . . . , am ∈ S, ώστε t = a1t1 + . . . + am tm . Για i = 1, . . . , m, υπάρχουν bij ∈ R έτσι
ώστε ai =

∑n
j=1 bijsj. Αντικαθιστώντας προκύπτει ότι t ∈ Rs1t1 + . . . + Rsntm . �

Θεώρηµα 1. ΄Εστω R ⊂ S εγκλεισµός δακτυλίων και s1, . . . , sn ∈ S ακέραια πάνω
από το R. Τότε R[s1, . . . , sn] είναι πεπερασµένα παραγόµενο R-module.

Απόδειξη. Θα χρησιµοποιήσουµε επαγωγή στο n. Η περίπτωση n = 1 προκύπτει
από τη Πρόταση 1. Θεωρούµε λοιπόν ότι ή πρόταση είναι αληθής για τα ακέραια
στοιχεία s1, . . . , sn−1 και ότι R′ = R[s1, . . . , sn−1] είναι πεπερασµένα παραγόµενο R-
module. Αν sn είναι ακέραιο πάνω από το R τότε είναι ακέραιο και πάνω από το R′.
΄Αρα R[s1, . . . , sn] = R′[sn] είναι πεπερασµένα παραγόµενο R′-module. Το Ϲητούµενο
τώρα προκύπτει από τη Πρόταση 2. �

Πόρισµα 1. Αν s1, s2 ∈ S, είναι ακέραια πάνω από το R, τότε s1 + s2 και s1 · s2 είναι
ακέραια πάνω από το R.
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Απόδειξη. Σύµϕωνα µε το Θεώρηµα 1, R[s1, s2] είναι πεπερασµένα παραγόµενο R-
module. Σύµϕωνα µε το Παράδειγµα 1.1, τα στοιχεία s1 + s2, s1 · s2 του R[s1, s2]
είναι ακέραια πάνω από το R. �

Είναι εύκολο να δει κανείς ότι το αντίστροϕο του Παραδείγµατος 1.1 δεν ισχύει. ΄Ενας
δακτύλιος που όλα του τα στοιχεία είναι ακέραια πάνω από το R, δεν είναι κατάνάγκη
πεπερασµένα παραγόµενο R-module, (Κατασκευάστε ένα τέτοιο παράδειγµα !)

Πρόταση 3. ΄Εστω R ⊂ S ⊂ T εγκλεισµός δακτυλίων, S ακέραιος πάνω από τον R και
T ακέραιος πάνω από το S. Τότε ο δακτύλιος T είναι ακέραιος πάνω από το R.

Απόδειξη. ΄Εστω t ∈ T . Τότε tn + sn−1tn−1 + · · · + s0 = 0, όπου s0, . . . , sn−1 ∈ S.
Σύµϕωνα µε το Θεώρηµα 1, ο δακτύλιος R′ = R[s1, . . . , sn] είναι πεπερασµένα παρα-
γόµενο R-module. Είναι φανερό ότι t είναι ακέραιο πάνω από το R′, άρα R′[t] είναι
πεπερασµένα παραγόµενο R′-module, σύµϕωνα µε τη Πρόταση 1. Από τη Πρόταση
2 έπεται ότι R′[t] είναι πεπερασµένα παραγόµενο R-module και άρα t ∈ R′[t] είναι
ακέραιο πάνω από το R, πάλι σύµϕωνα µε τη Πρόταση 1. �

Θεώρηµα 2. ΄Εστω R δακτύλιος, K σώµα, R ⊂ K και K πεπερασµένα παραγόµενο
R-module. Τότε R είναι σώµα.

Απόδειξη. ΄Εστω a ∈ R, a , 0. Αϕού a ∈ K, a−1 ∈ K. Θα δείξουµε ότι a−1 ∈ R.
Αϕού K είναι πεπερασµένα παραγόµενο R-module, a−1 είναι ακέραιο πάνω από το
R. ΄Αρα, υπάρχει m, ώστε (a−1)m + rm−1(a−1)m−1 + · · · + r0 = 0, r0, . . . , rm−1 ∈ R.
Πολλαπλασιάζουµε τη παραπάνω σχέση µε am−1 και ϐρίσκουµε ότι a−1 + rm−1 · 1 +
rm−1a + · · · + r0am−1 = 0⇒ a−1 = −(rm−1 + rm−1a + · · · + r0am−1) ∈ R. �

Στη συνέχεια παραθέτουµε το Θεώρηµα Κανονικοποίησης της Noether ( Noether’s
Normalization Lemma ) στην ειδική περίπτωση που ο δακτύλιος R είναι πεπερασµένα
παραγόµενη k-άλγεβρα και k είναι άπειρο σώµα.

Θεώρηµα 3. ΄Εστω k άπειρο σώµα, R = k[a1, . . . , an]. Τότε υπάρχουν b1, . . . , bm ∈ R,
m ≤ n, έτσι ώστε b1, . . . , bm να είναι αλγεβρικά ανεξάρτητα πάνω από το k και R να
είναι πεπερασµένα παραγόµενο k[b1, . . . , bm]-module.

Θα παρακολουθήσουµε αναλυτικά την απόδειξη του Θεωρήµατος Κανονικοποίη-
σης της Noether (που επαϕίεται στον αναγνώστη ως άσκηση) µε το παρακάτω παρά-
δειγµα.

Παράδειγµα 1. ΄Εστω a1, a2 τέτοια ώστε −a1
2a2 + 2a1a2

2 + 2 = 0 και έστω R =
C[a1, a2], πεπερασµένα παραγόµενη C-άλγεβρα. Για παράδειγµα µπορούµε να σκε-
φτούµε τον R ως τον δακτύλιο πηλίκο C[x, y]/I, όπου I =

⟨−x2y + 2xy2 + 2
⟩

µε
a1 = x + I, a2 = y + I. Πράγµατι επιβεβαιώνουµε ότι f (x + I, y + I) = 0 όπου
f (X, Y ) = −X2Y + 2XY 2 + 2 ∈ C[X, Y ]:

−(x + I)2(y + I) + 2(x + I)(y + I)2 + 2 + I = (−x2y + 2xy2 + 2) + I = I .

Στη συνέχεια ϐρίσκουµε κατάλληλο λ ∈ C έτσι ώστε µε την αλλαγή συντεταγµένων
(X ′ = X −λY , Y ′ = Y ) και χρησιµοποιώντας το πολυώνυµο f (X, Y ), να προκύπτει ένα
µονικό πολυώνυµο µε συντελεστές στο C[a′1] και µε ϱίζα το a2. Αν λοιπόν X ′ = X −λY
τότε X = X ′+λY . ΄Ετσι αϕού −a1

2a2+2a1a2
2+2 = 0 αντικαθιστώντας a1 = a1

′+λa2
προκύπτει ότι

−(a1
′ + λa2)2a2 + 2(a1

′ + λa2)a2
2 + 2 = 0⇒ −(a1

′)2a2 − 2λa1
′a2

2−
λ2a2

3+2a1
′a2

2−(a1
′)2a2+2 = 0⇒ (−λ2+2λ)a2

3+(−2λa1
′+2a1

′)a2
2−(a1

′)2a2+2 = 0 .
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Θέτοντας λ = 1, ϐρίσκουµε ότι a2
3 − (a1

′)2a − 2 + 2 = 0 και άρα a2 είναι ϱίζα του
µονικού πολυωνύµου Y 2 − (a1

′)2Y + 2 ∈ C[a′1]. (Παρατηρούµε ότι όλα τα λ ∈ C
έτσι ώστε −λ2 + 2λ , 0 δίνουν µονικά πολυώνυµα στο C[a′1] µε ϱίζα το a2). ΄Αρα το
a2 είναι ακέραιο πάνω από το C[a1

′] και C[a1
′, a2] είναι πεπερασµένα παραγόµενο

C[a1
′]-mοδυλε. Αϕού a1 = a1

′ + a2 ∈ C[a1
′] έπεται ότι R = C[a1

′, a2] και άρα R είναι
πεπερασµένα παραγόµενο C[a1

′]-mοδυλε. ∆ιακρίνουµε τώρα δύο περιπτώσεις για το
a1
′.
• Αν a1

′ είναι ακέραιο πάνω από το C τότε C[a1
′] είναι ακέραιος δακτύλιος

πάνω από το C. Σύµϕωνα µε τη Πρόταση 3, R είναι ακέραιος δακτύλιος πάνω
από το C και έτσι το Θεώρηµα Κανονικοποίησης της Nοετηερ ικανοποιείται
µε m = 0: εξαρχής τα στοιχεία a1, a2 είναι ακέραια πάνω από το C.
• Αν a1

′ δεν είναι ακέραιο πάνω από το C τότε a1
′ είναι αλγεβρικά ανεξάρτητο

πάνω από το C και το Θεώρηµα Κανονικοποίησης της Nοετηερ ικανοποιείται
µε m = 1, (και b1 = a1

′.
Επαϕίεται στον αναγνώστη ως άσκηση να αποϕασίσει ποια από τις δύο περιπτώσεις
υϕίσταται.

΄Εχουµε πλέον στη διάθεσή µας όλα τα ϑεωρητικά εργαλεία για να αποδείξουµε το
ισχυρό ϑεώρηµα των µηδενικών του Hilbert.

Θεώρηµα 4. (Θεώρηµα Μηδενικών του Hilbert) ΄Εστω k αλγεβρικά κλειστό και R =
k[x1, . . . , xn]. Τότε maxSpec(R) =

{⟨x1 − a1, x2 − a2, . . . , xn − an⟩ : a1, . . . , an ∈ k
}
.

Απόδειξη.
Σύµϕωνα µε την ΄Ασκηση 1, κάθε ιδεώδες της µορϕής ⟨x1−a1, x2−a2, . . . , xn−an⟩ είναι
µέγιστο. ΄Εστω τώρα ότι m είναι µέγιστο ιδεώδες του R. ΄Επεται ότι k[x1, . . . , xn]/m =
K, όπου K είναι σώµα. Παρατηρούµε ότι i : k −→ K, c 7→ c+m είναι οµορϕισµός και
µάλιστα µονοµορϕισµός : το γνήσιο ιδεώδες m δεν περιέχει µη µηδενικές σταθερές.
Θέτουµε k1 = i(k), c1 = x1+m, . . . , cn = xn+m: τότε K = k1[c1, . . . , cn]. Σύµϕωνα µε το
Θεώρηµα Κανονικοποίησης της Noether, υπάρχει m ≤ n, έτσι ώστε τα b1, . . . , bm ∈ K
να είναι αλγεβρικά ανεξάρτητα πάνω από το k1 και K να είναι πεπερασµένα παραγό-
µενο k1[b1, . . . , bm]-mοδυλε. Σύµϕωνα µε το Θεώρηµα 2, ο δακτύλιος k1[b1, . . . , bm]
πρέπει να είναι σώµα. Αν m , 0, τότε k1[b1, . . . , bm] είναι ισόµορϕος µε τον δακτύλιο
πολυωνύµων k1[X1, . . . , Xm] και δεν είναι σώµα. Για να αποϕύγουµε λοιπόν το άτοπο,
έπεται ότι m = 0. Εποµένως κάθε στοιχείο του K είναι ακέραιο πάνω από το k1. Αϕού
όµως k είναι αλγεβρικά κλεστό, το ίδιο ϑα ισχύει και για το k1. ΄Ετσι αναγκαστικά
K = k1. ΄Αρα για i = 1, . . . , n έπεται ότι υπάρχουν ai ∈ k έτσι ώστε xi + m = ai + m.
Εποµένως xi − ai ∈ m για κάθε i και . άρα ⟨x1 − a1, . . . , xn − an⟩ ⊂ m. Αϕού όµως
⟨x1 − a1, . . . , xn − an⟩ είναι µέγιστο ιδεώδες έπεται ότι m = ⟨x1 − a1, . . . , xn − an⟩. �

Πρόταση 4. ΄Εστω k αλγεβρικά κλειστό σώµα. Αν για το ιδεώδες I ισχύει I ,
k[x1, . . . , xn], τότε Ζ(I) , ∅, δηλαδή υπάρχουν (a1, . . . , an) ∈ kn , έτσι ώστε f (a1, . . . , an) =
0, για κάθε f ∈ I.

Απόδειξη. Αϕού I , k[x1, . . . , xn], τότε υπάρχει m µέγιστο, ώστε I ⊂ m. ΄Αρα υπάρχουν
a1, . . . , an, ώστε m = (x1−a1, . . . , xn −an). ΄Εστω f ∈ I, τότε υπάρχουν gi(x1, . . . , xn) ∈
k[x1, . . . , xn], για i = 1, . . . , n έτσι ώστε f (x1, . . . , xn) =

∑
gi(x1, . . . , xn)(xi − ai). Επο-

µένως f (a1, . . . , an) =
∑

gi(a1, . . . , an) · 0 = 0⇒ (a1, . . . , an) ∈ Ζ(I). �


