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Οι σηµειώσεις αυτές είναι ϐασισµένες στις διαλέξεις του µαθήµατος. Καταγράϕηκαν
αρχικά ηλεκτρονικά από τη κ. Μ. Παλαιστή. Επεξεργάστηκαν και συµπληρώθηκαν
σε αυτή τη µορϕή από την διδάσκουσα.

1. R-modules της Noether

Σε προηγούµενη ενότητα ορίσαµε τους δακτυλίους της Noether. Σε αυτήν την
ενότητα γενικεύουµε αυτήν την έννοια σε modules. ΄Εστω M ένα R-module. Μία
ακολουθία (Mi) από R-υποmodules του M είναι αύξουσα αλυσίδα αν ∀i ∈ N ισχύει
ότι Mi j Mi+1. Σχηµατικά:

M0 j M1 j M2 j · · ·
Η αύξουσα αλυσίδα γίνεται στατική αν υπάρχει N ∈ N έτσι ώστε MN = MN+k ,∀k ∈ N.
Αν κάθε αύξουσα αλυσίδα από R-υποmodules του M είναι στατική τότε λέµε ότι M
ικανοποιεί την αύξουσα συνθήκη αλυσιδών.

Ορισµός 1. Το R-module M λέγεται R-module της Noether αν ικανοποιεί την αύξουσα
συνθήκη αλυσίδων.

΄Οπως και για τους δακτυλίους της Noether προκύπτει η παρακάτω πρόταση και η
απόδειξή της επαϕίεται ως άσκηση.

Πρόταση 1. Τα παρακάτω είναι ισοδύναµα:

• Το R-module M είναι R-module της Noether
• κάθε R-υποmodule του Μ είναι πεπερασµένα παραγόµενο
• κάθε µη κενό σύνολο από υποmodules του Μ έχει µέγιστο στοιχείο ως προς τη

σχέση εγκλεισµού.

΄Εστω R ένας δακτύλιος της Noether. Είδαµε ότι αν A είναι δακτύλιος και A ⊂ R
τότε A δεν είναι αναγκαστικά δακτύλιος της Noether ενώ αν B � R/I όπου I ιδεώδες
του R τότε B είναι δακτύλιος της Noether. Αυτά γενικεύονται στο παρακάτω ϑεώρηµα:

Θεώρηµα 1. ΄Εστω ότι 0 → M1
f→ M2

g
→ M3 → 0 είναι ϐραχεία ακριβής ακολουθία

από R-modules. Τότε M2 είναι R-module της Noether αν και µόνο αν M1, M3 είναι
R-modules της Noether.

Απόδειξη. ΄Εστω ότι M2 είναι R-module της Noether. Αν N είναι R-υποmodule του
M1 τότε f (N) είναι R-υποmodule του M2 και άρα f (N) = ⟨f (n1), . . . , f (nt)⟩ = Rf (n1) +
· · · + Rf (nt). Είναι εύκολο να αποδείξει κανείς ότι N = Rn1 + · · · + Rnt , (να κάνετε
την απόδειξη, που χρησιµοποιείται ότι f είναι µονοµορϕισµός ;) Αντίστοιχα έστω N ′

ένα R-υποmodule του M3. Αϕού M3 � M2/ Ker g έπεται ότι N ′ � A/ Ker g όπου A
1
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R-υποmodule του M2 που περιέχει τον πυρήνα Ker g. ΄Εστω ότι A = Rm1 + · · ·Rmn.
Τότε είναι εύκολο να δείξει κανείς ότι N ′ = Rg(m1) + · · · + Rg(mn).

Για την αντίστροϕη κατεύθυνση, έστω ότι M είναι R-υποmodule του M2. Αϕού
g(M) ⊂ M3 είναι πεπερασµένα παραγόµενο, υπάρχουν m1, . . . , mn ∈ M έτσι ώστε
g(M) = Rg(m1)+ · · ·+Rg(mn). Παρατηρούµε επίσης ότι f −1(M) = {n ∈ M1 : f (n) ∈ M}
είναι R-υποmodule του M1 και είναι πεπερασµένα παραγόµενο, άρα f −1(M) = Rn1 +

· · ·+Rnt . Είναι εύκολο να δείξει κανείς ότι M = Rf (n1)+ · · ·+Rf (nt)+Rm1+ · · ·+Rmn,
(να γίνει η απόδειξη, που χρησιµοποιείται η ακρίβεια της ακολουθίας ;) �

΄Εστω R δακτύλιος της Noether. ΄Εχουµε τη παρακάτω ϐραχεία ακριβή ακολουθία

0→ R
i→ R2 π→ R → 0

όπου i : R −→ R2, r 7→ (r, 0) και π : R2 −→ R, (r, s) 7→ s. Σύµϕωνα µε το παρα-
πάνω ϑεώρηµα προκύπτει ότι το ελεύθερο R-module R2 είναι module της Noether.
Γενικότερα, από την ϐραχεία ακριβή ακολουθία

0→ Rn−1 i→ Rn π→ R → 0

και µε επαγωγή στο n προκύπτει εύκολα το παρακάτω πόρισµα:

Πόρισµα 1. ΄Εστω R δακτύλιος της Noether. Τότε Rn είναι module της Noether για
κάθε n ∈ N.

Πόρισµα 2. ΄Εστω ότι R είναι δακτύλιος της Noether και M πεπερασµένα παραγόµενο
Rmodule. Τότε M είναι R-module της Noether.

Απόδειξη. ΄Εστω M = ⟨m1, . . . , mt⟩. Τότε g : Rt −→ M, (r1, . . . , rt) 7→ (r1m1, . . . , rtmt)
είναι επιµορϕισµός R-modules και έχουµε τη ϐραχεία ακριβή ακολουθία 0→ Ker g →
Rt → M → 0. Σύµϕωνα µε Θεώρηµα 1 και το Πόρισµα 1 προκύπτει ότι M είναι R-
module της Noether. �

Παρατήρηση 1. Σύµϕωνα µε το Θεώρηµα Βάσης του Hilbert αν R είναι δακτύλιος
της Noether, τότε R[x] είναι δακτύλιος της Noether. Παρατηρούµε ότι R[x] είναι
R[x]-module της Noether όχι όµως και ως Rmodule, αϕού το R-module R[x] δεν
είναι πεπερασµένα παραγόµενο.

΄Οταν R ⊂ A είναι εγκλεισµός δύο δακτυλίων και A είναι πεπερασµένα παραγόµενο
R-module τότε κάτι πολύ ιδιαίτερο ισχύει όπως προκύπτει από τη παρακάτω πρόταση.

Θεώρηµα 2. ΄Εστω ότι R ⊂ A και ότι A είναι πεπερασµένα παραγόµενο Rmodule. Αν
s ∈ A τότε υπάρχουν n ∈ N, ri ∈ R, i = 0, . . . , n−1 έτσι ώστε sn + rn−1sn−1+ · · ·+ r0 = 0.

Απόδειξη. ΄Εστω m1, . . . , mt ∈ A έτσι ώστε A = ⟨m1, . . . , mt⟩ = Rm1 + · · · + Rmt . Αϕού
s ∈ A, A δακτύλιος, έπεται ότι smi ∈ A, ∀i = 1, . . . , t. ΄Αρα smi = ai1m1 + . . . + aitmt ,
aij ∈ R, για i = 1, . . . , t και προκύπτει το σύστηµα

(s − a11)m1 − a12m2 − . . . − a1tmt = 0
−a21m1 − (s − a22)m2 − . . . − a2tmt = 0

...
−at1m1 − at2m2 − . . . + (s − att)mt = 0

΄Οπως και στην απόδειξη του Λήµµατος του Nakayama προκύπτει ότι αν B είναι ο
προσαρτηµένος πίνακα των συντελεστών του παραπάνω συστήµατος τότε det B · A =
0 ⇒ (st + rn−1st−1 + . . . + r0) · A = 0 όπου rn1 , . . . , r0 ∈ R. Αϕού 1 ∈ A προκύπτει ότι
(st + rn−1st−1 + . . . + r0) · 1 = 0⇒ st + rn−1st−1 + . . . + r0 = 0. �



ΑΝΤΙΜΕΤΑΘΕΤΙΚΗ ΑΛΓΕΒΡΑ 3

Αν R ⊂ A και s ∈ A είναι ϱίζα ενός µονικού πολυωνύµου f (x) = xn + rn−1xn−1 +

· · · + r0 ∈ R[x] τότε λέµε ότι s είναι ακέραιο πάνω από το R. ΄Οταν λοιπόν το A είναι
πεπερασµένα παραγόµενο Rmodule τότε σύµϕωνα µε το προηγούµενο ϑεώρηµα,
κάθε στοιχείο του A είναι ακέραιο πάνω από το R.

2. Πρωταρχικη αναλυση ιδεωδων σε δακτυλιους της Noether

Παρακάτω ϑα ορίσουµε ανάγωγα και πρωταρχικά ιδεώδη. Πρώτα για να διευκο-
λύνουµε την σύγκριση εννοιών ϑυµίζουµε ότι αν I ∈ Spec R και A, B ιδεώδη του R
µε AB ⊂ I και A * I τότε B ⊂ I. Ισοδύναµα, αν I ∈ Spec R και fg ∈ I µε f < I, τότε
g ∈ I. Προκύπτει εύκολα ότι αν A, B, P ∈ Spec R και A ∩ B = P τότε A = P ή B = P.
Είδαµε επίσης ότι ισχύει το Θεώρηµα Αποϕυγής Πρώτων Ιδεωδών: αν I ιδεώδες του
R, P1, . . . , Pn ∈ Spec R και I ⊂ P1 ∪ . . .∪ Pn, τότε I ⊂ Pj για κάποιο j = 1, . . . , n. Τέλος
rad I =

√
I = {f : ∃n ∈ N, f n ∈ I}. Αν I ∈ Spec R τότε rad I = I.

Ορισµός 2.

• Το γνήσιο ιδεώδες I του R λέγεται ανάγωγο αν I = I1 ∩ I2, όπου I1, I2 ιδεώδη
του R και I , I1 τότε I = I2.
• Το γνήσιο ιδεώδες I του R λέγεται πρωταρχικό αν fg ∈ I και f < I , τότε υπάρχει

n ∈ N, έτσι ώστε gn ∈ I.

Παρατήρηση 2. Το γνήσιο ιδεώδες I του R είναι ανάγωγο αν και µόνο αν το µηδενικό
ιδεώδες του R/I είναι ανάγωγο. Πράγµατι I1 ∩ I2 = I ⇔ I1/I ∩ I2/I = I = (0), ενώ
Ii = I ⇔ Ii/I = I.

Πρόταση 2. Το γνήσιο ιδεώδες I του R είναι πρωταρχικό αν και µόνο αν οι διαιρέτες
του µηδενός στον δακτύλιο R/I είναι µηδενοδύναµοι.

Απόδειξη. ΄Εστω (f + I)(g + I) = I, µε f + I, g + I , I, δηλαδή f, g < I. ΄Εχουµε
fg + I = I ⇒ fg ∈ I. Αϕού το Ι είναι πρωταρχικό και f < I, τότε ∃n : gn ∈ I, δηλαδή
gn + I = (g + I)n = I και g + I είναι µηδενοδύναµο. �

Θυµίζουµε ότι τα µηδενοδύναµα στοιχεία ενός δακτυλίου ανήκουν σε κάθε πρώτο
ιδεώδες του δακτυλίου, ενώ το σύνολο των διαιρετών του µηδενός ενός δακτυλίου
ισούται µε την ένωση όλων των πρώτων ιδεωδών του δακτυλίου.

Παραδείγµατα 1.

(1) Είναι εύκολο να δει κανείς ότι I ∈ Spec R ⇒ I ανάγωγο. Επίσης είναι άµεσο
ότι I ∈ Spec R ⇒ I πρωταρχικό.

(2) ΄Εστω k σώµα και I = ⟨x2⟩ ⊂ k[x]. Αν I = ⟨f1(x)⟩ ∩ ⟨f2(x)⟩ τότε είναι εύκολο να
δει κανείς ότι f1(x) ή f2(x) είναι πολλαπλάσια του x2. ΄Αρα I είναι πρωταρχικό.
Είναι επίσης πολύ εύκολο να δει κανείς ότι I είναι πρωταρχικό. Τέλος rad I =
⟨x⟩.

(3) ΄Εστω τώρα I = ⟨x2⟩ στον k[x, y]. Είναι πάλι εύκολο να δει κανείς ότι I είναι
πρωταρχικό και ότι rad I = ⟨x⟩. Να αποδείξετε ότι I είναι και ανάγωγο.

(4) ΄Εστω I = ⟨x2, xy⟩ ⊂ k[x, y]. Τότε I = ⟨x⟩ ∩ ⟨x2, y⟩ και I δεν είναι ανάγωγο.
Παρατηρούµε ότι rad I = ⟨x⟩. Επίσης I δεν είναι πρωταρχικό αϕού xy ∈ I,
x < I αλλά yn < I για n ∈ N.

(5) ΄Εστω I = ⟨x2, y⟩ ⊂ k[x, y]. Τότε rad I = ⟨x, y⟩. Παρατηρούµε ότι k[x, y]/I =
k[x]/⟨x2⟩ και ότι οι διαιρέτες του µηδενός στον R/I είναι µηδενοδύναµοι.
΄Επεται ότι I είναι πρωταρχικό.
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(6) Το ιδεώδες I = ⟨x2, y⟩ ∩ ⟨x, y2⟩ δεν είναι ανάγωγο. Η τοµή δύο µονωνυµι-
κών ιδεωδών παράγεται από τα ελάχιστα κοινά πολλαπλάσια (ΕΚΠ) των µο-
νωνύµων που παράγουν τα ιδεώδη. Στη περίπτωση αυτή παρατηρούµε ότι
ΕΚΠ(x2, x) = x2, ΕΚΠ(x2, y2) = x2y2, ΕΚΠ(x, y) = xy και ΕΚΠ(y, y2) = y2.
΄Αρα I = ⟨x2, xy, y2⟩. Ακόµη

√
I = ⟨x, y⟩ = m ∈ maxSpec R. Είναι εύκολο να

δει κανείς ότι I είναι πρωταρχικό. Πράγµατι, οι διαιρέτες του µηδενός στον
R/I είναι µηδενοδύναµοι αϕού ανήκουν αναγκαστικά στο m/I, το µοναδικό
πρώτο ιδεώδες του R/I και (m/I)2 = m2 + I/I = I.

Παρατηρήσεις 1.

(1) Η τοµή δύο ανάγωγων ιδεωδών δεν είναι ανάγωγο ιδεώδες εκτός αν τα δύο
ιδεώδη είναι ίσα.

(2) Είναι εύκολο να δείξει κανείς ότι
√

I1 ∩ I2 =
√

I1 ∩
√

I2.
(3) ΄Εστω ότι I είναι πρωταχικό ιδεώδες του R. Τότε

√
I ∈ Spec R. Πράγµατι,

έστω fg ∈
√

I και f <
√

I. Τότε f n < I,∀n ∈ N. Αϕού για κάποιο k ∈ N,
(fg)k = f kgk ∈ I και I είναι πρωταρχικό έπεται ότι (gk)l ∈ I, για κάποιο
l ∈ N και συνεπώς g ∈

√
I. Από εδώ και στο εξής, ϑα γράϕουµε ότι I είναι

P-πρωταρχικό, για να δηλώσουµε ότι I είναι πρωταρχικό και ότι P = rad I ∈
Spec R.

(4) Αν
√

I ∈ Spec R τότε I δεν είναι κατανάγκη πρωταρχικό, όπως στη περίπτωση
του ⟨x2, xy⟩.

Ασκήσεις 1.

(1) Να δείξετε ότι αν
√

I ∈ maxSpec R τότε I είναι πρωταρχικό ιδεώδες.
(2) Να δείξετε ότι αν Q είναι P-πρωταρχικό τότε υπάρχει n ∈ N έτσι ώστε Pn ⊂

Q ⊂ P.

Θεώρηµα 3. Αν R είναι δακτύλιος της Noether, τότε κάθε ανάγωγο ιδεώδες του R είναι
πρωταρχικό.

Απόδειξη. ΄Εστω I ανάγωγο ιδεώδες του R. Εποµένως στον R/I το µηδενικό ιδεώδες
είναι ανάγωγο. Παρατηρούµε ότι R/I είναι η επιµορϕική εικόνα ενός δακτυλίου της
Noether και είναι δακτύλιος της Noether. Αρκεί λοιπον να δείξουµε ότι κάθε διαιρέτης
του µηδενός στον R/I είναι και µηδενοδύναµος. ΄Εστω S = R/I. Θα δείξουµε ότι αν
fg = 0 στον S, όπου f , 0, τότε gn = 0, για κάποιο n ∈ N. Ο µηδενιστής του g στον
S είναι το σύνολο ann(g) = {r ∈ S : rg = 0} και είναι ιδεώδες του S. Παρατηρούµε ότι
ann(g) , (0), αϕού f ∈ ann(g) και ότι ann(gi) ⊆ ann(gi+1),∀i ∈ N. αϕού sgi = 0 ⇒
sgi+1 = 0. ΄Ετσι έχουµε µία αύξουσα ακολουθία (0) $ ann(g) ⊆ ann(g2) ⊆ . . .. Αϕού S
είναι δακτύλιος της Noether ∃N ∈ N : ann(gN ) = ann(gN+k),∀k ∈ N. Στη συνέχεια ϑα
δείξουµε ότι (f ) ∩ (gN ) = (0). ΄Εστω q ∈ (f ) ∩ (gN ). Αϕού q ∈ (f ) ⇒ q = q1f ⇒ qg =
q1fg = q10 = 0. Ακόµη, q ∈ (gN )⇒ q = q2gN ⇒ 0 = qg = q2gN+1 ⇒ q2 ∈ ann(gN+1) =
ann(gN ) και συνεπώς q = q2gN = 0. ΄Αρα, πράγµατι (f ) ∩ (gN ) = (0). ΄Οµως (f ) , (0)
και το (0) είναι ανάγωγο ιδεώδες στον S, άρα (gN ) = (0), δηλαδή gN = 0. �

Θεώρηµα 4. ΄Εστω R δακτύλιος της Noether. Κάθε γνήσιο ιδεώδες του R γράϕεται ως
πεπερασµένη τοµή αναγώγων ιδεωδών.

Απόδειξη. ΄Εστω Σ το σύνολο ιδεωδών που δε γράϕονται κατά αυτόν τον τρόπο, (δηλαδή
ως πεπερασµένη τοµή αναγώγων ιδεωδών), και έστω ότι Σ , ∅. Αϕού R είναι δακτύλιος
της Noether, Σ έχει µέγιστο στοιχείο, έστω I. Το I δεν είναι ανάγωγο, άρα I = I1∩I2, I $
I1, I2. ΄Αρα I1, I2 < Σ και εποµένως I1 = Q1 ∩ · · · ∩ Qr και I2 = P1 ∩ · · · ∩ Pt , όπου
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Q1, . . . , Qr , P1, . . . , Pt ανάγωγα. Εποµένως I = Q1 ∩ · · · ∩ Qr ∩ P1 ∩ · · · ∩ Pt < Σ,
άτοπο. �

Θεώρηµα 5. ΄Εστω R δακτύλιος της Noether. Κάθε γνήσιο ιδεώδες του R γράϕεται ως
πεπερασµένη τοµή πρωταρχικών ιδεωδών.

Πρόταση 3. ΄Εστω ότι I1, I2 είναι P-πρωταρχικά. Τότε I1 ∩ I2 είναι P-πρωταρχικό.

Απόδειξη. Θυµίζουµε ότι P =
√

I1 =
√

I2. ΄Εχουµε ήδη δει ότι
√

I1 ∩ I2 =
√

I1 ∩
√

I2.
Αρκεί λοιπόν να δείξουµε ότι I1 ∩ I2 είναι πρωταρχικό. ΄Εστω ότι fg ∈ I1 ∩ I2 και
f < I1 ∩ I2. Αν f < I1 ⇒ ∃n : gn ∈ I1 ⇒ g ∈ P, άρα ∃m : gm ∈ I2 και gmax{n,m} ∈ I1 ∩ I2.
Οµοίως αν f < I2. �

Ορισµός 3. ΄Εστω ότι I = Q1 ∩ Q2 ∩ · · · ∩ Qs, όπου για i, j = 1, . . . , s, Qi είναι Pi -
πρωταρχικό, Pi , Pj αν i , j και

∩
j,i Qj , I. Τότε λέµε ότι έχουµε µία ελάχιστη

ανάγωγη πρωταρχική ανάλυση του I και τα Pi λέγονται προσαρτηµένα πρώτα ιδεώδη
του I. Το σύνολο όλων των προσαρτηµένων πρώτων ιδεωδών του I συµβολίζεται µε
Ass(R/I).

Θεώρηµα 6. ΄Εστω R δακτύλιος της Noether. Κάθε γνήσιο ιδεώδες του R έχει µία
ελάχιστη ανάγωγη επίλυση.

Θα δείξουµε ότι Ass(R/I) είναι πεπερασµένο σύνολο και ότι αν P ∈ Ass(R/I) τότε σε
κάθε ελάχιστη ανάγωγη πρωταρχική ανάλυση του I υπάρχει ένα πρωταρχικό ιδεώδες
µε ϱιζικό P. Θα δείξουµε επίσης ότι ένα πρώτο ιδεώδες P είναι προσαρτηµένο στο I
αν και µόνο αν P = (I : f ) για κάποιο f ∈ R. Θυµίζουµε ότι µε (I : f ) συµβολίζουµε
το ιδεώδες {r ∈ R : rf ∈ I}. Θα χρειαστούµε τα παρακάτω λήµµατα.

Είναι εύκολο να δει κανείς ότι

Λήµµα 1. ((I1 ∩ I2) : f ) = (I1 : f ) ∩ (I2 : f ).

Λήµµα 2. ΄Εστω ότι Q είναι P-πρωταρχικό. Αν f < Q, τότε (Q : f ) είναι P-πρωταρχικό.

Απόδειξη. Πρώτα ϑα δείξουµε ότι
√

Q : f = P. Αν g ∈
√

Q : f ⇒ gm ∈ (Q : f ) ⇒
fgm ∈ Q. Αϕού f < Q και Q είναι P-πρωταρχικό, έπεται ότι g ∈ P. ΄Αρα

√
Q : f ⊂ P.

΄Οµως Q ⊂ (Q : f ) ⊂ P και παίρνοντας ϱιζικά έπεται ότι P =
√

Q ⊂
√

Q : f ⊂√
P = P ⇒

√
Q : f = P. Τώρα ϑα δείξουµε ότι (Q : f ) είναι πρωταρχικό. ΄Εστω

g1, g2 ∈ (Q : f ), µε g1 < (Q : f ). Εποµένως g1f < Q. Αϕού g1g2f = (g1f )g2 ∈ Q έπεται
ότι g2

m ∈ Q ⊂ (Q : f ), άρα (Q : f ) είναι πρωταρχικό. �

Θεώρηµα 7. ΄Εστω I γνήσιο ιδεώδες του R. Τότε Ass(R/I) = {
√

I : f : f ∈ R}∩Spec R.

Απόδειξη. Θα δείξουµε πρώτα ότι Ass(R/I) είναι υποσύνολο του {
√

I : f : f ∈ R}.
΄Εστω P ∈ Ass(R/I). Υπάρχει λοιπόν µία ελάχιστη ανάγωγη πρωταρχική ανάλυση του
I, I = Q1 ∩ . . . ∩ Qn όπου Qi είναι Pi-πρωταρχικό για i = 1, . . . , n και P1 = P. ΄Εστω
J =

∩
j,i Qi . Αϕού I , J , έπεται ότι Q1

∩
J $ J . ΄Αρα υπάρχει f ∈ J και f < Q1.

΄Εστω ότι j , 1. Τότε (Qj : f ) = R αϕού f ∈ Qj. ΄Επεται ότι (I : f ) = (Q1 : f ) ∩ (Q2 :
f ) ∩ · · · ∩ (Qn : f ) = (Q1 : f ). Αϕού f < Q1 σύµϕωνα µε το Λήµµα 2, έπεται ότι√

I : f =
√

Q1 : f = P1.
Για τον αντίστροϕο εγκλεισµό, έστω ότι P =

√
I : f ∈ Spec R. ΄Εστω I = Q1∩ · · ·∩Qn

µία ελάχιστη ανάγωγη πρωταρχική ανάλυση του I όπου Qi είναι Pi-πρωταρχικό για
i = 1, . . . , n. Παρατηρούµε ότι αν f ∈ Qi τότε

√
Qi : f = R, ενώ αν f < Qi τότε√

Qi : f = Pi . ΄Ετσι παίρνοντας ϱιζικά του ιδεώδους (I : f ) = (Q1 : f ) ∩ (Q2 : f ) ∩
· · · ∩ (Qn : f ) , προκύπτει ότι P =

√
Q1 : f ∩

√
Q2 : f ∩ · · · ∩

√
Qn : f = Pi1 ∩ · · · ∩ Pil ,



6 Χ. ΧΑΡΑΛΑΜΠΟΥΣ

όπου {i1, . . . , il} ⊂ {1, . . . , n}. ΄Οµως P είναι πρώτο ιδεώδες και άρα Pis = P για κάποιο
δείκτη s. �

Παρατηρούµε ότι κατά τη διάρκεια της απόδειξης του δεύτερου εγκλεισµού δείξαµε
ότι όλες οι ελάχιστες ανάγωγες αναλύσεις έχουν το ίδιο µήκος και ότι αν P ∈ Ass(R/I)
τότε P εµϕανίζεται σε κάθε ελάχιστη ανάγωγη ανάλυση του I.

΄Ασκηση 1. (Θέµα Παρουσίασης) Αν I γνήσιο ιδεώδες του R, P ∈ Ass(R/I) τότε να
δείξετε ότι υπάρχει f ∈ R έτσι ώστε (I : f ) = P.


