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Οι σηµειώσεις αυτές είναι ϐασισµένες στις διαλέξεις του µαθήµατος. Καταγράϕηκαν
αρχικά ηλεκτρονικά από τη κ. Μ. Παλαιστή. Επεξεργάστηκαν και συµπληρώθηκαν
σε αυτή τη µορϕή από την διδάσκουσα.

1. Θεωρηµα Βασης του Hilbert

Αν 0 , f (x) ∈ R[x], τότε µε lc(f (x)) συµβολίζουµε τον συντελεστή του µεγιστοβάθ-
µιου όρου του f (x): δηλαδή αν f (x) = anxn + an−1xn−1 + . . . + a0 όπου an , 0, τότε
lc(f (x)) = an.

Θεώρηµα 1. (Θεώρηµα Βάσης του Hilbert) Αν ο R είναι δακτύλιος της Noether, τότε
R[x] είναι δακτύλιος της Noether.

Απόδειξη. ΄Εστω I ιδεώδες του R[x]. Για n ∈ N, ϑεωρούµε το σύνολο

Jn = {r = lc(f (x)) : f (x) ∈ I, deg f (x) = n} ∪ {0} .

Είναι εύκολο να δει κανείς ότι Jn είναι ιδεώδες του R. Επίσης προκύπτει εύκολα ότι
Jn ⊂ Jn+1,∀n. Αϕού R είναι δακτύλιος της Noether, ∃N έτσι ώστε JN = JN+k ,∀k ∈
N. Θεωρούµε τώρα την ακολουθία J0 ⊂ J1 ⊂ . . . ⊂ JN = JN+1. Αϕού R είναι
δακτύλιος της Noether, τα ιδεώδη Ji , i = 1, . . . , N είναι πεπερασµένα παραγόµενα:
Ji =

⟨
ai1, . . . , aisi

⟩
και έστω fij(x) ∈ I, deg fij(x) = i και lc(fij(x)) = aij για j = 1, . . . , si .

΄Εστω τώρα
I ′ =
⟨
f01(x), . . . , f0s0 (x), f11(x), . . . , fNsN (x)

⟩
.

Θα δείξουµε ότι I = I ′. Είναι προϕανές ότι I ′ ⊂ I. Για τον αντίστροϕο εγκλεισµό ϑα
αποδείξουµε ότι αν 0 , f ∈ I τότε f ∈ I ′, χρησιµοποιώντας επαγωγή ως προς deg
f (x). Αν deg f (x) = i ≤ N , τότε lc(f (x)) ∈ Ji , άρα lc(f (x)) = r1ai1 + · · · + rsi aisi , ri , aisi ∈
R. ΄Εστω f ′(x) = r1fi1(x) + · · · + rsi fisi (x). Παρατηρούµε ότι lc(f (x)) = lc(f ′(x)) και
f ′(x) ∈ I ′ ⊂ I. ΄Αρα (f − f ′)(x) ∈ I και deg(f − f ′)(x) < i. Σύµϕωνα µε την υπόθεση της
επαγωγής έχουµε (f −f ′)(x) ∈ I ′ και συνεπώς f (x) ∈ I ′. ΄Εστω τώρα ότι deg f (x) = i > N.
Τότε lc(f (x)) ∈ Ji = JN+(i−N) = JN , άρα lc(f (x)) = r1aN1 + · · · + rsN aNsN . Θεωρούµε
το πολυώνυµο f ′(x) = x i−N (r1fN1(x) + · · · + rsN fNsN (x)) ∈ I ′. Τότε deg f ′(x) = i και
lc(f ′(x)) = lc(f (x)). Αϕού deg(f − f ′)(x) < i και (f − f ′)(x) ∈ I, από την υπόθεση της
επαγωγής έπεται ότι (f − f ′)(x) ∈ I ′ ⇒ f (x) ∈ I. �

Το επόµενο ϑεώρηµα δείχνει ότι για να έχει ο δακτύλιος R την συνθήκη των αυξου-
σών ακολουθιών, αρκεί κάθε πρώτο ιδεώδες του να είναι πεπερασµένο παραγόµενο.

Θεώρηµα 2. Ο δακτύλιος R είναι δακτύλιος της Noether αν και µόνο αν κάθε P ∈
Spec(R) είναι πεπερασµένα παραγόµενο.
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2 Χ. ΧΑΡΑΛΑΜΠΟΥΣ

Απόδειξη. Η µία κατεύθυνση είναι προϕανής. Για την αντίστροϕη ϑεωρούµε το σύνολο
S των ιδεωδών του R που δεν είναι πεπερασµένα παραγόµενα. Θα δείξουµε ότι το
σύνολο αυτό είναι κενό. ΄Εστω ότι S , ∅: ϑα καταλήξουµε σε άτοπο, δείχνοντας ότι S
έχει µέγιστα στοιχεία ως προς της σχέση εγκλεισµού και ότι είναι πρώτα ιδεώδη. ΄Εστω
I1 ≤ I2 ≤ . . . µία αλυσίδα στοιχείων του S. Η ένωση

∪
j Ij είναι ιδεώδες του R. ΄Εστω ότι∪

j Ij = ⟨r1, . . . , rt⟩ όπου ri ∈ Isi . Αν n = max{si : ȷ = 1, . . . , t} είναι εύκολο να δει κανείς
ότι
∪

j Ij = In, άτοπο. ΄Αρα
∪

j Ij ∈ S. Σύµϕωνα µε το Λήµµα του Zorn, S έχει µέγιστο
στοιχείο, έστω P. Παρατηρούµε ότι κάθε ιδεώδες που περιέχει το P είναι αναγκαστικά
πεπερασµένα παραγόµενο. ΄Εστω ότι fg ∈ P και f < P, g < P. Αϕού P & P + (f )
έπεται ότι P + (f ) = ⟨p1 + r1f, . . . , ps + rsf ⟩ όπου pi ∈ P, ri ∈ R για i = 1, . . . , s. ΄Εστω
τώρα το ιδεώδες P : f = {r ∈ R : rf ∈ P}. Αϕού g ∈ P : f έπεται ότι P & P : f , άρα
P : f = ⟨h1, . . . , ht⟩, hi ∈ R, i = 1, . . . , t. ΄Εστω Q = ⟨p1, . . . , ps, fh1, . . . , fht⟩. Θα
δείξουµε ότι P = Q. Ισχύει Q ⊆ P. ΄Εστω p ∈ P. Αϕού p ∈ P + (f ) έπεται ότι υπάρχουν
a1, . . . as ∈ R:

p =
s∑

i=1

ai(pi + ri f )⇒ p −
s∑

i=1

aipi =

s∑
i=1

airi f ⇒
s∑

i=1

airi ∈ P : (f )

⇒ ∃bj ∈ R, j = 1, . . . , t :
s∑

i=1

airi =

t∑
j=1

bjhj ⇒
s∑

i=1

ai(ri f ) =
t∑

j=1

bj(hjf )

και

p =
s∑

i=1

aipi +

s∑
i=1

airi f =
s∑

i=1

aipi +

t∑
j=1

bjhjf ,

άρα P ⊆ Q και P = Q. Αυτό όµως είναι άτοπο, γιατί P ∈ S. Εποµένως αν fg ∈ P
τότε f ∈ P ή g ∈ P και άρα P ∈ Spec(R). Αυτό είναι πάλι άτοπο, γιατί κάθε πρώτο
ιδεώδες του R είναι πεπερασµένα παραγόµενο. ΄Αρα S = ∅ και R είναι δακτύλιος της
Noether. �

΄Εστω R[[x]] := {∑∞i=0 aix i : ai ∈ R} ο δακτύλιος των δυναµοσειρών µε συντελεστές
από το R µε τη συνήθη πρόσθεση και συνήθη πολλαπλασιασµό:

∞∑
i=0

aix
i +

∞∑
i=0

bix
i =

∞∑
i=0

(ai + bi)x i ,
∞∑

i=0

aix
i ·
∞∑

i=0

bix
i) =

∞∑
i=0

(
i∑

j=0

ajbi−j)x i) .

Στο στοιχείο q =
∑∞

i=0 aix i ∈ R[[x]] αντιστοιχεί η ακολουθία (a0, a0 + a1x, a0 + a1x +
a2x2, . . .). Αντίστροϕα, σε µία ακολουθία πολυωνύµων (qi) όπου qi+1 − qi = ai+1x i+1

αντιστοιχεί η δυναµοσειρά q =
∑∞

i=0 aix i . Συµβολίζουµε µε c(q) τον συντελεστή του
ελαχιστοβάθµιου όρου του q ∈ R[[x]]: αν q = anxn + an+1xn+1 + . . . όπου an , 0 τότε
c(q) = an. Παρατηρούµε ότι x iR[[x]] αποτελείται από τις δυναµοσειρές που ο ϐαθµός
του ελαχιστοβάθµιου όρου τους είναι τουλάχιστον i.

΄Ασκηση 1. Να ϐρείτε τα αντιστρέψιµα του k[[x]] όπου k είναι σώµα.

Θεώρηµα 3. ΄Εστω R ένας δακτύλιος της Noether. Ο δακτύλιος R[[x]] είναι επίσης
δακτύλιος της Noether.

Απόδειξη. ΄Εστω I ιδεώδες του R[[x]]. Για i ∈ N ϑεωρούµε το σύνολο

Ji =
{

c(q) : q ∈ I ∩ (x iR[[x]] \ x i+1R[[x]])
} ∪ {0} .

Είναι εύκολο να δει κανείς ότι Ji είναι ιδεώδες του R και ότι Ji ⊂ Ji+1, ∀i ∈ N.
Αϕού R είναι δακτύλιος της Noether, υπάρχει N ∈ N, έτσι ώστε JN = JN+k, για
k ∈ N ενώ Ji είναι πεπερασµένα παραγόµενο για i = 0, . . . , N : Ji =

⟨
ai1, . . . , aisi

⟩
µε
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gij = aijx i + . . . ∈ I. ΄Εστω J =
⟨
g01, . . . , gNsN

⟩
. Θα δείξουµε ότι I = J κι εποµένως I

είναι πεπερασµένα παραγόµενο. Ισχύει προϕανώς ότι J ⊆ I. ΄Εστω, τώρα, ότι f ∈ I,
f = b0 + b1x + b2x2 . . .. Παρατηρούµε ότι είτε b0 = 0 είτε b0 = c(f ), άρα b0 ∈ J0 και
∃ r01, . . . , r0s0 ∈ R έτσι ώστε b0 = r01a01+· · ·+r0s0a0s0 . ΄Εστω f0 = r01g01+· · ·+r0s0g0s0 ∈
J . Τότε f − f0 ∈ I ∩ xR[[x]] και c(f − f0) ∈ J1. ΄Αρα ∃ r11, . . . , r1s1 ∈ R[[x]] έτσι ώστε
c(f − f0) = r11a11 + · · · + r1sa1s. Αν f1 = r11g11 + · · · + r1s1g1s1τότε f − f0 − f1 ∈ I ∩ x2B.
Επαναλαµβάνοντας αυτή τη διαδικασία για N − 1 ϐήµατα ϐρίσκουµε δυναµοσειρές
f0, . . . , fN−1 ∈ J έτσι ώστε u = f − f0 − . . . − fN−1 ∈ I ∩ xNR[[x]]. Θα δείξουµε ότι
u ∈ ⟨gN1, . . . , gNsN

⟩ ⊂ J και έτσι ϑα ολοκληρωθεί η απόδειξη ότι I = J . Για ευκολία
συµβολισµού, γράϕουµε sN = h και για i = 1, . . . , h γράϕουµε ai := aNi και gi := gNi .
Θα δείξουµε λοιπόν ότι u ∈ ⟨g1, . . . , gh⟩.

Κατασκευάζουµε επαγωγικά ως προς m ακολουθίες πολυωνύµων (qi,m) για i =
1, . . . , h έτσι ώστε να ικανοποιούνται οι παρακάτω ιδιότητες :
(i) deg qi,m ≤ m
(ii) qi,m − qi,m−1 = r · xm, όπου r ∈ R
(iii) u −∑h

i=1 qi,mgi ∈ I ∩ xN+m+1R[[x]].
Παρακάτω δείχνουµε το επαγωγικό ϐήµα για m = 0 και m = 1. Είδαµε ότι c(u) ∈
JN . ΄Αρα υπάρχουν ri,0 ∈ R έτσι ώστε c(u) =

∑
i ri,0ai . Για i = 1, . . . , h ϑέτουµε

qi,0 = ri,0. ΄Επεται ότι u − ∑i qi,0gi ∈ I ∩ xN+1R[[x]]. Στη συνέχεια δείχνουµε πως
κατασκευάζουµε τα πολυώνυµα qi,1 για i = 1, . . . , h. ΄Εστω ότι ri,1 ∈ R έτσι ώστε
c(u −∑i qi,0gi) =

∑
i ri,1ai . Για i = 1, . . . , h, ϑέτουµε qi,1 = qi,0 + x · ri,1. Συνεχίζουµε

έτσι για κάθε m κατασκευάζοντας τα πολυώνυµα qi,m που ικανοποιούν τις παραπάνω
ιδιότητες.

΄Εστω τώρα qi η δυναµοσειρά, µε µερικά αθροίσµατα τα πολυώνυµα qi,m . Συγκρί-
νοντας για κάθε k ∈ N τους συντελεστές του xN+k των δυναµοσειρών u και

∑h
i=1 qigi

προκύπτει (µε χρήση της τρίτης ιδιότητας παραπάνω) ότι u =
∑h

i=1 qigi και άρα
u ∈ ⟨g1, . . . , gh⟩. �


