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Οι σηµειώσεις αυτές είναι ϐασισµένες στις διαλέξεις του µαθήµατος. Καταγράϕηκαν
αρχικά ηλεκτρονικά από τη κ. Μ. Παλαιστή. Επεξεργάστηκαν και συµπληρώθηκαν
σε αυτή τη µορϕή από την διδάσκουσα.

1. Τοπικοποιηση και R-modules

΄Εστω M R­module και S ένα πολλαπλασιαστικά κλειστό υποσύνολο του R, 1 ∈ S.
Είναι εύκολο να δει κανείς ότι στο M × S η σχέση

(m1, s1) ∼ (m2, s2) αν ∃t ∈ S : t(s2m1 − s1m2) = 0

είναι σχέση ισοδυναµίας. Ορίζουµε m
s τη κλάση ισοδυναµίας του (m, s) στο M ×S και

έστω ότι S−1M είναι το σύνολο των κλάσεων ισοδυναµίας στο M ×S. Παρατηρούµε ότι
οι πράξεις

m1

s1
+
m2

s2
=
s2m1 + s1m2

s1s2
, r

m

s
=
rm

s

πρόσθεσης στοS−1M και εξωτερικού πολλαπλασιασµού µε στοιχεία του R αντίστοιχα,
είναι καλά ορισµένες. Είναι ϱουτίνα να δει κανείς ότι S−1M µε τις παραπάνω πράξεις
είναι R-module.

Πρόταση 1. ΄Εστω M πεπερασµένα παραγόµενο R­module. Τότε S−1M = 0 αν και
µόνο αν ann(M) ∩ S , ∅.

Απόδειξη. Για τη µία κατεύθυνση, η υπόθεση ότι M είναι πεπερασµένα παραγόµενο
R­module δεν χρειάζεται. Πράγµατι έστω ότι t ∈ ann(M) ∩ S. Τότε tm = 0, ∀m ∈
M και άρα m

1 = 0. Για την άλλη κατεύθυνση υποθέτουµε ότι M = ⟨m1, . . . , ms⟩.
Παρατηρούµε ότι ann(M) = ∩si=1 ann(mi). ΄Εστω τώρα ότι S−1M = 0. ΄Επεται ότι
∀1 ≤ i ≤ s, mi

1 = 0⇔ ∃ti ∈ S : timi = 0⇔ ti ∈ ann(mi). ΄Αρα t1 · · · ts ∈ ann(M) ∩ S. �

΄Ασκηση 1. Να εξετάσετε αν η αντιµεταθετική οµάδα A = Q/Z είναι πεπερασµένα
παραγόµενο Z-module. Να ϐρείτε ann(A). ΄Εστω S = Z \0. Να εξετάσετε αν S−1A = 0.

Παρατήρηση 1. ΄Εστω P ∈ Spec(R), S = R \ P. Με MP συµβολίζουµε το R-module
S−1M. ΄Εστω ότι M είναι πεπερασµένα παραγόµενο. Σύµϕωνα µε την παραπάνω
πρόταση ισχύει ότι MP , 0 αν και µόνο αν ann(M) ⊂ P. Ορίζουµε

Supp(M) := {P ∈ Spec(R) : MP , 0} .

Πρόταση 2. ΄Εστω M ένα R-module και m ∈ M. Τότε m = 0 ⇔ m
1 = 0 ∈ MP ,

∀ P ∈ maxSpecR.
1
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Απόδειξη. Η κατεύθυνση (⇒) είναι προϕανής. ΄Εστω τώρα ότι m , 0. Τότε ann(m) ,
R ⇒ ∃P ∈ maxSpecR, έτσι ώστε ann(m) ⊂ P. ΄Επεται ότι m

1 , 0 στο MP . �
Το R-module S−1M έχει και µία άλλη δοµή, όπως σας Ϲητά να δείξετε η εποµένη

άσκηση.

΄Ασκηση 2. Η αντιµεταθετική οµάδα S−1M µε πράξη r
s ·

m
t =

rm
st είναι και S−1R-

module.

Η δοµή αυτή προκύπτει και από την εποµένη πρόταση. Παρατηρούµε ότι τα
στοιχεία του M ⊗R S−1R είναι της µορϕής m ⊗ 1

s . Πράγµατι

n∑
i=1

mi ⊗
ri
si
=

n∑
i=1

mi ⊗ ri
s1 · · · ŝi · · · sn
s1 · · · sn

=

n∑
i=1

(ris1 · · · ŝi · · · sn)mi ⊗
1

s1 · · · sn
=

n∑
i=1

(ris1 · · · ŝi · · · sn)mi ⊗
1

s1 · · · sn
.

Είναι εύκολο να δει κανείς ότι M ⊗R S−1R είναι S−1R-module µε εξωτερικό πολλαπλα-
σιασµό r

s

∑
m ⊗ 1

t = rm ⊗
1
st .

Πρόταση 3. S−1M � M ⊗R S−1R ως S−1R-modules.

Απόδειξη. Θα ϐρούµε καταρχήν έναν R-ισοµορϕισµό ϕ : M ⊗R S−1R −→ S−1M.
Πράγµατι είναι εύκολο να δει κανείς ότι η συνάρτηση f : M×S −→ S−1M, (m, rs ) 7→ rm

s
είναι καλά ορισµένη και διγραµµική. Επίσης αν g : M × S −→ P είναι διγραµµική
συνάρτηση, τότε η συνάρτηση ϕ : S−1M −→ P, m

s 7→ g(m, 1
s ) είναι καλά ορισµένη και

R-οµοµορϕισµός. Είναι ο µοναδικός R-οµοµορϕισµός έτσι ώστε το διάγραµµα

M × S−1R

g

��

f // S−1M

ϕ
yyrrr

rrr
rrr

rr

P

να είναι αντιµεταθετικό. Σύµϕωνα µε την Καθολική Ιδιότητα Απεικόνισης του τανυστι-
κού γινοµένου, έπεται ότι ψ : M ⊗R S−1R −→ S−1M, m ⊗ r

s 7→
rm
s είναι ισοµορϕισµός.

Μένει να ϐεβαιωθούµε ότι ψ είναι ισοµορϕισµός S−1R-modules. Παρατηρούµε ότι

ψ(
r

s
(m ⊗ 1

t
)) = ψ(rm ⊗ 1

st
) =

rm

st
=
r

s

m

t
=
r

s
ψ(m ⊗ 1

t
)

�

Παρατήρηση 2. ΄Εστω ότι f : M −→ N είναι R-οµοµορϕισµός. Είναι εύκολο να
δει κανείς ότι S−1f : S1M −→ S−1N , m

s 7→
f (m)
s είναι S1R-οµοµορϕισµός. ΄Ετσι στη

γλώσσα της Οµολογικής ΄Αλγεβρας η τοπικοποίηση είναι ένας τελεστής (functor) από
τη κατηγορία των R­modules στην κατηγορία των S−1R­modules. Παρατηρούµε ότι
το παρακάτω διάγραµµα είναι αντιµεταθετικό :

M ⊗R S−1R
f ⊗id //

�
��

N ⊗R S−1R

�
��

S−1M
S−1f // S−1N
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όπου οι κάθετοι ισοµορϕισµοί είναι οι S−1R-ισοµορϕισµοί της παραπάνω πρότασης.
Πράγµατι

m ⊗ r
s

//

��

f (m) ⊗ r
s

��
rm
s

// f (rm)
s

Θεώρηµα 1. ΄Εστω 0→N f→ M
g
→ M ′ → 0 ϐραχεία ακριβής ακολουθία R-modules.

΄Εστω S πολλαπλασιαστικό σύνολο του R. Τότε 0 → S−1N
S−1f→ S−1M

S−1g
→ S−1M ′ → 0

είναι ϐραχεία ακριβής ακολουθία S−1R-modules.

Απόδειξη. Σύµϕωνα µε τα παραπάνω, το παρακάτω διάγραµµα είναι αντιµεταθετικό :

0 // S−1R ⊗ N id⊗f //

�
��

S−1R ⊗M id⊗g //

�
��

S−1R ⊗M ′ //

�
��

0

0 // S−1N
S−1f // S−1M

S−1g // S−1M ′ // 0

Σύµϕωνα µε τις ιδιότητες του τανυστικού γινοµένου, η ακολουθία S−1R⊗N → S−1R⊗
M → S−1R⊗M ′ → 0 είναι ακριβής. Η αντιµεταθετικότητα του διαγράµµατος επιβάλλει
ότι S−1N −→ S−1M −→ S−1M ′ −→ 0 είναι ακριβής. Θα δείξουµε είναι ότι S−1f είναι
µονοµορϕισµός. ΄Εστω ότι n

s 7→
f (n)
s = 0. Τότε ∃t ∈ S : tf (n) = 0⇒ f (tn) = 0⇒ tn =

0⇒ n
s = 0. �

Πόρισµα 1. ΄Εστω N ⊂ M υπο-module του M. ΄Εστω S πολλαπλασιαστικά κλειστό
σύνολο του R. Τότε S−1(M/N) � S−1M/S−1N .

Απόδειξη. ΄Εχουµε τη παρακάτω ϐραχεία ακριβής ακολουθία : 0 → N ↪→ M →
M/N → 0. Σύµϕωνα µε το παραπάνω ϑεώρηµα έπεται ότι 0 → S−1N ↪→ S−1M →
S−1(M/N)→ 0 είναι ϐραχεία ακριβής ακολουθία. �

Πόρισµα 2. ΄Εστω P ∈ Spec(R), S = R\P. Τότε S−1(R/P) � S−1R/S−1P = RP/PRP και
S−1(R/P) είναι σώµα.

Παραδείγµατα 1.

(1) ΄Εστω P = 2Z, S = Z \ P. ΄Εχουµε δει ότι ZP =
{

k
2m+1 : k,m ∈ Z

}
⊂ Q. Επίσης

είδαµε ότι PZP =
{

2l
2m+1 : l, m ∈ Z

}
είναι το µοναδικό µέγιστο ιδεώδες του ZP .

∆εν είναι δύσκολο να δει κανείς ότι ZP/2ZP αποτελείται από δύο στοιχεία και
άρα ZP/2ZP � Z2.

(2) ΄Εστω τώρα R = Z[x] και P = 2R = ⟨2⟩ = {2f (x) : f (x) ∈ Z[x]}. Αϕού
R/P � Z2[x] έπεται ότι P ∈ Spec(R). ΄Εστω S = Z[x]\(2). Από το Πόρισµα 3
προκύπτει ότι RP/PRP � Z2(x).

΄Εστω S πολλαπλασιαστικά κλειστό σύνολο του R, έτσι ώστε 1 ∈ S, και έστω ότι I
είναι ιδεώδες του R. Στον δακτύλιο R/I ϑεωρούµε το σύνολο T = {s̄ = s + I : s ∈ S}.
Είναι εύκολο να δει κανείς ότι T είναι πολλαπλασιαστικά κλειστό σύνολο και ότι 1̄ ∈ T .

Πρόταση 4. T−1(R/I) � S−1R/IS−1R.

Απόδειξη. Θα δείξουµε ότι ο δακτύλιος S−1R/IS−1R ικανοποιεί την καθολική ιδιότητα
απεικόνισης για την τοπικοποίηση του R/I στο T . ΄Εστω

f : R/I −→ S−1R/IS−1R, r + I 7→ r

1
+ IS−1R .
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Η συνάρτηση f είναι καλά ορισµένη, οµοµορϕισµός δακτυλίων και αν s + I ∈ T τότε
f (s + I) είναι αντιστρέψιµο στοιχείο του S−1R/IS−1R. ΄Εστω ότι g : R/I −→ A είναι
οµοµορϕισµός δακτυλίων έτσι ώστε g(s + I) να είναι αντιστρέψιµο στοιχείο του A για
κάθε s ∈ S. Θέτουµε

h : S−1R/IS−1R −→ A,
r

s
+ IS−1R 7→ (g(s + I))−1g(r + I) .

Τότε η h είναι καλά ορισµένη, οµοµορϕισµός δακτυλίων, και µάλιστα ο µοναδικός
οµοµορϕισµός έτσι ώστε το παρακάτω διάγραµµα να είναι αντιµεταθετικό :

R/I

g

��

f // S−1R/IS−1R

h
yyrrr

rrr
rrr

rr

A

�

Πόρισµα 3. ΄Εστω P ∈ SpecR. Το σώµαRP/PRP είναι ισόµορϕο µε το σώµα κλασµάτων
του R/P.

Απόδειξη. ΄Εστω S = R \ P. Το σύνολο T = {s + P : s ∈ S} ⊂ R/P αποτελείται από όλα
τα µη µηδενικά στοιχεία του R/P. �

Πρόταση 5. ΄ΕστωM πεπερασµένα παραγόµενο R-module. M = 0⇔ M⊗RRm/mRm =
0, ∀m ∈ maxSpec(R).

Απόδειξη. Αϕού M είναι πεπερασµένα παραγόµενο R-module, έπεται ότι Mm είναι
πεπερασµένα παραγόµενο Rm-module ∀m ∈ maxSpec(R). ΄Εστω S = R \m. Τότε

M ⊗R Rm/mRm � M ⊗R (S−1R ⊗R R/m) � (M ⊗R S−1R) ⊗R R/m �

S−1M ⊗R R/m = Mm ⊗R R/m � Mm/mMm .
Εάν λοιπόν M ⊗R Rm/mRm = 0 έπεται ότι Mm = mMm. Σύµϕωνα µε το Λήµµα του
Nakayama έπεται ότι Mm = 0 ∀m ∈ maxSpec(R). Σύµϕωνα µε τη Πρόταση 2 έπεται
ότι M = 0. �

΄Ασκηση 3. ΄Εστω ότι N ⊂ M και ότι Mm = Nm για κάθε m ∈ maxSpec(R). Τότε M = N .

∆ακτυλιοι της Noether

Θεώρηµα 2. Οι παρακάτω συνθήκες είναι ισοδύναµες :

(1) Κάθε ιδεώδες I του R είναι πεπερασµένα παραγόµενο
(2) Κάθε αύξουσα αολουθία ιδεωδών του R γίνεται στατική
(3) Κάθε µη κενό υποσύνολο ιδεωδών του R έχει µέγιστο στοιχείο.

Απόδειξη. 1 ⇒ 2 : ΄Εστω I1 ⊆ I2 ⊆ . . . αύξουσα ακολουθία ιδεωδών του R. ΄Εστω
I =
∪
j Ij: I είναι ιδεώδες του R. Από την υπόθεση I είναι πεπερασµένα παραγόµενο.

΄Εστω ότι I = ⟨r1, . . . , rt⟩ , ri ∈ If (i), κι έστω n = max{f (1), . . . , f (t)}. Τότε, ri ∈ In και
για κάθε l ≥ n, έχουµε Il ⊂ I = In ⊂ Il , άρα Il = In.
2 ⇒ 3 : ΄Εστω S , ∅ σύνολο ιδεωδών του R, κι έστω ότι το S δεν έχει µέγιστο
στοιχείο. ΄Εστω I1 ∈ S. Αϕού I1 δεν είναι µέγιστο στο S, υπάρχει I2 ∈ S, έτσι ώστε
I1 ⊂, I2. Το I2 οµοίως, δεν είναι µέγιστο στο S, άρα υπάρχει I3 ∈ S, έτσι ώστε I2 ⊂, I3.
Συνεχίζοντας επαγωγικά τη διαδικασία αυτή κατασκευάζουµε µία αύξουσα άπειρη
ακολουθία ιδεωδών, η οποία δε γίνεται στατική.
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3 ⇒ 1 : ΄Εστω Ι ιδεώδες του R και S το σύνολο που αποτελείται από τα ιδεώδη A
του R, ώστε A ⊂ I και A πεπερασµένα παραγόµενο. Το (0) ανήκει στο S, άρα το S
είναι µη κενό κι εποµένως έχει ένα µέγιστο στοιχείο J ⊂ I. Αϕού J πεπερασµένα
παραγόµενο έπεται ότι J = ⟨r1, . . . , rl⟩. ΄Εστω ότι I , J . Τότε, υπάρχει f ∈ I µε f < J .
Τότε J $ J + (f ) = ⟨r1, . . . , rs, f ⟩ ⊂ I άτοπο, αϕού J µέγιστο στο S. �

Ορισµός 1. ΄Ενας δακτύλιος R καλείται δακτύλιος της Noether αν κάθε ιδεώδες I του
R είναι πεπερασµένα παραγόµενο.

Παραδείγµατα 2.

(1) ΄Εστω k σώµα. Τότε k είναι δακτύλιος της Noether.
(2) Κάθε ιδεώδες του Z είναι κύριο και άρα Z είναι δακτύλιος της Noether.
(3) ΄Εστω k σώµα. Τότε k[x] είναι περιοχή κυρίων ιδεωδών και είναι δακτύλιος

της Noether.
(4) Στην επόµενη ενότητα ϑα αποδείξουµε το παρακάτω ϑεώρηµα:

Θεώρηµα Βάσης του Hilbert Αν R είναι δακτύλιος της Noether, τότε R[x]
είναι δακτύλιος της Noether.

Θεώρηµα 3. ΄Εστω ϕ : R −→ A επιµορϕισµός δακτυλίων. Αν ο R είναι δακτύλιος της
Noether, τότε A είναι δακτύλιος της Noether.

Απόδειξη. Σύµϕωνα το 1ο Θεώρηµα Ισοµορϕίας ∆ακτυλίων ισχύει ότι A � R/Kerϕ.
Αρκεί λοιπόν να δείξουµε ότι R/Kerϕ είναι δακτύλιος της Noether. Τα ιδεώδη του
R/Kerϕ είναι της µορϕής I/Kerϕ όπου I ιδεώδες του R που περιέχει το Kerϕ. Αν
I = ⟨r1, . . . , rs⟩ τότε I/Kerϕ = ⟨r1 + Kerϕ, . . . , rs + Kerϕ⟩. �

Με το επόµενο παράδειγµα, ϑα δούµε ότι ένας υποδακτύλιος ενός δακτυλίου της
Noether δεν είναι κατανάγκη δακτύλιος της Noether.

Παράδειγµα 1. Σύµϕωνα µε το Θεώρηµα Βάσης του Hilbert ο δακτύλιος Z[x, y] �
Z[x][y] είναι δακτύλιος της Noether. ΄Εστω

A = {a + xf (x, y) : a ∈ Z, f (x, y) ∈ Z[x, y]} ⊂ Z[x, y] .

Θα δείξουµε ότι A δεν είναι δακτύλιος της Noether. Πράγµατι ϑα δείξουµε ότι η
αλυσίδα

⟨x⟩ ⊂ ⟨x, xy⟩ ⊂ ⟨x, xy, xy2⟩ ⊂ · · ·
είναι µία άπειρη αύξουσα ακολουθία ιδεωδών του A. Θα δείξουµε καταρχήν ότι
⟨x⟩ $ ⟨x, xy⟩ αϕήνοντας την απόδειξη της γενικής περίπτωσης στον αναγνώστη.

΄Εστω ότι xy ∈ ⟨x⟩. Τότε, υπάρχουν a ∈ Z, f (x, y) ∈ Z[x, y], έτσι ώστε xy =
x(a + xf (x, y))⇒ xy = xa + x2f (x, y)⇒ x(y− a − xf (x, y)) = 0⇒ y− a − xf (x, y) = 0.
΄Οµως το πολυώνυµο y − a − xf (x, y) δεν µπορεί να είναι το µηδενικό, αϕού για
παράδειγµα αν αντικαταστήσουµε τη τιµή 0 για το x παίρνουµε ότι y = a, άτοπο. �.


