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Οι σηµειώσεις αυτές είναι ϐασισµένες στις διαλέξεις του µαθήµατος. Καταγράϕηκαν
αρχικά ηλεκτρονικά από τη κ. Μ. Παλαιστή. Επεξεργάστηκαν και συµπληρώθηκαν
σε αυτή τη µορϕή από την διδάσκουσα.

1. Βραχειες ακριβεις ακολουθιες και τανυστικα γινοµενα

΄Εστω A, B,M R-modules. Είδαµε ότι αν f : A −→ B είναι µονοµορϕισµός, τότε ο
οµοµορϕισµός f ⊗ idM : A⊗RM −→ B⊗RM, a ⊗m 7→ f (a)⊗m δεν είναι αναγκαστικά
µονοµορϕισµός.

Θεώρηµα 1. ΄Εστω A, B, C,M R-modules. και A
f→ B

g
→ C → 0 µία ακριβής ακολου-

ϑία R-modules. Τότε A ⊗M f ⊗idM−→ B ⊗M
g⊗idM−→ C −→ 0 είναι ακριβής ακολουθία.

Απόδειξη. Παρατηρούµε ότι η g ⊗ idM είναι επί. Πράγµατι αϕού g είναι επί και
C ⊗R M = ⟨c ⊗m : c ∈ C,m ∈ M⟩ έπεται ότι C ⊗R M = ⟨g(b) ⊗m : b ∈ B, m ∈ M⟩ =
⟨g ⊗ idM (b ⊗m) : b ∈ B,m ∈ M⟩. Στη συνέχεια ϑα δείξουµε ότι Ker(g ⊗ idM ) = Im(f ⊗
idM ).

Για τον εγκλεισµό Im(f ⊗idM ) ⊂ Ker(g⊗idM ) παρατηρούµε ότι a⊗m f ⊗idM7→ f (a)⊗m
g⊗idM7→

g f (a) ⊗m = 0 ⊗m = 0.
Για τον αντίστροϕο εγκλεισµό, καταρχήν παρατηρούµε ότι Im g � B/Ker g. ΄Επεται ότι
ο οµοµορϕισµός g⊗ idM : B⊗RM −→ C⊗RM , b⊗m 7→ g(b)⊗m και ο οµοµορϕισµός
g̃ : B ⊗R M −→ (B/Ker g) ⊗R M, b ⊗m 7→ (b + Ker g) ⊗m έχουν τον ίδιο πυρήνα.

Στη συνέχεια ϑα δείξουµε ότι (B/Kerg)⊗RM � (B⊗RM)/ Im(f ⊗ idM ). Παρατηρού-
µε ότι Im(f ⊗ idM ) = ⟨f (a) ⊗m : a ∈ A, m ∈ M⟩ = ⟨b ⊗m : b ∈ Ker g, m ∈ M⟩ ⊂ B ⊗R
M. ΄Επεται ότι η συνάρτηση (B/Ker g)×M −→ B ⊗R M/ Im(f ⊗ idM ), (b + Ker g,m) 7→
b⊗m+Im(f ⊗ idM ) είναι καλά ορισµένη και είναι εύκολο να επιβεβαιώσει κανείς ότι εί-
ναι διγραµµική. ΄Αρα (B/Ker g)⊗RM−→(B⊗RM)/ Im(f ⊗idM ), (b+Ker g)⊗m 7→ b⊗m+
Im(f ⊗ idM ) είναι R-οµοµορϕισµός . Οµοίως, η συνάρτηση B×M −→ (B/Ker g)⊗RM,
(b,m) 7→ (b + Ker g) ⊗ m είναι διγραµµική, άρα ψ : B ⊗R M −→ (B/Ker g) ⊗R M,
b ⊗m 7→ (b +Ker g) ⊗m είναι οµοµορϕισµός. Παρατηρούµε ότι Im(f ⊗ idM ) ⊂ Kerψ,
άρα Ψ : (B⊗RM)/ Im(f ⊗ idM )−→(B/Ker g)⊗RM, b⊗m+ Im(f ⊗ idM ) = (b+Ker g)⊗m
είναι επίσης R-οµοµορϕισµός, (ϐλέπε πρώτο Θεώρηµα Ισοµορϕίας). Είναι εύκολο να
δούµε ότιΨ◦Φ = id(B/Ker g)⊗RM καιΦ◦Ψ = id(B⊗RM)/ Im(f ⊗idM ). ΄ΑραΨ : (B/Ker g)⊗RM �
είναι ισοµορϕισµός. Εποµένως Ker g̃ = Ker(g̃ ◦ Ψ). ΄Οµως

g̃ ◦ Ψ : B ⊗R M −→ (B/Ker g) ⊗R M −→ (B ⊗R M)/ Im(f ⊗ idM )

b ⊗m 7→ b ⊗m + Im(f ⊗ idM )
είναι ο κανονικός επιµορϕισµός και άρα Ker g̃ = Im f ⊗ idM . �
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Ο τελεστης Hom

΄Εστω A, B δύο R-modules. Θα συµβολίζουµε µε HomR(A, B) την αντιµεταθετική
οµάδα που τα στοιχεία της είναι οι R-οµοµορϕισµοί από το A στο B, και µε πράξη
τη πρόσθεση συναρτήσεων. ΄Εστω f ∈ HomR(A, B), r ∈ R. Ορίζουµε r · f : A −→ B
να είναι ο οµοµορϕισµός όπου a 7→ r · f (a). Η οµάδα HomR(A, B) µέ τον παραπάνω
εξωτερικό πολλαπλασιασµό είναι Rmodule, όπως εύκολα µπορεί να επιβεβαιώσει
κανείς.

΄Εστω τώρα A, B,M τρία R-modules. Παρατηρούµε ότι δοθέντος f : A −→ B,
f ∈ HomR(A, B), υπάρχει ένας R-οµοµορϕισµός f ∗ : HomR(B,M)−→HomR(A,M),
f ∗(g) = g ◦ f . Σχηµατικά η εικόνα του g στο HomR(A,M) είναι ο οµοµορϕισµός που
προκύπτει από τη σύνθεση των συναρτήσεων στο παρακάτω διάγραµµα:

A

f

��

g ◦f // M

B

g
>>}}}}}}}}

Θεώρηµα 2. ΄Εστω A, B, C,M R-modules και A
f→ B

g
→ C → 0 µία ακριβή ακολουθία.

Τότε η ακολουθία 0→ HomR(C,M)
g∗

→ HomR(B,M)
f ∗→ HomR(A,M) είναι ακριβής.

Απόδειξη. Πρώτα ϑα δείξουµε ότι η g∗ είναι µονοµορϕισµός. ΄Εστω ότι ϕ ∈ Kerg∗. Θα
δείξουµε ότι η ϕ είναι η µηδενική συνάρτηση, δηλαδή ότι ϕ(c) = 0,∀c ∈ C. Αϕού
g∗(ϕ) = 0 έπεται ότι ϕ ◦ g = 0:

B

g

��

ϕ ◦g // M

C

ϕ
>>~~~~~~~~

΄Αρα (ϕ ◦ g)(b) = 0,∀b ∈ B ⇒ ϕ(g(b)) = 0,∀b ∈ B. Αϕού όµως η g είναι επί, αυτό
σηµαίνει ότι ϕ(c) = 0,∀c ∈ C και εποµένως πράγµατι η g∗ είναι µονοµορϕισµός.

Στη συνέχεια ϑα δείξουµε ότι ϑα δείξουµε ότι Im g∗ ⊂ Ker f ∗. Αρκεί να δείξουµε ότι
f ∗ ◦ g∗ = 0. ΄Εστω ϕ ∈ HomR(C,M) ⇒. Τότε f ∗ ◦ g∗(ϕ) = ϕ ◦ g ◦ f όπως φαίνεται στο
παρακάτω διάγραµµα:

A

f

��

ϕ◦g◦f // M

B g
//

ϕ ◦g
>>~~~~~~~~
C

ϕ

OO

΄Οµως g ◦ f = 0, άρα (f ∗ ◦ g∗)(ϕ) = ϕ ◦ g ◦ f = 0.
Τέλος ϑα δείξουµε ότι Ker f ∗ ⊂ Im g∗. ΄Εστω ψ ∈ HomR(B,M) και ότι ψ ∈ Ker f ∗.

Αυτό σηµαίνει ότι στο HomR(A,M), ο οµοµορϕισµός f ∗(ψ) = 0 και άρα (ψ ◦ f )(a) =
0,∀a ∈ A. ∆ηλαδή έχουµε ότι Im f ⊂ Kerψ. Αϕού Im f = Ker g, έπεται ότι Ker g ⊂
Kerψ. Από το πρώτο Θεώρηµα Ισοµορϕίας προκύπτει ότι ϕ : B/Ker g −→ M, ϕ(b +
Ker g) = ψ(b) είναι καλά ορισµένη συνάρτηση και οµοµορϕισµός R-modules. ΄Εστω
ο κανονικός ισοµορϕισµός B/Ker g −→ C, b + Ker g 7→ g(b) και ο αντίστροϕός του
θ : C −→ B/Ker g. ΄Ετσι θ(g(b)) = b + Ker g. Τότε ϕ′ = ϕ ◦ θ ∈ HomR(C,M) και ϑα
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δούµε ότι g∗(ϕ′) = ψ. Σχηµατικά:

B

g

��

ϕ′◦g // M

C

ϕ′

;;wwwwwwwwww
θ
// B/Ker g

ϕ

OO

Πράγµατι g∗(ϕ′)(b) = ϕ′ ◦ g (b) = ϕ ◦ θ(g(b)) = ϕ(b + Ker g) = ψ(b) ∀b ∈ B. ΄Επεται
ότι g∗(ϕ′) = ψ. �

Ασκήσεις 1.

(1) Αν 0→ A
f→ B

g
→ C → 0 ακριβής, να εξετάσετε αν υπάρχει ακρίβεια στο δεξιό

άκρο της ακολουθίας 0 → HomR(C,M)
g∗

→ HomR(B,M)
f ∗→ HomR(A,M) → 0.

Αν όχι, να ϐρείτε ένα αντιπαράδειγµα.
(2) Αν f : A −→ B, τότε να ορίσετε την f∗ : HomR(M,A) −→ HomR(M,B) και να

περιγράψετε την αντίστοιχη ϑεωρία για τις ακριβείς ακολουθίες.

Θεώρηµα 3. ΄Εστω A, B, C R-modules, f ∈ HomR A, B, g ∈ HomR B, C. Αν για κάθε

R-module M η ακολουθία 0→ Hom(C,M)
g∗

→ Hom(B,M)
f ∗→ Hom(A,M) είναι ακριβής,

τότε η ακολουθία 0→ A
f→ B

g
→ C είναι ακριβής.

Απόδειξη. Πρώτα ϑα δείξουµε ότι g είναι επί. ΄Εστω M = C/Img, π : C −→ C/ Im g,
c 7→ c + Im g. Αϕού g∗(π) = π ◦ g = 0 και g∗ είναι µονοµορϕισµός, έπεται ότι π = 0,
δηλαδή ότι C = Im g.

Στη συνέχεια ϑα δείξουµε ότι Im f ⊂ Ker g. ΄Εστω M = C, idC : C −→ C. Αϕού
f ∗g∗ = 0 έπεται ότι f ∗g∗(idC) = 0 και άρα idC gf = 0, εποµένως g ◦ f = 0 και
Im f ⊂ Ker g.

Τέλος ϑα δείξουµε ότι Ker g ⊂ Im f . ΄Εστω M = B/ Im f ,π : B −→ B/ Im f . Αϕού
f ∗(π) = π ◦ f και π ◦ f (a) = 0, ∀a ∈ A έπεται ότι f ∗π = 0 ⇒ π ∈ Im g∗. ΄Αρα υπάρχει
ϕ : C −→ B/ Im f , έτσι ώστε g∗(ϕ) = ϕ ◦ g = π. ΄Εστω, λοιπόν ότι b ∈ Ker g και
g(b) = 0. Τότε ϕ(g(b)) = 0 = π(b) και έπεται ότι π(b) ∈ Im f . �
Στην επόµενη άσκηση, ϑίγεται η στενή σχέση ανάµεσα στους τελεστές Hom( , ) και
⊗R .

΄Ασκηση 1. ΄Εστω θ ∈ HomR(A,HomR(M,B)). Να αποδείξετε ότι υπάρχει οµοµορ-
φισµός θ̃ : A ⊗R M −→ B, έτσι ώστε a ⊗ m 7→ θ(a)(m). Να αποδείξετε ότι Φ :
HomR(A,HomR(M,B)) −→ HomR(A ⊗R M,B), θ 7→ θ̃ είναι ισοµορϕισµός.

Ως εϕαρµογή της σχέσης που προκύπτει από την άσκηση 1 και των Θεωρηµάτων 2
και 3, ϑα δώσουµε µία άλλη απόδειξη του Θεωρήµατος 1 της πρώτης παραγράϕου.

Πόρισµα 1. ΄Εστω A, B, C,M R-modules. και A
f→ B

g
→ C → 0 µία ακριβής ακολου-

ϑία R-modules. Τότε A ⊗M f ⊗idM−→ B ⊗M
g⊗idM−→ C −→ 0 είναι ακριβής ακολουθία.

Απόδειξη. Σύµϕωνα µε το Θεώρηµα 2, 0 → Hom(C, P)
g∗

→ Hom(B, P)
f ∗→ Hom(A, P)

είναι ακριβής για κάθε R-module P. ΄Εστω N τυχαίο R-module και P = Hom(M,N).
Προκύπτει ότι

0→ Hom(C,Hom(M,N))
g∗

→ Hom(B,Hom(M,N))
f ∗→ Hom(A,Hom(M,N))
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είναι ακριβής ακολουθία. Σύµϕωνα µε τη σχέση της άσκησης 1 έπεται ότι

0→ Hom(C ⊗R M,N)
(g⊗idM )∗
−→ Hom(B ⊗R M,N)

(f ⊗idM )∗−→ Hom(A ⊗R M,N)

είναι ακριβής ακολουθία για κάθε R-module N . Σύµϕωνα µε το Θεώρηµα 3 έπεται
ότι

A ⊗R M
g⊗idM−→ B ⊗R M

f ⊗idM )−→ C ⊗R M −→ 0
είναι ακριβής ακολουθία. �


