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Οι σηµειώσεις αυτές είναι ϐασισµένες στις διαλέξεις του µαθήµατος όπως καταγρά-
φηκαν αρχικά ηλεκτρονικά από τη κ. Μ. Παλαιστή.

1. Τοπικοποιηση, µερος ΙΙ

Στη προηγούµενη διάλεξη τοπικοποιήσαµε τον δακτύλιο R αναγκάζοντας όλα τα
στοιχεία εκτός του πρώτου ιδώδους P να γίνουν αντιστρέψιµα. Ο νέος δακτύλιος που
προκύπτει συµβολίστηκε µε S−1R ή RP όπου S = R \P και είναι τοπικός : το µοναδικό
µέγιστο ιδεώδες του είναι το PRP . Πράγµατι

PRP := {
n∑
i=1

ri · fi/si : ri ∈ P, fi/si ∈ RP , n ∈ N}

και είναι ιδεώδες του RP Τα στοιχεία που δεν ανήκουν στο PRP είναι κλάσµατα της
µορϕής t

s όπου t ∈ S και είναι αντιστρέψιµα. ∆ηλαδή τα στοιχεία εκτός του PRP είναι
όλα αντιστρέψιµα. Αυτό µας δίνει ότι PRP είναι το µοναδικό µέγιστο ιδεώδες. Πράγ-
µατι έστω I ιδεώδες του RP έτσι ώστε I * PRP . Τότε υπάρχει f ∈ I, f < PRP . ΄Επεται
ότι f είναι αντιστρέψιµο και άρα RP = ⟨f ⟩ ⊂ I ⇒ I = RP και PRP είναι το µοναδικό
µέγιστο ιδεώδες όπως ήταν το Ϲητούµενο. Θα γενικεύσουµε την τοπικοποίηση ϱ για
ένα οποιαδήποτε πολλαπλασιαστικά κλειστό σύνολο S που περιέχει τη µονάδα.

Ορισµός 1. ΄Εστω R αντιµεταθετικός δακτύλιος, S πολλαπλασιαστικά κλειστό σύνολο
του R. Στο καρτεσιανό γινόµενο R × S ορίζουµε τη παρακάτω σχέση ισοδυναµίας :
(r1, s1) ∼ (r2, s2) ⇔ t(r1s2 − r2s1) = 0 για κάποιο t ∈ S. Θα συµβολίζουµε τις κλάσεις
ισοδυναµίας του (r, s) µε r

s . Το σύνολο S−1R := { rs : r ∈ R, s ∈ S} µε πράξεις
r1
s1
+ r2

s2
= r1s2+r2s1

s1s2
και r1

s1

r2
s2
= r1r2

s1s2
λέγεται τοπικοποίηση του R και είναι αντιµεταθετικός

δακτύλιος.

Το στοιχείο 0
s είναι το µηδενικό στοιχείο του δακτυλίου S−1R ενώ το στοιχείο 0

1
είναι η µονάδα του S−1R. Τα στοιχεία της µορϕής 1

s ,
s
1 είναι αντιστρέψιµα στον S−1R.

Μπορούµε να ϑεωρήσουµε τον δακτύλιο S−1R ως Rmodule µε εξωτερικό πολλαπλα-
σιασµό r · ts =

rt
s . Στη προηγούµενη ενότητα Ϲητήθηκε ως άσκηση να αποδείξετε ότι

υπάρχει µία προς µία αντιστοιχία ανάµεσα στα ιδεώδη του R, για τα οποία η τοµή
τους µε το S είναι το κενό σύνολο και στα γνήσια ιδεώδη του S−1R. Η αντιστοιχία
αυτή στέλνει το ιδεώδες I του R όπου I ∩ S = ∅ στο ιδεώδες IS−1R.

Παράδειγµα 1. Θα τοπικοποιήσουµε τον Z10 = {0,1, . . . ,9} στο πολλαπλασιαστικά
κλειστό σύνολο S = {1,5} ⊂ Z10. Θεωρούµε τα κλάσµατα
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Προϕανώς 0
5 =

0
1 αϕού 0 · 5 − 0 · 1 = 0. Οµοίως 5

5 =
1
1 . Αϕού 2

1 ·
5
1 = 0 και 5

1
είναι αντιστρέψιµο, αναγκαστικά 2

1 = 0. Πράγµατι (2,1) ∼ (0,1) αϕού 5 · (2− 0) = 0.
Οµοίως 4

1 =
4
5 = 0.

΄Ασκηση 1. Να ϐρεθεί η πληθυκότητα του δακτυλίου S−1Z10.

Στην επόµενη άσκηση ϑα µελετήσουµε τη συνάρτηση ϕ : R −→ S−1R, r 7→ r
1 .

΄Ασκηση 2. Να δείξετε ότι η ϕ οµοµορϕισµός δακτυλίων. Πότε είναι η ϕ µονοµορ-
φισµός ; Είναι η ϕ οµοµορϕισµός Rmodules;

Μπορεί να δείξει κανείς ότι ο δακτύλιος S−1R µαζί µε την ϕ : R −→ S−1R ι-
κανοποιούν τη καθολική ιδιότητα απεικόνισης για την τοπικοποίηση. ∆ηλαδή αν
ψ : R −→ T είναι οµοµορϕισµός δακτυλίων έτσι ώστε κάθε στοιχείο του S απεικονίζε-
ται σε αντιστρέψιµο στοιχείο του T , τότε υπάρχει µοναδικός οµοµορϕισµός δακτυλίων
ϕψ : S−1R −→ T , ϕψϕ = ψ. Σχηµατικά

R

ψ

��

ϕ // S−1R

∃!ϕψ||zz
zz
zz
zz
z

T

΄Ασκηση 3. ΄Εστω R = k[x] όπου k σώµα, S = {xn : n ∈ Z≥0. Να δείξετε ότι
S−1R = k[x, x−1.

2. Ληµµα του Nakayama, Μερος ΙΙ

Επανερχόµαστε στο Λήµµα του Nakayama για να δώσουµε την απόδειξη. ΄Εστω M
ένα Rmodule και I ένα ιδεώδες του R. Τότε IM είναι το σύνολο IM = {f1m1+· · ·+ftmt :
fi ∈ I, mt ∈ M, t ∈ N}.
Θεώρηµα 1. (Λήµµα του Nakayama) ΄Εστω M , ένα πεπερασµένα παραγόµενο R
module, I ιδεώδες του R έτσι ώστε M = IM. Τότε υπάρχει a ∈ I έτσι ώστε (1 + a)M = 0.

Απόδειξη. ΄Εστω ότι M = ⟨m1, . . . , ms⟩. Το υπο-Rmodule I ·M του M είναι το σύνολο
{r1m1 + . . . + rsms : ri ∈ I}. Αϕού M = I ·M έπεται ότι

m1 = a11m1 + . . . + a1sms

m2 = a21m1 + . . . + a2sms
...
ms = as1m1 + . . . + assms

όπου aij ∈ I για i, j = 1, . . . , s. ∆ηλαδή mi =
∑s
i=1 aijmj για i, j = 1, . . . , s. ΄Επεται ότι

(1 − a11)m1 − a12m2 − . . . − a1sms = 0
−a21m1 + (1 − a22)m2 − . . . − a2sms = 0

...
−as1m1 − as2 − . . . + (1 − ass)ms = 0

.

Αν

A =


1 − a11 . . . . . .

. . .
. . . . . .

. . . . . . 1 − ass


τότε συνοποτικά οι παραπάνω εξισώσεις αντιστοιχούν στην εξίσωση
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A


m1
...
ms

 = 0.

Θεωρούµε τον πίνακα adjA κι πολλαπλασιάζουµε από τα αριστερά τις δύο ολευρές
της παραπάνω εξίσωσης. (Το γινόµενο αντιστοιχεί σε κατάλληλες γραµµοπράξεις).
΄Επεται ότι

adjA · A


m1
...
ms

 = 0⇒

και άρα  detA 0 . . . 0
0 detA . . . 0
0 0 . . . detA



m1
...
ms

 = 0⇒


detAm1

...
detAms

 = 0⇒

Αϕού detA ·mi = 0,∀i = 1, . . . , s έπεται ότι detA ·M = 0. ΄Οµως detA = 1 + a, όπου
a ∈ I άρα (1 + a)M = 0. �

Πόρισµα 1. ΄Εστω ότι R είναι τοπικός δακτύλιος µε µέγιστο ιδεώδες m. ΄Εστω ότι M
είναι πεπερασµένα παραγόµενο Rmodule και ότι M = mM. Τότε M = 0.

Απόδειξη. Από το λήµµα του Nakayama, υπάρχει a ∈ m, ώστε (1 + a)M = 0. Αϕού
1 + a < m ⇒ ⟨1 + a⟩ 1 m ⇒ ⟨1 + a⟩ = R κι εποµένως το 1 + a είναι αντιστρέψιµο.
Αϕού ⟨1 + a⟩M = 0⇒ M = 0. �

Παρατήρηση 1. Αν R είναι τοπικός δακτύλιος µε µέγιστο ιδεώδες m, I είναι γνήσιο
ιδεώδες του R,M πεπερασµένα παραγόµενο Rmodule καιM = IM , τότε αϕού IM ⊂ mM
έπεται ότι M = mM και άρα από τα παραπάνω προκύπτει ότι M = 0.

΄Εστω I ιδεώδες του R και M ένα Rmodule. Η αβελιανή οµάδα M/IM είναι R
module µε εξωτερικό πολλαπλασιασµό r(m+IM) = rm+IM. Μπορούµε να σκεϕτούµε
την οµάδα M/IM και ως R/Imodule µε εξωτερικό πολλαπλασιασµό (r + I)(m + IM) =
rm + IM . Οι δύο αυτές δοµές του M/IM ϑα χρησιµοποιηθούν στο παρακάτω πόρι-
σµα. ΄Εστω τώρα N ένα υπο-module του M. Η οµάδα M/N είναι επίσης R–module.
Εξόρισµού I M/N είναι υπο-module του M/N και µάλιστα I M/N = IM + M/N . Θα
γράϕουµε για συντοµία (R,m) για να δηλώσουµε ότι R είναι τοπικός δακτύλιος µε
µέγιστο ιδεώδες το m. Το επόµενο πόρισµα δείχνει ότι είναι για να πάρουµε πλη-
ϱοϕορίες για ένα Rmodule όταν (R,m) είναι τοπικός δακτύλιος είναι χρήσιµο να
περνάµε στο πηλίκο M/mM που είναι R/m διανυσµατικός χώρος.

Πόρισµα 2. ΄Εστω (R,m) και M πεπερασµένα παραγόµενο Rmodule. ΄Εστω ότι
{m1 +mM, . . . , ml +mM} είναι ϐάση του M/mM ως R/m διανυσµατικό χώρο. Τότε
M = ⟨m1, . . . , ml⟩.

Απόδειξη. ΄Εστω N = ⟨m1, . . . , ml⟩. Το N είναι υπο-module του M και M = N + mM.
Πράγµατι N + mM ⊂ M. Για τον αντίστροϕο εγκλεισµό, έστω f ∈ M. Τότε f + mM =
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(r1 +m)(m1 +mM) + . . . + (rl +m)(ml +mM)⇒ f +mM = (r1m1 + . . . + rlml) +mM ⇒
f = r1m1 + . . . + rlml + f ′, όπου f ′ ∈ mM . ΄Αρα M ⊂ N +mM.

Για να δείξουµε ότι M = N αρκει να δείξουµε ότι M/N = 0, ισοδύναµα ότι m M/N =
M/N . ΄Εχουµε m M/N = (mM + N)/N . Από τη προηγούµενη παράγραϕο έπεται ότι
m M/N = M/N . ΄Ετσι από το προηγούµενο πόρισµα παίρνουµε έπεται ότι M/N = 0
και άρα M = N . �

Τανυστικο Γινοµενο

΄Εστω R αντιµεταθετικός δακτύλιος, M, N , P Rmodules. Η απεικόνιση g : M ×
N −→ P λέγεται διγραµµική συνάρτηση, αν ικανοποιεί τις εξής ιδιότητες :

(1) g(m1 +m2, n) = g(m1, n) + g(m2, n)
(2) g(m, n1 + n2) = g(m, n1) + g(m, n2)
(3) g(rm, n) = rg(m, n) = g(m, rn) ,∀m,m1, m2 ∈ M, n, n1, n2 ∈ N, r ∈ R.

Προσοχή ∆εν έχουµε δώσει στο καρτεσιανό γινόµενο M × N τη δοµή ενός Rmodule.
Η διγραµµική συνάρτηση g δεν αντιστοιχεία σε R–οµοµορϕισµό. Οι ιδιότητες (1) και
(2) δείχνουν την απόσταση ανάµεσα στους δύο ορισµούς. Είναι άµεσο ότι g(0, n) =
g(m,0) = 0 ∀m ∈ M, n ∈ N . Το τανυστικό γινόµενο των M και N πάνω από το R είναι
ένα Rmodule που συµβολίζεται µε M⊗RN και συνοδεύεται πάντα µε µία διγραµµική
συνάρτηση f : M × N −→ M⊗RN . Ακολουθεί ο ορισµός του τανυστικού γινοµένου ως
το Rmodule που ικανοποιεί τη καθολική ιδιότητα του τανυστικού γινοµένου.

Ορισµός 2. Το Rmodule K µε τη διγραµµική συνάρτηση f : M × N −→ K λέγεται τα-
νυστικό γινόµενο των M και N πάνω από το R αν για κάθε άλλη διγραµµική συνάρτηση
g : M × N −→ P, όπου P είναι τυχαίο Rmodule, υπάρχει µοναδικός οµοµορϕισµός R
modules hg : M⊗RN −→ P, έτσι ώστε g = hgf . Με άλλα λόγια το παρακάτω διάγραµµα
είναι αντιµεταθετικό :

M × N
g

��

f // K

∃!hg{{xx
xx
xx
xx
x

P

Χωρίς απόδειξη αναϕέρουµε το παρακάτω ϑεώρηµα.

Θεώρηµα 2. ΄Εστω M , N , Rmodules. Το τανυστικό γινόµενο των M και N πάνω από
το R πάντα υπάρχει.

Στην επόµενη διάλεξη ϑα δείξουµε ότι το τανυστικό γινόµενο είναι µοναδικό µε
προσέγγιση ισοµορϕίας. Θα συµβολίζεται µε M⊗RN .

Παράδειγµα 2. ΄Εστω g : Z × Z2 −→ P διγραµµική συνάρτηση. Τότε η g παίρ-
νει το πολύ δύο διαϕορετικές τιµές. Πράγµατι παρατηρούµε ότι g(2m, ā) = 0 ενώ
g(2m + 1, 1̄) = g(1, 1̄). Θα αποδείξουµε ότι Z2 ικανοποιεί τη καθολική ιδιότητα του
τανυστικού γινοµένου, µεf : Z×Z2 =⇒ Z2, f (1, 1̄) = 1̄. Πράγµατι έστω g : Z×Z2 −→ P
διγραµµική. Η συνάρτηση ϕg : Z2 =⇒ P, ϕg(1̄) = g(1, 1̄) είναι ο µοναδικος οµοµορ-
φισµός αβελιανών οµάδων που κάνει το παρακάτω διάγραµµα αντιµεταθετικό :

Z × Z2

g

��

f // Z2

ϕg
{{ww
ww
ww
ww
w

P
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Σηµειώνουµε ότι η µοναδικότητα του ϕg προκύπτει από το ότι η εικόνα του 1
καθορίζεται µοναδικά:

(1,1)

g

��

f // 1

ϕ
||zz
zz
zz
zz
z

g(1,1)
Ο έλεγχος ότι ϕg είναι οµοµορϕισµός, είναι ϱουτίνα.

΄Ασκηση 4. ΄Εστω M Rmodule. Να δείξετε ότι R⊗RM � M.


