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1. (20%) Να αποδείξετε ένα (1) από τα επόμενα:

– (α) Αν R είναι δακτύλιος της Noether τότε R[x] είναι δακτύλιος της No-
ether

– (β) Αν S είναι ακέραιος πάνω από τον R και P ∈ Spec(R) τότε υπάρχει
Q ∈ Spec(S) έτσι ώστε Q ∩ R = P . Στη συνέχεια να δείξετε ότι αν
P1 ⊂ P2 ∈ Spec(R) τότε υπάρχουν Q1 ⊂ Q2 ∈ Spec(S) έτσι ώστε
Qi ∩R = Pi, i = 1, 2.

– (γ) Αν ο R είναι δακτύλιος της Noether να δείξετε ότι Ass(M) 6= ∅. Στη
συνέχεια να δείξετε ότι αν ann(M) ⊂ P ∈ SpecR με ελαχιστοτικό τρόπο,
τότε P ∈ Ass(M).

2. (70%) ΄Εστω I = (15x, x3), P = 〈x〉 ιδεώδη του S = Z[x] και R = Z[x]/I.
(1) Να βρειτε την ελάχιστη πρωταρχική ανάλυση του I.
(2) Να βρείτε dimSP

(3) Να βρείτε dimR.
(4) Είναι ο δακτύλιος R ακέραιος πάνω από τον Z;
(5) Να περιγράψετε ένα σύνολο γεννητόρων του R ως Z-module.
(6) Είναι ο δακτύλιος R ελεύθερο Z-module;
(7) Να υπολογίσετε τα σύνολα Supp(S), Ass(S), Supp(R) και Ass(R).

3. (10%) ΄Εστω J = 〈yxz〉 ⊂ k[x, y, z], R = k[x, y, z]/J όπου k σώμα. Να δείξετε
στη πράξη το Λήμμα Κανονικοποίησης της Noether για τον R.
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