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Μπορείτε να µιµηθείτε τα παρακάτω.

1. Θεωρηµα Βασης του Hilbert και αλλα τινα

Αν 0 , f (x) ∈ R[x], τότε µε lc(f (x)) συµβολίζουµε τον συντελεστή του µεγιστοβάθ-
µιου όρου του f (x): δηλαδή αν f (x) = anxn + an−1xn−1 + . . . + a0 όπου an , 0, τότε
lc(f (x)) = an.

Θεώρηµα 1. (Θεώρηµα Βάσης του Hilbert) Αν R είναι δακτύλιος της Noether, τότε
R[x] είναι δακτύλιος της Noether.

Απόδειξη. ΄Εστω I ιδεώδες του R[x]. Για n ∈ N, ϑεωρούµε το σύνολο

Jn = {r = lc(f (x)) : f (x) ∈ I, deg f (x) = n} ∪ {0} .

Είναι εύκολο να δει κανείς ότι Jn είναι ιδεώδες του R. Επίσης προκύπτει εύκολα ότι
Jn ⊂ Jn+1,∀n. Αϕού R είναι δακτύλιος της Noether, ∃N έτσι ώστε JN = JN+k ,∀k ∈
N. Θεωρούµε τώρα την ακολουθία J0 ⊂ J1 ⊂ . . . ⊂ JN = JN+1. Αϕού R είναι
δακτύλιος της Noether, τα ιδεώδη Ji , i = 1, . . . , N είναι πεπερασµένα παραγόµενα:
Ji =

⟨
ai1, . . . , aisi

⟩
και έστω fij(x) ∈ I, deg fij(x) = i και lc(fij(x)) = aij για j = 1, . . . , si .

΄Εστω τώρα
I ′ =
⟨
f01(x), . . . , f0s0 (x), f11(x), . . . , fNsN (x)

⟩
.

Θα δείξουµε ότι I = I ′. Πράγµατι · · · �

΄Ασκηση 1. Να ϐρείτε τα αντιστρέψιµα του · · · .

Από εδώ και στο εξής, ϑα συµβολίζουµε µε m ⊗ n το στοιχείο f (m, n) όπου f :
M × N−→M ⊗R N είναι η διγραµµική συνάρτηση του τανυστικού γινοµένου.

Πρόταση 1. Το R-module M ⊗R N παράγεται από τα στοιχεία m ⊗ n : m ∈ M, n ∈ N .
΄Ενα τυχαίο στοιχείο του M ⊗R N είναι της µορϕής m1 ⊗ n1 + · · ·+ml ⊗ nl όπου mi ∈ M ,
ni ∈ N και l ∈ N.

Απόδειξη. ΄Εστω P := ⟨m ⊗ n : m ∈ M, n ∈ N⟩. Είναι εύκολο να δει κανείς ότι P είναι
υπο-mοδυλε του M ⊗R N . ΄Εστω f ′ : M × N → P, f ′(m, n) = m ⊗ n. Είναι άµεσο ότι
f ′ είναι διγραµµική. Είναι επίσης πολύ εύκολο να δει κανείς ότι αν g : M × N → Q
διγραµµική και ϕ : M ⊗R N → Q είναι ο R-οµοµορϕισµός του τανυστικού γινοµένου,
τότε το διάγραµµα
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είναι αντιµεταθετικό. ΄Οπως στο προηγούµενο ϑεώρηµα, έπεται ότι i : P → M ⊗R N ,
m ⊗ n 7→ m ⊗ n είναι ισοµορϕισµός. Εποµένως P = M ⊗R N . �

Παράδειγµα 1. Θα δείξουµε ότι Z2 ⊗Z Z3 = 0. Πράγµατι, αρκεί να δείξουµε ότι
κάθε διγραµµική g : Z2 × Z3 −→ P είναι η µηδενική συνάρτηση. Τότε το παρακάτω
διάγραµµα πληρεί τις προυποθέσεις του ορισµού του τανυστικού γινοµένου:
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Η g είναι όντως µηδενική, όπως προκύπτει εύκολα από τις ιδιότητες της διγραµµικής
συνάρτησης : g(1, a) = g(3 · 1, a) = g(1, 0) = 0.


