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1. ∆ιασταση: πολυωνυµικοι δακτυλιοι, παραµετρικα ιδεωδη, τοπικοι δακτυλιοι

΄Εστω R αντιµεταθετικός δακτύλιος. Θυµίζουµε ότι dim R, η διάσταση του Krull του
R, είναι το ελάχιστο άνω φράγµα των µηκών αυστηρά αξουσών ακολουθιών πρώτων
ιδεωδών του R.

Θεώρηµα 1. ΄Εστω k σώµα. Τότε για n ∈ Z≥0, ισχύει ότι dim k[x1, . . . , xn] = n.

Παρακάτω κάνουµε την απόδειξη του Θεωρήµατος όταν k είναι άπειρο, ενώ στο πα-
ϱάδειγµα που ακολουθεί ϑα υποδείξουµε τη τακτική που ακολουθούµε όταν k είναι
πεπερασµένο. Οι αποδείξεις όταν k είναι άπειρο και πεπερασµένο διαϕοροποιούν-
ται µόνο στην επιλογή της αλλαγής των συντεταγµένων. Η απόδειξη όταν k είναι
πεπερασµένο µπορεί να εϕαρµοστεί και όταν k είναι άπειρο.
Απόδειξη. ΄Εστω R = k[x1, . . . , xn] όπου k άπειρο. Για να αποδείξουµε το ϑεώρηµα ϑα
χρησιµοποιήσουµε επαγωγή στο n. Εάν n = 0 τότε R είναι σώµα και άρα dim R = 0.

΄Εστω τώρα ότι η πρόταση είναι αληθής όταν 0 ≤ n < r. Θα αποδείξουµε ότι
dim k[x1, . . . , xr ] = r. Πράγµατι, dim k[x1, . . . , xr ] ≥ r αϕού

(0) ⊂ (x1) ⊂ (x1, x2) ⊂ · · · ⊂ (x1, . . . , xr ) .

Μένει να δείξουµε ότι dim k[x1, . . . , xr ] ≤ r. ΄Εστω

(0) ⊂ P1 ⊂ P2 ⊂ · · · ⊂ Pm

µία αυστηρά αύξουσα ακολουθία πρώτων ιδεωδών του R έτσι ώστε m = dim R. Α-
φού m ≥ 1, η ακολουθία ξεκινά στο µηδενικό ιδεώδες και P1 , (0). ΄Εστω 0 ,
f (x1, . . . , xr ) ∈ P1. Το πολυώνυµο f (x1, . . . , xr ) είναι πεπερασµένο άθροισµα µονωνυ-
µικών όρων cj1...jr x

j1
1 · · · x

jr
r . ΄Εστω d = max{j1 + · · · + jr : cj1...jr , 0}, (ο ϐαθµός του

f (x1, . . . , xr )). Υπάρχουν a1, . . . , ar−1 ∈ k έτσι ώστε µε την αντικατάσταση xi = x ′i −aixr

για i = 1, . . . , r − 1 έχουµε

f (x1, . . . , xr ) = bxd
r + hd−1(x ′1, . . . , x ′r−1)xd−1

r + · · · + h0(x ′1, . . . , x ′r−1)

και b ∈ k να µην είναι µηδέν. Εποµένως διαιρώντας µε το b τη παραπάνω σχέση
ϐλέπουµε ότι xr είναι ακέραιο υπεράνω του S = k[x ′1, . . . , x ′r−1, f (x1, . . . , xr )] αϕού
ικανοποιεί τη πολυωνυµική σχέση

xd
r +

hd−1(x ′1, . . . , x ′r−1)
b

xd−1
r + · · · +

h0(x ′1, . . . , x ′r−1

b
− f (x1, . . . , xr−1, xr )

b
= 0 .

Παρατηρούµε ότι R = S[xr ] και ότι R είναι πεπερασµένα παραγόµενη S-άλγεβρα.
Αϕού λοπόν xr είναι ακέραιο πάνω από τον S, έπεται ότι R είναι ακέραιος πάνω
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από τον S και άρα dim S = dim R = m. Επίσης σύµϕωνα µε το Θεώρηµα της Μη
Συγκρισιµότητας έπεται ότι

(0) ⊂ P1 ∩ S ⊂ P2 ∩ S ⊂ · · · ⊂ Pm ∩ S

είναι αυστηρά αύξουσα ακολουθία πρώτων ιδεωδών στον S. Θέτουµε P ′i := Pi ∩ S.
΄Εστω τώρα S′ = S/(f ) � k[[x ′1, . . . , x ′r−1]. Στον S′ η ακολουθία

P ′1/(f ) ⊂ P2/(f ) · · · ⊂ P′m/(f )

είναι αυστηρά αύξουσα ακολουθία πρώτων ιδεωδών. ΄Επεται ότι m − 1 ≤ dim S′.
Σύµϕωνα µε την υπόθεση της επαγωγής έχουµε ότι dim S′ = r − 1. ΄Επεται ότι
m − 1 ≤ r − 1 και άρα m ≤ r όπως ήταν το Ϲητούµενο. �

Παράδειγµα 1. ΄Εστω f (x1, x2, x3) = x2
1 x2x3 + x1x2x2

3 ∈ Z2[x1, x2, x3]. Παρατηρούµε
ότι το d όπως ορίστηκε στην απόδειξη του Θεωρήµατος είναι 4 και ότι και οι δύο
µονωνυµικοί όροι του f (x1, x2, x3) αντιστοιχούν στο ίδιο d. Αν ϑέσουµε x1 = x ′1+a1x3,
x ′2 = x2 + a2x3 και αντικαταστήσουµε, τότε

f (x1, x2, x3) = (x ′1+a1x3)2(x2+a2x3)x3+(x ′1+a1x3)(x ′2+a2x3)x2
3 = (a2

1a2+a1a2)x4+ · · ·
όπου µε · · · γράϕουµε όρους µε ϐαθµό µικρότερου του 4. ΄Οµως είναι φανερό ότι δεν
υπάρχει επιλογή a1, a2 ∈ Z2 που να µη µηδενίζει το συντελεστή a2

1a2 + a1a2. Αυτή
λοιπόν η αλλαγή συντεταγµένων δεν αποδίδει καρπούς.

Θα δοκιµάσουµε µία διαϕορετική αλλαγή συντεταγµένων. Θέτουµε x1 = x ′1 + x5
3 ,

x2 = x ′2 + x52

3 . Αντικαθιστώντας ϐλέπουµε ότι

f (x1, x2, x3) = (x ′1 + (x5
3 )2(x ′2 + x25

3 )x3 + (x ′1 + x5
3 )(x ′2 + x25

3 )x2
3 = x36

3 + x32
3 + · · ·

όπου µε · · · γράϕουµε όρους µε ϐαθµό µικρότερου του 36 και έτσι x3 είναι ακέραιο
πάνω από τον Z2[x ′1, x ′2, x2

1 x2x3 + x1x2x2
3 ]. Γενικότερα, παρατηρούµε ότι αν e είναι

φυσικός αριθµός τότε µετά την αντικατάσταση x1 = x ′1+xe
3 , x2 = x ′2+xe2

3 το µονώνυµο
x2

1 x2x3 ϑα δώσει τους όρους xe2+2e+1
3 + · · · (όπου µε · · · γράϕουµε όρους µικρότερου

ϐαθµού), ενώ το µονώνυµο x1x2x2
3 ϑα δώσει τους όρους xe2+e+2

3 + · · · (όπου µε · · ·
γράϕουµε όρους µικρότερου ϐαθµού). Αν τώρα e > 2, τότε οι εκθέτες e2 + 2e + 1 και
e2+e+2 δίνουν διαϕορετικούς αριθµούς σε ϐάση e και δίνουν διαϕορετικές δυνάµεις
του x3. Εποµένως για κάθε τέτοια αλλαγή συντεταγµένων x3 ϑα είναι ακέραιο πάνω
από τον Z2[x ′1, x ′2, x2

1 x2x3 + x1x2x2
3 ].

Θεώρηµα 2. ΄Εστω R ακεραία περιοχή και δακτύλιος της Noether και έστω (0) , P ∈
Spec R. Τότε δεν υπάρχει f µη αντιστρέψιµο έτσι ώστε P $ (f )

Απόδειξη. ΄Εστω ότι P $ (f ) και άρα f < P. Τότε ∀y ∈ P ⇒ y = rf ∈ P και εποµένως
r ∈ P. ΄Επεται ότι P ⊂ (f )P και αϕού (f )P ⊂ P έπεται ότι P = (f )P. Αϕού R δακτύλιος
της Noether έπεται ότι P πεπερασµένα παραγόµενο. Σύµϕωνα µε το Λήµµα του
Nakayama υπάρχει b ∈ (f ) έτσι ώστε (1−b)P = 0. ΄Οµως R είναι ακεραία περιοχή και
καταλήγουµε σε άτοπο γιατί αϕού f δεν είναι αντιστρέψιµο b , 1, ενώ (0) , P. �

Θεώρηµα 3. ΄Εστω R δακτύλιος της Noether. Αν P ∈ Spec R και P $ (f ) όπου f µη
αντιστρέψιµο, τότε dim RP = 0

Απόδειξη. ΄Εστω ότι Q $ P $ (f ) όπου Q ∈ SpecR. Τότε R/Q ακεραία περιοχή και
δακτύλιος της Noether, P/Q ∈ Spec R/Q, P/Q $ (f )/Q, άτοπο από το προηγούµενο
Θεώρηµα. �
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Ορισµός 1. ΄Εστω Q ∈ Spec R. Τότε µε Q(n) την n-στή συµβολική δύναµη του Q
ορίζουµε τον περιορισµό QnRQ ∩ R. Με άλλα λόγια,

Q(n) = {r ∈ R : sr ∈ Qn , s < Q}
Παρατηρούµε ότι
• Qn ⊂ Q(n)

• Q(n)RQ = QnRQ.
• Q(n+1) ⊂ Q(n)

Παράδειγµα 2. ΄Εστω ότι m ∈ maxSpec R. Τότε m(n) = mn. Πράγµατι παρατηρούµε
πρώτα ότι mn ⊂ m ελαχιστοτικά: αν υπήρχε Q ∈ Spec R έτσι ώστε m ⊂ Q τότε m ⊂ Q
αϕού Q ∈ Spec R και άρα m = Q. Εποµένως Ass(R/mn) = {m} το οποίο σηµαίνει ότι
κάθε στοιχείο εκτός του m δε µπορεί να είναι διαιρέτης του µηδενός στο Ass(R/mn).
∆ηλαδή αν s < m τότε sr ∈ mn µπορεί να συµβεί µόνο αν r ∈ mn. ΄Αρα τα στοιχεία του
m(n) είναι ακριβώς τα στοιχεία του mn.

΄Εστω P ∈ SpecR, J ιδεώδες του R. Λέµε ότι J ⊂ P ελαχιστοτικά, αν δεν υπάρχει
Q ∈ Spec R έτσι ώστε J ⊂ Q $ P. Με άλλα λόγια J ⊂ P ελαχιστοτικά αν ht P/J = 0.
Εάν P είναι το µέγιστο ιδεώδες του R αυτό σηµαίνει ότι Ass(R/J) = {P} και ισοδύναµα
υπάρχει n ∈ N έτσι ώστε Pn ⊂ J . Στη γενική περίπτωση, όταν P δεν είναι κατάνάγκη
το µέγιστο ιδεώδες του R, τοπικοποιούµε και ϐλέπουµε ότι J ⊂ P ελαχιστοτικά αν και
µόνο αν υπάρχει n ∈ N έτσι ώστε PnRP ⊂ JnRP .

Θεώρηµα 4. ΄Εστω R δακτύλιος της Noether, P ∈ Spec R, f ∈ R και (f ) ⊂ P ελαχιστο-
τικά, τότε dim RP ≤ 1.

Απόδειξη. Αν dim RP = 0 δεν υπάρχει κάτι να δείξουµε. ΄Εστω λοιπόν ότι dim RP > 0,
δηλαδή ότι υπάρχει Q ∈ Spec R έτσι ώστε Q $ P. Πρέπει να δείξουµε ότι dim RQ = 0
ή ισοδύναµα ότι (0) ⊂ Q ελαχιστοτικά. Περνώντας στον δακτύλιο RP , ϑεωρώντας το
ιδεώδες QRP και παρατηρώντας ότι (f )RP ⊂ PRP ελαχιστοτικά, µπορούµε να ϑεω-
ϱήσουµε εξαρχής ότι (R, P) είναι τοπικός δακτύλιος. Αϕού Ass(R/(f )) = {P} έπεται
ότι dim R/(f ) = 0 και αϕού R/(f ) δακτύλιος της Noether έπεται ότι R/(f ) είναι και
δακτύλιος του Artin. Παρατηρούµε επίσης ότι f < Q µιας και (f ) ⊂ P ελαχιστοτικά.
Αϕού

(Q(1) + (f )) /(f ) ⊃ (Q(2) + (f )) /(f ) ⊃ · · ·
είναι φθίνουσα ακολουθία, υπάρχει n ∈ N έτσι ώστε η ακολουθία αυτή να γίνει
στατική. Εποµένως υπάρχει n ∈ N έτσι ώστε Q(n) + (f ) = Q(n+1) + (f ) και εποµένως
Q(n) ⊂ (f ) + Q(n+1). Θα δείξουµε ότι Q(n) = (f )Q(n) + Q(n+1).

Πράγµατι, ο ένας εγκλεισµός f )Q(n) + Q(n+1) ⊂ Q(n) είναι προϕανής. Για τον αν-
τίστροϕο εγκλεισµό παρατηρούµε ότι αϕού Q(n) ⊂ (f ) + Q(n+1) έπεται ότι ∀x ∈ Q(n),
x = af + g όπου g ∈ Q(n+1). Εποµένως af = x − g ∈ Q(n) και άρα υπάρχει y < Q
έτσι ώστε afy ∈ Qn. ΄Οµως ούτε f < Q και άρα yf < Q. ΄Επεται ότι a ∈ Q(n) και άρα
x ∈ (f )Q(n) + Q(n+1) όπως ήταν το Ϲητούµενο.

Στη συνέχεια ϑα δείξουµε ότι Q(n) = Q(n+1). Πράγµατι

(f ) (Q(n)/Q(n+1)) = ((f )Q(n) + Q(n+1)) /Q(n+1) = Q(n)/Q(n+1)

και το Ϲητούµενο προκύπτει από το Λήµµα του Nakayama.
Τέλος ϑα δείξουµε ότι QnRQ = 0. Πράγµατι QnRQ = Q(n)RQ = Q(n+1)RQ = Qn+1RQ

δηλαδή QnRQ = Qn+1RQ, οπότε και πάλι από το Λήµµα του Nakayama έπεται ότι
Q(n)RQ = 0. Αϕού λοιπόν το µέγιστο ιδεώδες στο δακτύλιο RQ είναι µηδενοδύναµο,
έπεται ότι Ass(RQ) = {QRQ} και άρα dim RQ = 0. �
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Για n ≥ 1 ισχύει η παρακάτω γενίκευση:

Θεώρηµα 5. ΄Εστω P ∈ Spec R, f1, . . . , fn ∈ R και (f1, . . . , fn) ⊂ P ελαχιστοτικά, τότε
dim RP ≤ n.

Απόδειξη. Μπορούµε να ϑεωρήσουµε ότι (R, P) είναι τοπικός δακτύλιος. Θα κάνουµε
επαγωγή στο n: το επαγωγικό ϐήµα n = 1 είναι το Θεώρηµα 4. ΄Εστω λοιπόν n > 1.
Αν dim R = 0 δεν υπάρχει κάτι να δείξουµε. Μπορούµε λοιπόν να υποθέσουµε ότι
dim R ≥ 1. ΄Εστω P1 $ P ελαχιστοτικά, όπου P1 ∈ Spec R. Θέλουµε να δείξουµε ότι
ht P1 ≤ n − 1. Για να το κάνουµε αυτό ϑα δείξουµε ότι P1 περιέχει ελαχιστοτικά ένα
ιδεώδες που παράγεται από n − 1 στοιχεία και ϑα χρησιµοποιήσουµε την υπόθεση
της επαγωγής.

Αϕού (f1, . . . , fn) ⊂ P ελαχιστοτικά έπεται ότι υπάρχει φυσικός t έτσι ώστε P t ⊂
(f1, . . . , fn) ενώ παράλληλα (f1, . . . , fn) * P1. ΄Εστω f1 < P1. Αϕού P1 $ P ελαχιστοτικά,
έπεται ότι (P1, f1) ⊂ P ελαχιστοτικά και άρα υπάρχει m έτσι ώστε Pm ⊂ (P1, f1). ΄Αρα
για i = 2, . . . n ισχύει ότι f m

i = yi + ai f1 όπου yi ∈ P1. Εποµένως για r ≫ 0 (για
παράδειγµα r ≥

(
m

n−1

)
) προκύπτει ότι

Prt = (P t)r ⊂ (f1, . . . , fn)r ⊂ (f1, y2, . . . , yn) .

΄Αρα υπάρχει k ∈ N έτσι ώστε Pk ⊂ (f1, y2, . . . , yn). ΄Εστω S = R/(y2, . . . , yn). Τότε S
είναι τοπικός δακτύλιος, το µέγιστο ιδεώδες του S είναι P/(y2, . . . , yn). Επίσης ισχύει
ότι(
P/(y2, . . . , yn)

)k
=
(
Pk+(y2, . . . , yn)

)
/(y2, . . . , yn) ⊂ (f1, y2, . . . , yn )/ (y2, . . . , yn) =

(f1) + (y2, . . . , yn) / (y2, . . . , yn) .

΄Αρα ο εγκλεισµός (f1) + (y2, . . . , yn) / (y2, . . . , yn) ⊂ P/(y2, . . . , yn) είναι ελαχι-
στοτικός. Από το Θεώρηµα 4 ότι ht P/(y2, . . . , yn) ≤ 1. ΄Οµως P1/(y2, . . . , yn) $
P/(y2, . . . , yn), εποµένως ht P/(y2, . . . , yn) = 1 και κατά συνέπεια ht P1/(y2, . . . , yn)
είναι 0. Αυτό σηµαίνει ότι (y2, . . . , yn) ⊂ P1 ελαχιστοτικά, και εποµένως ht P1 ≤ n − 1
σύµϕωνα µε την επαγωγική υπόθεση. �

Στη συνέχεια ϑα µελετήσουµε την αντίστροϕη κατεύθυνση του Θεωρήµατος 5.

Θεώρηµα 6. ΄Εστω P ∈ Spec R, ht P = 1. Τότε υπάρχει f ∈ R έτσι ώστε (f ) ⊂ P
ελαχιστοτικά.

Απόδειξη. ΄Εστω A = {P : P ∈ Spec R, (0) ⊂ P ελαχιστοτικά.}. Γνωρίζουµε ότι το
σύνολο αυτό είναι υποσύνολο του Ass(R) και άρα είναι πεπερασµένο. ΄Εστω A =
{P1, . . . , Pr }. Σηµειώνουµε ότι ht Pi = 0 για i = 1, . . . , r. Αϕού P < A και σύµϕωνα µε
το Θεώρηµα Αποϕυγής Πρώτων Ιδεωδών, έπεται ότι P * P1 ∪ · · · ∪ Pr . ΄Αρα υπάρχει
f ∈ P έτσι ώστε f < Pi για i = 1, . . . , r. Αϕού f ∈ P ⇒ (f ) ⊂ P. Αν ο εγκλεισµός δεν
ήταν ελαχιστοτικός, τότε ∃Q ∈ Spec R έτσι ώστε (f ) ⊂ Q $ P. ΄Οµως Q < A αϕού f ∈ Q
και άρα ht Q ≥ 1. Εποµένως ht P ≥ 2, άτοπο. �

Πόρισµα 1. ΄Εστω P ∈ Spec R, ht P = n ≥ 1. Τότε υπάρχουν f1, . . . , fn ∈ R έτσι ώστε
(f1, . . . , fn) ⊂ P ελαχιστοτικά.

Απόδειξη. Θα χρησιµοποιήσουµε επαγωγή στο n, το επαγωγικό ϐήµα είναι το Θεώρη-
µα 6. Αϕού ht P = n υπάρχει µία ακολουθία P0 $ P1 $ · · · $ Pn = P. ΄Εστω f1, . . . , fn−1
έτσι ώστε (f1, . . . , fn−1) ⊂ Pn−1 ελαχιστοτικά. Τότε στον δακτύλιο R/(f1, . . . , fn−1), ϑε-
ωρούµε το ιδεώδες P ′ = P/(f1, . . . , fn−1). Παρατηρούµε ότι ht P′ = 1. ΄Αρα υπάρχει
fn + (f1, . . . , fn−1) έτσι ώστε (f1, . . . , fn) / (f1, . . . , fn−1) ⊂ P/(f1, . . . , fn−1) ελαχιστοτικά
και εποµένως (f1, . . . , fn) ⊂ P ελαχιστοτικά. �

Το Πόρισµα 1 είναι ιδιαίτερα ενδιαϕέρον στη τοπική περίπτωση.
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Πόρισµα 2. ΄Εστω (R, P) τοπικός δακτύλιος της Noether. Τότε dim R είναι ο µικρότερος
φυσικός αριθµός d έτσι ώστε να υπάρχουν f1, . . . , fd ∈ P µε την ιδιότητα Pn ⊂ (f1, . . . , fd)
για n ≫ 0.

Απόδειξη. ΄Εστω d = ht P = dim R. Σύµϕωνα µε το Πόρισµα 1 υπάρχουν f1, . . . , fd ∈ R
έτσι ώστε (f1, . . . , fd) ⊂ P ελαχιστοτικά. Εποµένως, αϕού (R, P) είναι τοπικός, έ-
πεται ότι υπάρχει n ∈ N έτσι ώστε Pn ⊂ (f1, . . . , fd). Αντίστροϕα, έστω ότι υπάρ-
χουν f1, . . . , fs ∈ P µε την ιδιότητα Pn ⊂ (f1, . . . , fs) για n ≫ 0. Αυτό σηµαίνει ότι
(f1, . . . , fs) ⊂ P ελαχιστοτικά και εποµένως σύµϕωνα µε το Θεώρηµα 5 έπεται ότι
d = ht P ≤ s. �

Το προηγούµενο πόρισµα µας οδηγεί στον παρακάτω ορισµό.

Ορισµός 2. ΄Εστω (R, P) τοπικός δακτύλιος της Noether. ΄Ενα ιδεώδες q λέγεται
παραµετρικό αν υπάρχει n ∈ N έτσι ώστε Pn ⊂ q. Η ακολουθία f1, . . . , fd λέγεται
σύστηµα παραµέτρων αν d = dim R και (f1, . . . , fd) είναι παραµετρικό ιδεώδες.

Αποµονώνουµε ένα ιδιαίτερο συµπέρασµα του Πορίσµατος 2.

Πόρισµα 3. ΄Εστω (R, P) τοπικός δακτύλιος της Noether. Τότε dim R είναι το πολύ ίση
µε τον ελάχιστο αριθµό γεννητόρων του P και έτσι dim R < ∞.

΄Εστω (R,m) ένας τοπικός δακτύλιος και έστω k = R/m. Το R-module mn/mn+1

είναι k-module µέσω του πολλαπλασιασµού (f +m)·(r+mn+1) = rf +mn+1, (να ελεγχθεί
ότι η πράξη αυτή είναι καλά ορισµένη). ∆ηλαδή mn/mn+1 είναι k-διανυσµατικός
χώρος. Η συνάρτηση του Hilbert είναι η συνάρτηση

H : N −→ N, H(n) = dimk(mn/mn+1) .

Μπορεί να δείξει κανείς ότι η συνάρτηση του Hilbert είναι πολυωνυµική: όταν n >> 0,
υπάρχει πολυώνυµο p(x) ∈ Q[x], τέτοιο ώστε H(n) = p(n). Το πολυώνυµο αυτό καλεί-
ται πολυώνυµο του Hilbert. Χωρίς απόδειξη αναϕέρουµε το παρακάτω που αποτελεί
και αυτό ένα από τα ϐασικά ϑεωρήµατα της Αντιµεταθετικής ΄Αλγεβρας σχετικά µε τη
διάσταση. Θέτουµε τον ϐαθµό του µηδενικού πολυωνύµου ίσο µε −1.

Θεώρηµα 7. ΄Εστω (R,m) δακτύλιος της Noether και p(x) το πολυώνυµο του Hilbert.
Τότε dim R = 1 + deg p(x).

Παραδείγµατα 1.
(1) ΄Εστω k σώµα. Γνωρίζουµε ότι dim k = 0. Το µέγιστο ιδεώδες του k είναι
m = (0). Αϕού για κάθε n ∈ N, mn/mn+1 = 0 έπεται H(n) = p(x) = 0 και
1 + deg 0 = 0 = dim k.

(2) ΄Εστω R = k[x](x). Το µέγιστο ιδεώδες του R είναι m = ⟨x⟩. Γνωρίζουµε ότι
dim R = 1. Αϕού mn/mn+1 = ⟨xn⟩ / ⟨xn+1⟩ � kxn. έπεται ότι για κάθε n ∈ N,
H(n) = p(x) = 1 και άρα deg p(x) = 0, ενώ όντως 1 + deg p(x) = dim R.

(3) ΄Εστω R = k[x][x1, x2](x1,x2) µε µοναδικό µέγιστο ιδεώδες m = ⟨x1, x2⟩. Γνωρί-
Ϲουµε ότι dim R = 2. Παρατηρούµε ότι

m
n/mn+1 � kxn

1 + kx
n−1
1 x2 + · · · + kxn

2

και άρα για κάθε n ∈ N, H(n) = n + 1, εποµένως deg p(x) = 1. ΄Οντως
dim R = 1 + deg p(x).


