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1. Θεωρηµατα Going up, Going down

΄Εστω ϕ : R → R′ οµοµορϕισµός δακτυλίων. Ο δακτύλιος R′ γίνεται R-module µε
εξωτερικό πολλαπλασιασµό r · s = ϕ(r)s. Θυµίζουµε ότι αν I είναι ιδεώδες του R τότε
IR′, η επέκταση του I στο R′, είναι το παρακάτω ιδεώδες του R′: IR′ = {∑t

i=1 ϕ(ri)si :
ri ∈ I, si ∈ R′, t ∈ N}. ΄Εχουµε δει ότι αν I ∈ Spec R τότε IR′ δεν είναι κατάνάγκη πρώτο
ιδεώδες του R′: για παράδειγµα I = 2Z ∈ SpecZ ενώ IQ = Q < SpecQ. Θυµίζουµε
επίσης ότι αν J είναι ιδεώδες του R′ τότε J ∩ R, ο περιορισµός του J στο R, είναι το
ιδεώδες J ∩R = {r : ϕ(r) ∈ J}. ∆εν είναι δύσκολο να δει κανείς ότι αν J ∈ Spec R′ τότε
J ∩ R ∈ Spec R. Οι εγκλεισµοί του επόµενου λήµµατος αποδεικνύονται εύκολα.

Λήµµα 1. ΄Εστω ϕ : R → R′ οµοµορϕισµός δακτυλίων, I ιδεώδες του R και J ιδεώδες
του R′. Τότε

• I ⊂ (IR′) ∩ R
• J ⊃ (J ∩ R)R′.

Η τοπικοποίηση έχει τη παρακάτω ιδιότητα ως προς τις επεκτάσεις και τους περιο-
ϱισµούς :

Λήµµα 2. ΄Εστω U πολλαπλασιαστικά κλειστό σύνολο του R, ϕ : R → U−1R ο κανονι-
κός οµοµορϕισµός : r 7→ r

1 . ΄Εστω P ∈ Spec R έτσι ώστε P∩U = ∅. Τότε P(U−1R)∩R = P.

Απόδειξη. ΄Εστω P′ = P(U−1R). Σύµϕωνα µε το προηγούµενο λήµµα ισχύει ο εγκλει-
σµός P ⊂ P′ ∩ R. Αρκεί λοιπόν να δείξουµε ότι P ′ ∩ R ⊂ P. ΄Εστω r ∈ R έτσι ώστε
ϕ(r) ∈ P′. Εποµένως r

1 =
p
s όπου p ∈ P και s ∈ U . ΄Επεται ότι υπάρχει t ∈ U έτσι

ώστε tsr = tp και εποµένως (ts)r ∈ P. Αϕού ts < P και P ∈ Spec R, έπεται ότι r ∈ P.
Εποµένως P′ ∩ R ⊂ P. �

΄Εστω τώρα ϕ : R → R′ µονοµορϕισµός. Θα λέµε ότι ο δακτύλιος R′ είναι ακέραιος
πάνω από τον R αν κάθε στοιχείο του R′ είναι ακέραιο πάνω από τον ϕ(R):

∀s ∈ R′, ∃n ∈ N, r0, . . . , rn−1 ∈ R : sn + ϕ(rn−1)sn−1 + · · · + ϕ(r0) = 0 .

΄Οταν R ⊂ R′ και ϕ : R → R′ είναι ο κανονικός εγκλεισµός, (ϕ(r) = r), τότε έχουµε
το συνήθη ορισµό.

Λήµµα 3. ΄Εστω R ⊂ R′ και R′ ακέραιος πάνω από τον R. Αν Q ∈ Spec R′ και P = Q∩R
τότε ϕ : R/P −→ R′/Q, r + P 7→ r + Q είναι µονοµορϕισµός και R′/Q είναι ακέραιο
πάνω από τον R/P.

Απόδειξη. Η συνάρτηση ϕ είναι καλά ορισµένη αϕού αν r ∈ P τότε r ∈ Q. Είναι
εύκολο να δει κανείς ότι ϕ είναι οµοµορϕισµός. Επίσης ϕ είναι µονοµορϕισµός
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γιατί αν r ∈ Q τότε r ∈ P. ΄Εστω s + Q ∈ R′/Q. Αϕού s ακέραιο πάνω από το
R υπάρχουν ri ∈ R, i = 0, . . . , n − 1 έτσι ώστε sn + rn−1sn−1 + · · · + r0 = 0. Τότε
(s+Q)n + (rn−1+Q)(s+Q)n−1+ · · ·+ (r0+Q) = (sn + rn−1sn−1+ · · ·+ r0)+Q = 0+Q. �

΄Εστω R ⊂ R′ και U πολλαπλασιαστικά κλειστό υποσύνολο του R. Τότε U είναι
επίσης πολλαπλασιαστικά κλειστό στο R′.

Λήµµα 4. ΄Εστω R ⊂ R′, R′ ακέραιος πάνω από τον R, U πολλαπλασιαστικά κλειστό
υποσύνολο του R. Τότε U−1R′ είναι ακέραιος πάνω από τον U−1R.

Απόδειξη. Πράγµατι έστω x = s
u τυχαίο στοιχείο του U−1R′. Αϕού s είναι ακέραιο πάνω

από το R, υπάρχουν ri ∈ R για i = 0, . . . , n − 1 έτσι ώστε sn + rn−1sn−1 + · · · + r0 = 0.
Τότε

xn +
rn−1

u
xn−1 + · · · + r0

un
=

sn + rn−1sn−1 + · · · + r0

un
=

0
un

και x είναι ακέραιο πάνω από τον RP . �
Το επόµενο ϑεώρηµα είναι ειδική περίπτωση του Θεωρήµατος της Επικάθησης

(Lying Over) σε τοπικούς δακτυλίους.

Θεώρηµα 1. ΄Εστω (R, P) τοπικός δακτύλιος, R ⊂ S και S ακέραιος πάνω από τον R.
Τότε υπάρχει Q ∈ Spec(S), έτσι ώστε Q ∩ R = P.

Απόδειξη. Πρώτα ϑα δείξουµε ότι PS , S. ΄Εστω ότι PS = S. Αϕού 1 ∈ PS, υπάρχουν
si ∈ S, pi ∈ P για i = 1, . . . , t έτσι ώστε 1 =

∑t
i=1 pisi . Τα si είναι ακέραια πάνω από το

R, άρα η πεπερασµένα παραγόµενη R-άλγεβρα M = R[s1, . . . , st] είναι πεπερασµένα
παραγόµενο R-module. Αϕού 1 ∈ PM ⇒ M ⊂ PM ⇒ M = PM και από το λήµµα
του Nakayama προκύπτει ότι M = 0, άτοπο. ΄Αρα PS , S. Εποµένως, υπάρχει
Q ∈ maxSpec(S), έτσι ώστε PS ⊂ Q. Παρατηρούµε ότι P ⊂ PS ∩ R ⊂ Q ∩ R ⊂ P
(ο τελευταίος εγκλεισµός ισχύει αϕού P είναι το µέγιστο ιδεώδες του R). ΄Επεται ότι
P = PS ∩ R = Q ∩ R. �

Το ϑεώρηµα ισχύει και όταν R δεν είναι τοπικός δακτύλιος.

Θεώρηµα 2. (Lying Over) ΄Εστω R, S δακτύλιοι, µε R ⊂ S και S ακέραιος πάνω από
τον R. ΄Εστω P ∈ Spec(R). Υπάρχει Q ∈ Spec(S), έτσι ώστε Q ∩ R = P.

Απόδειξη. Το σύνολο U = R\P είναι πολλαπλασιαστικά κλειστό υποσύνολο του R.
Σύµϕωνα µε το Λήµµα 4 U−1S είναι ακέραιος πάνω από τον RP . Σύµϕωνα µε το
Θεώρηµα 1 υπάρχει Q′ ∈ Spec(U−1S), έτσι ώστε Q′ ∩ RP = PRP . ΄Εστω Q ∈ Spec(S)
έτσι ώστε Q ∩ U = ∅ και Q′ = Q(U−1S). Θα αποδείξουµε ότι Q ∩ R = P. Πράγµατι
έστω r ∈ Q ∩ R. Τότε αν ϑεωρήσουµε τον κανονονικό οµοµορϕισµό R −→ U−1R
παρατηρούµε ότι r

1 ∈ Q(U−1S) ∩ RP , δηλαδή r
1 ∈ Q′ ∩ RP = PRP . ΄Αρα r ∈ P.

Αντιστρέϕοντας τους συλλογισµούς προκύπτει ότι αν r ∈ P ⇒ r ∈ Q ∩ R. ΄Αρα
Q ∩ R = P. �

Το επόµενο ϑεώρηµα είναι γνωστό ως το Θεώρηµα ανάβασης (Going Up).

Θεώρηµα 3. (Going Up) ΄Εστω R ⊂ S εγκλεισµός δακτυλίων κι S είναι ακέραιος
πάνω από τον R. ΄Εστω P1 ∈ Spec R, Q1 ∈ Spec S έτσι ώστε Q1 ∩ R = P1. ΄Εστω επίσης
P2 ∈ Spec R έτσι ώστε P1 ⊂ P2. Τότε, υπάρχει Q2 ∈ Spec S, έτσι ώστε Q2 ∩ R = P2 και
Q1 ⊂ Q2.

Απόδειξη. Σύµϕωνα µε το Λήµµα 3, ο δακτύλιος S/Q1 είναι ακέραιος πάνω από τον
R/P1. Θεωρούµε το πρώτο ιδεώδες P2/P1 ∈ Spec R/P1. Σύµϕωνα µε το Θεώρηµα
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2 υπάρχει Q2/Q1 ∈ Spec S/Q1, έτσι ώστε Q2/Q1 ∩ R/P1 = P2/P1. Θα δείξουµε ότι
Q2 ∩ R = P2. Πράγµατι

r ∈ Q2 ∩ R ⇔ r + P1 ∈ (Q2/Q1 ∩ R/P1) = P2/P1 ⇔ r ∈ P2

�

Το επόµενο ϑεώρηµα είναι ειδική περίπτωση του Θεωρήµατος της Μη Συγκρισιµό-
τητας (Incomparability).

Θεώρηµα 4. ΄Εστω R ⊂ S εγκλεισµός ακεραίων περιοχών µε S ακέραιο πάνω από τον
R, Q ∈ Spec S έτσι ώστε Q ∩ R = (0). Τότε, Q = (0).

Απόδειξη. ΄Εστω 0 , s ∈ Q και έστω sn + rn−1sn−1 + · · · + r0 = 0 η σχέση µικρότερου
ϐαθµού n που ικανοποιείται από το s µε τα ri ∈ R, για i = 0, . . . , n −1. Αν r0 = 0 τότε
sn+rn−1sn−1+· · ·+r1s = 0⇒ s(sn−1+rn−1sn−2+· · · r1) = 0⇒ sn−1+rn−1sn−2+· · · r1 = 0
(αϕού S ακεραία περιοχή), άτοπο ως προς την επιλογή του n. ΄Αρα r0 , 0. Εποµένως
−r0 = sn + rn−1sn−1 + · · · + r1s ∈ Q ∩ R, και πάλι άτοπο αϕού Q ∩ R = 0. ΄Επεται ότι
Q = (0). �

Η γενική περίπτωση είναι το παρακάτω ϑεώρηµα:

Θεώρηµα 5. (Incomparability) ΄Εστω R ⊂ S εγκλεισµός δακτυλίων, S ακέραιος
πάνω από τον R, P ∈ Spec R, και Q1, Q2 ∈ Spec S έτσι ώστε Q1 ∩ R = P και Q2 ∩ R = P.
Τότε, Q1 * Q2 και Q2 * Q1.

Απόδειξη. ΄Εστω ότι Q1 ⊂ Q2. Σύµϕωνα µε το Λήµµα 3, S/Q1 ακέραιος πάνω από τον
R/P. Σύµϕωνα µε την υπόθεση Q2/Q1 ∩ R/P = P, άτοπο από το Θεώρηµα 4. �

Η συνθήκη S ακέραιος πάνω από τον R είναι αναγκαία για να ισχύει το Θεώρηµα
της µη Συγκρισιµότητας. Για παράδειγµα αν R = k[x1, x2] όπου k σώµα τότε ⟨x1⟩k =
⟨x1, x2⟩ ∩ k = 0.

2. ∆ιασταση του Krull

Λέµε ότι το µήκος της αυστηράς αύξουσας ακολουθίας πρώτων ιδεωδών του R

P0 $ P1 $ · · · $ Pn

είναι n.

Ορισµός 1. Η διάσταση του Krull του R, συµβολίζεται µε dim R και είναι το ελάχιστο
άνω φράγµα των µηκών αυστηρά αξουσών ακολουθιών πρώτων ιδεωδών του R. ΄Ετσι
dim R είτε είναι φυσικός αριθµός ≥ 0 είτε είναι ∞.

Παραδείγµατα 1.

(1) ΄Εστω k σώµα. Τότε dim k = 0. Παρατηρούµε ότι η διάσταση του k ως k-
διανυσµατικός χώρος είναι 1: dimk k = 1.

(2) ΄Εστω k σώµα. Ο δακτύλιος R = k[x] είναι δακτύλιος κυρίων ιδεωδών και κάθε
αυστηρά αύξουσα ακολουθία πρώτων ιδεωδών του R έχει µήκος 0 ή 1. Μία
αυστηρά αύξουσα ακολουθία µε µέγιστο µήκος είναι της µορϕής 0 $ ⟨f (x)⟩
όπου f (x) είναι ανάγωγο πολυώνυµο. ΄Επεται ότι dim R = 1. Παρατηρούµε
ότι η διάσταση του R ως k-διανυσµατικός χώρος είναι ∞: dimk R = ∞.

(3) dimZ = 1.
(4) Τα πρώτα ιδεώδη του Z6 = Z/(6) αντιστοιχούν σε πρώτα ιδεώδη του Z που

περιέχουν το 6: δηλαδή το ⟨2⟩ και το ⟨3⟩. ΄Επεται ότι dimZ6 = 0.
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(5) ΄Εστω R = k[x1, x2]/⟨x1
2, x2

2, x1x2⟩ όπου k σώµα. Τα πρώτα ιδεώδη του R αντι-
στοιχούν σε πρώτα ιδεώδη του k[x1, x2] που περιέχουν το I = ⟨x1

2, x2
2, x1x2⟩.

Αν m = ⟨x1, x2⟩, τότε m2 = I και άρα I είναι m-πρωταρχικό. Το µοναδικό
πρώτο ιδεώδες του R είναι το m/I. ΄Αρα dim R = 0.

(6) ΄Εστω (R,m) τοπικός δακτύλιος. Τότε dim(R/mn+1) = 0.
(7) ΄Εστω R = k[x1, x2] όπου k σώµα. Αϕού (0) $ (x1) $ ⟨x1, x2⟩ έπεται ότι

dim R ≥ 2
(8) ΄Εστω R = k[x1, x2, . . .] όπου k σώµα. Είναι εύκολο να δει κανείς ότι dim R =
∞. Ο δακτύλιος R δεν είναι δακτύλιος της Noether.

(9) ΄Εστω R = k[x1, x2, . . .] όπου k σώµα. ΄Εστω P1 = ⟨x1⟩,P2 = ⟨x2, x3⟩,P3 =

⟨x4, x5, x6⟩ και ούτω καθεξής.΄Εστω U = R \ ∪Pi . Είναι εύκολο να δει κανείς
ότι U είναι ένα πολλαπλασιαστικά κλειστό σύνολο του R. (Για να καταλάβου-
µε λίγο καλύτερα το U , ας ελέγξει ο αναγνώστης αν κάποια συγκεκριµένα
στοιχεία του R ανήκουν στο U . Για παράδειγµα x1 < U , ενώ x1 + x2 ∈ U ). Αν
Q ∈ Spec R και Q ∩ U = ∅, υπάρχει κάποιο i ∈ N έτσι ώστε Q ⊂ Pi . ΄Εστω
λοιπόν S = U−1R. Σύµϕωνα µε τα παραπάνω Spec(S) = {PS : P ⊂ Pi , i ∈ N}.
Είναι φανερό ότι για κάθε i ∈ N υπάρχει µία αυστηρά αύξουσα ακολουθία
πρώτων ιδεωδών του S µε µήκος i. Για παράδειγµα για i = 3 έχουµε την
ακολουία

0 $ x4S $ ⟨x4, x5⟩S $ P3S .

΄Επεται ότι dim S = ∞. Μπορεί να δείξει κανείς µε τεχνικές τοπικοποίησης, ότι
κάθε ιδεώδες του S είναι πεπερασµένα παραγόµενο και άρα S είναι δακτύλιος
της Noether.

(10) Είδαµε προηγουµένως ότι υπάρχουν δακτύλιοι της Noether µε άπειρη διά-
σταση του Krull. Θα δούµε ότι αν (R, P) είναι τοπικός δακτύλιος της Noether,
τότε dim R < ∞.

΄Εστω P ∈ Spec R. Ονοµάζουµε ύψος (height) του P και συµβολίζουµε µε ht P, τον
αριθµό dim RP . ΄Εστω

P0 $ P1 $ · · · $ Pn = P

µία αυστηρά αύξουσα ακολουθία πρώτων ιδεωδών του R που καταλήγει στο P. Είναι
φανερό ότι dim RP = ht P ≥ n. ΄Ετσι είναι φανερό ότι

Πρόταση 1.
dim R = sup

P∈Spec R
dim RP

Το επόµενο ϑεώρηµα ϑα δείξει ότι αν ένας δακτύλιος είναι ακέραιος πάνω από
κάποιον άλλον, τότε οι διαστάσεις τους είναι ίδιες.

Θεώρηµα 6. Αν R ⊂ S εγκλεισµός δακτυλίων και ο S είναι ακέραιος πάνω από τον R,
τότε dim R = dim S.

Απόδειξη. ΄Εστω P0 $ P1 $ · · · $ Pn, µία αυστηρά αύξουσα ακολουθία πρώτων ιδεωδών
του R. Εϕαρµόζοντας διαδοχικά τα Θεωρήµατα Επικάθησης και Ανάβασης ϐρίσκουµε
ιδεώδη Q0, . . . , Qn ∈ Spec(S) έτσι ώστε Q0 $ Q1 $ · · · $ Qn. ΄Αρα dim R ≤ dim S.

΄Εστω τώρα Q0 $ Q1 $ · · · $ Qn, µία αυστηρά αύξουσα ακολουθία πρώτων ιδεωδών
του S. Από το Θεώρηµα Μη Συγκρισιµότητας έπεται ότι για i = 0, . . . , n − 1, Qi ∩R $
Qi+1 ∩ R. ΄Αρα (Q0 ∩ R) $ (Q1 ∩ R) $ · · · $ (Qn ∩ R) , είναι αυστηρά αύξουσα
ακολουθία πρώτων ιδεωδών του R και dim S ≤ dim R. Το Ϲητούµενο έπεται. �


