
Αλγεβρικές Δομές ΙΙ

Σύνολο ασκήσεων 10

1. ΄Εστω I = (x4 + x3 + x2 + x + 1). Να αποδείξετε ότι το σύνολο 1 + I, x +
1, . . . , x3 + I είναι βάση του Q-διανυσματικού χώρου Q[x]/I. Στη συνέχεια να
βρείτε μία βάση του Q-διανυσματικού χώρου Q[e2πi/5].

2. ΄Εστω φ : Z[x]→ Z[e2πi/5], f(x) 7→ f(e2πi/5).
Να αποδείξετε ότι kerφ = (x4 + x3 + x2 + x+ 1)

3. Εάν p είναι πρώτος, να βρείτε όλες τις πραγματικές ρίζες του πολυωνύμου
f(x) = xp−1 + xp−2 + · · · + 1. Να γράψετε f(x) ως γινόμενο αναγώγων
πολυωνύμων στο R[x] για p = 7. ΄Οταν p δεν είναι πρώτος, είναι το κυκλοτομικό
πολυώνυμο ανάγωγο;

4. Να βρείτε όλα τα πρώτα και όλα τα μέγιστα ιδεώδη του Z5 × Z4.

5. Να αποφασίσετε αν x169 − 10, 4x20 − 18x5 + 12x+ 6 είναι ανάγωγα στο Q[x]
και στο Z[x].

6. Να βρείτε δύο πρώτα ιδεώδη του Z[x]/(2x2) που να μην είναι μέγιστα. Στη
συνέχεια να βρείτε τρία διαφορετικά μέγιστα ιδεώδη του Z[x]/(2x2).

7. Να δείξετε ότι το σώμα κλασμάτων του Z[i] είναι το Q[i].
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