
Ασκήσεις Εβδοµάδας 7.10.19

Στα επόµενα συµβολίζουµε µε K ένα από τα σώµατα αριθµών Q,R ή C.

1. ΄Εστω A ∈ Mm×n(K). Να ϐρεθεί κατάλληλος πίνακας B, τέτοιος ώστε
το γινόµενο πινάκων AB να είναι η j-στη στήλη του A. Να ϐρεθεί
κατάλληλος πίνακας C, τέτοιος ώστε το γινόµενο πινάκων CA να είναι
η i-στη γραµµή του A.

2. ΄Εστω A ∈Mm×n(K).

• Να ϐρεθεί κατάλληλος πίνακας C, τέτοιος ώστε το γινόµενο πινά-
κων CA να είναι η k ϕορές η i-στη γραµµή του A.

• Να ϐρεθεί κατάλληλος πίνακας C, τέτοιος ώστε το γινόµενο πινά-
κων CA να είναι η j-στη γραµµή τους A στην οποία έχει προστε-
ϑεί k ϕορές η i-στη γραµµή του A.

3. (*) ΄Εστω οι πίνακες

A =

[
2 −1
1 1

]
, B =

[
0 −1
1 −1

]
.

Να αποδείξετε ότι

A2 = 3

[
1 −1
1 0

]
, A4 = 32 B

ενώ

B2 =

[
−1 0

0 −1

]
, και B4 = I2.

Να συµπεράνετε ότι

A16 = (A4)4 = 34I2 ενώ A20 = (A4)5 = 310B.

Να ϐρείτε τύπους για τις δυνάµεις

A24, A28, A32, A100.

Να επιβεβαιώσετε τις απαντήσεις σας µε το πρόγραµµα Mathematica.

4. ∆ίνεται ο αντιστρέψιµος πίνακας A και οι πίνακες B,Γ ∈ Mn(K) έτσι
ώστε A = B + Γ. Να αντικαταστήσετε τον A στις σχέσεις A A−1 = In
και A−1A = In και να πολλαπλασιάσετε µε τον κατάλληλο πίνακα από
αριστερά ή δεξιά κάθε µία από τις δύο σχέσεις για να αποδείξετε ότι

BA−1Γ = ΓA−1B.



5. (*) ∆ίνεται ο πίνακας A ∈Mn(K). Να αποδείξετε ότι :

i) ο πίνακας A + AT είναι συµµετρικός,

ii) ο πίνακας A− AT είναι αντισυµµετρικός,

iii) ο πίνακας A AT είναι συµµετρικός,

iv) ο πίνακας A γράφεται ως άθροισµα ενός συµµετρικού και ενός
αντισυµµετρικού πίνακα,

v) αν ο πίνακας A είναι αντισυµµετρικός, τότε όλα τα στοιχεία της
κύριας διαγωνίου του είναι µηδέν.

vi) αν οι πίνακες A και B είναι αντισυµµετρικοί, τότε και ο πίνακας
AB −BA είναι αντισυµµετρικός.

6. (*) ∆ίνονται δύο συµµετρικοί πίνακες A,B ∈ Mn(K). Να αποδείξετε
ότι το γινόµενο AB είναι συµµετρικός πίνακας αν και µόνο αν
AB = BA.

7. (*) ΄Εστω A ∈ Mn(K) ένας συµµετρικός αντιστρέψιµος πίνακας. Να
αποδείξετε ότι ο πίνακας A−1 είναι επίσης συµµετρικός πίνακας.

8. ΄Εστω A ∈ Mn(K), A 6= In, ένας πίνακας τέτοιος ώστε A2 = A. Να
αποδείξετε ότι :

i) ο πίνακας A δεν είναι αντιστρέψιµος,

ii) (In − A)2 = In − A,

iii) (PAP−1)2 = PAP−1 για κάθε αντιστρέψιµο πίνακα P ,

iv) Am = A, για κάθε m ≥ 1.

9. Η άσκηση αυτή αναφέρεται σε πίνακες µε στοιχεία µιγαδικούς αριθ-
µούς. Υπενθυµίζουµε ότι κάθε µιγαδικός αριθµός είναι της µορφής
a + bi για κάποια a, b ∈ R και ότι οι κανόνες που ισχύουν για τους
µιγαδικούς αριθµούς έχουν ως εξής :

• i2 = −1,

• (a + bi) + (c + di) = (a + c) + (b + d)i,

• (a + bi)(c + di) = (ac− bd) + (ad + bc)i,

• a + bi = a− bi.

Αν A = (aij) ∈Mn×m(C), τότε µε A εννοούµε τον πίνακα (aij).



(αʹ) ΄Εστω A ∈Mn×m(C), B ∈Mm×s(C). Να δείξετε ότι

AB = A B .

(ϐʹ) ΄Εστω A ∈Mn(C) αντιστρέψιµος πίνακας. Να δείξετε ότι

A−1 = (A)−1.

10. Να ϕέρετε τους παρακάτω πίνακες σε κλιµακωτή µορφή και σε ελατ-
τωµένη κλιµακωτή µορφή γραµµών:

 2 1 1
1 3 1
1 1 4

 ,

 2 4 7 4
1 2 3 1
3 6 5 −5

 ,


−3 8 6 −5 −3

1 −2 0 3 1
1 −1 3 2 −5
2 −3 3 5 0
−1 5 9 0 −7

 .

11. Να υπολογίσετε τη ϐαθµίδα των παρακάτω πινάκων:

 3 3 3
1 2 −1
0 1 −1

 ,


2 3 3 2
1 1 1 0
3 −2 4 1
0 −5 1 −1

 ,


1 3 0 −3
0 1 2 1
0 9 5 0
1 2 0 4

 .


