
Εισαγωγή πάνω στα ∆υναµικά Συστήµατα, το Χάος

και Εφαρµογές

Προύσαλης ∆ηµήτριος-Λαυρέντιος

Αριστοτέλειο Πανεπιστήµιο Θεσσαλονίκης
Τµήµα Μαθηµατικών

14 Μαΐου 2019



Περιεχόµενα

1 ∆υναµικά Συστήµατα

Βασικές ΄Εννοιες και Ορισµοί

Χρήσιµα Εργαλεία της Θεωρίας των ∆υναµικών Συστηµάτων

Νέες Θεωρίες πάνω στα ∆υναµικά συστήµατα

Εφαρµογή σε Κυκλώµατα

2 Παράδειγµατα

Hyperjerk σύστηµα

Νευροµορφικά κυκλώµατα

3 Εφαρµογές



Εισαγωγή πάνω στα ∆υναµικά Συστήµατα, το Χάος και Εφαρµογές

∆υναµικά Συστήµατα

Βασικές ΄Εννοιες και Ορισµοί

Περιεχόµενα

1 ∆υναµικά Συστήµατα

Βασικές ΄Εννοιες και Ορισµοί

Χρήσιµα Εργαλεία της Θεωρίας των ∆υναµικών Συστηµάτων

Νέες Θεωρίες πάνω στα ∆υναµικά συστήµατα

Εφαρµογή σε Κυκλώµατα

2 Παράδειγµατα

Hyperjerk σύστηµα

Νευροµορφικά κυκλώµατα

3 Εφαρµογές



Εισαγωγή πάνω στα ∆υναµικά Συστήµατα, το Χάος και Εφαρµογές

∆υναµικά Συστήµατα

Βασικές ΄Εννοιες και Ορισµοί

Βασικές ΄Εννοιες και Ορισµοί
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΄Ενα ∆υναµικό σύστηµα στο Ε ορίζεται ως µία ϱοή ή απεικόνιση C
1

φ : R × E → U,

όπου U είναι ανοιχτό υποσύνολο του<n και εάν φt(x) = φ(t, x) τότε η

φt ικανοποιεί τις :

1 φ0(x) = x, ∀x ∈ E

2 φt ◦ φs(x) = φt+s(x), ∀s, t ∈ < και x ∈ E

όπου φt είναι η λύση του συστήµατος.



Εισαγωγή πάνω στα ∆υναµικά Συστήµατα, το Χάος και Εφαρµογές

∆υναµικά Συστήµατα

Βασικές ΄Εννοιες και Ορισµοί

Βασικές ΄Εννοιες και Ορισµοί

Βασικές Κατηγορίες ∆υναµικών Συστηµάτων

∆ιακριτά Συνεχή
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Αυτόνοµα Μη Αυτόνοµα

∆ιατηρητικά Μη ∆ιατηρητικά

Μονοδιάστατα Πολυδιάστατα
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Συνεχή ∆υναµικά Συστήµατα

ẋi = f(xi , t) xi = x1, x2, ..., xn

∆ιακριτά ∆υναµικά Συστήµατα

xn+1 = f(xn)
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∆ιατηρητικά και µη διατηρητικά συστήµατα

΄Εστω ένα σύστηµα :

ẋi = fi(xj , t), i, j = 1, ..., n.

και D ένα ϕραγµένο και συνεχές υποσύνολο του χώρου ϕάσεων Ε µε

όγκο :

VD =
∫ ∫

D⊂Rn
...
∫

dx1dx2...dxn

divf = 0 =⇒ dV

dt
= 0: διατηρητικό σύστηµα (area preserving)

divf < 0 =⇒ dV

dt
< 0: σύστηµα µε απώλειες ή απωλεστικό

(dissipative)

divf > 0 =⇒ dV

dt
> 0: “εκρηκτικό σύστηµα” (explosive).
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Μη γραµµικά ∆υναµικά Συστήµατα

΄Εστω ένα µη γραµµικό αυτόνοµο δυναµικό σύστηµα :

ẋ = f(x)

και x(t) η µοναδική λύση του συστήµατος για την αρχική συνθήκη

x(t0) = x0.

Σηµεία Ισορροπίας ẋj = fj(xi) = 0 για κάθε i = 1, ..., n.

Το γραµµικοποιηµένο αυτόνοµο δυναµικό σύστηµα :

ẋ = Ax

όπου ο πίνακας A = Df(x0).
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Ευστάθεια στο µη γραµµικό σύστηµα

Σηµεία ισορροπίας του µη γραµµικού συστήµατος :

Reλi < 0 τότε το σηµείο ισορροπίας x0 µπορεί να είναι

ασυµπτωτικά ευσταθές (καταβόθρα)

Reλi > 0 τότε το σηµείο ισορροπίας x0 µπορεί να είναι

ασυµπτωτικά ασταθές (πηγή).

΄Ενα σηµείο ισορροπίας x0 µπορεί να είναι σάγµα, εάν έστω µία

ιδιοτιµή έχει αρνητικό πραγµατικό µέρος και µια ϑετικό πραγµατικό

µέρος.

Ελκυστές (attractors), τα σηµεία ισορροπίας του µη γραµµικού συστήµατος που έλκουν τις τροχιές,

divf < 0.

Απωθητής (repeller), όταν οι τροχιές που ξεκινούν από µια γειτονιά του σηµείου ισορροπίας,

αποµακρύνονται από αυτό, το σηµείο ονοµάζεται και ϑα είναι divf > 0 .

΄Ενα διατηρητικό σύστηµα δεν µπορεί να έχει ούτε ελκυστές ούτε απωθητές.
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Κατηγοριοποίηση τροχιών

περιοδική
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περατωµένη
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ασυµπτωτική
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Τρόπος Μελέτης

Επιλογή Συστήµατοςy
Κατηγοριοποίηση του Συστήµατος και ποιοτική Μελέτη τουy

Εύρεση Σηµείων Ισορροπίας και Γραµµικοποίηση γύρω από αυτάy
Μελέτη της Ευστάθειας των Σηµείων Ισορροπίαςy

Αριθµητική Επίλυση του Συστήµατος
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Σχήµα: Φασικό ∆ιάγραµµα.

Σχήµα: Παραδείγµατα Φασικών ∆ιαγραµµάτων.
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Σχήµα: Τοµή Poincaré περιόδικής

τροχιάς.

Σχήµα: Τοµή Poincaré χαοτικής τροχιάς

της εξίσωσης Duffing.
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Πεπερασµένος Αριθµός Σηµείων Περιοδική ταλάντωση

Κλειστή Καµπύλη Ψευδοπεριοδική ταλάντωση

Οργανωµένο Σύνολο σηµείων
που παρουσιάζει αυτοµοιότητα Παράξενος Ελκυστής

στον τρισδιάστατο χώρο

Ανοργάνωτο σύνολο Σηµείων Παράξενος Ελκυστής,

σε σύστηµα µε πολύ µικρή απόσβεση,

Παράξενος Ελκυστής σε χώρο ϕάσεων

µε περισσότερες από τρεις διαστάσεις

Πίνακας: Ταξινόµηση των Απεικονίσεων Poincaré
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∆ιακλαδώσεις

Ορισµοί διακλαδώσεων

∆ιακλάδωση Σάγµατος-Κόµβου, (Saddle − Node)
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Ορισµοί διακλαδώσεων

Υποκρίσιµη ∆ιακλάδωση, (transcritical)
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∆ιακλάδωση διχάλας, (Pitchfork).
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∆ιακλάδωση Hopf
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Χάος

∆εν υπάρχει κανένας γενικά αποδεχτός ορισµός για το χάος αλλά τα

ακόλουθα χαρακτηριστικά σχεδόν πάντα παρουσιάζονται µε τις λύσεις

των χαοτικών συστηµάτων :

1 να έχουν πυκνό σύνολο περιοδικών τροχιών,

2 να είναι τοπολογικά µεταβατικές,

3 να έχουν ευαισθησία στις αρχικές συνθήκες.

Devaney, 1989.
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Εκθέτες Lyapunov και Χάος

Ο εκθέτης Lyapunov: µέτρο της ευαισθησίας της εξάρτησης από τις

αρχικές συνθήκες.

Ο i−οστός µονοδιάστατος εκθέτης Lyapunov ορίζεται ως συνάρτηση

του µήκους του κύριου άξονα pi(t) του ελλειψοειδούς.

λi = limt→∞
1

t
Ln

pi(t)
pi(0)

Για ένα σύστηµα n−διαστάσεων ισχύει :

σταθερό σηµείο : λi < 0, i = 1, ..., n

οριακός κύκλος : λ1 = 0

τοροειδές : λ1 = λ2 = 0

παράξενος ελκυστής : λ1 > 0, τουλάχιστον
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Κρυφοί Ελκυστές-Hidden Attractors

Η λεκάνη ελξης ενός κρυφού ελκυστή δεν ενώνεται µε κανένα
σηµείο ισορροπίας.
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Κρυφοί Ελκυστές-Hidden Attractors

Η λεκάνη ελξης ενός κρυφού ελκυστή δεν ενώνεται µε κανένα
σηµείο ισορροπίας.

Τέσσερις κύριες κατηγορίες κρυφών ελκυστών :

σε δυναµικά συστήµατα χωρίς σηµεία ισορροπίας,

µε ένα µόνο ευσταθές σηµείο,

µε άπειρα σηµεία ισορροπίας πάνω σε µια γραµµή,

µε αναρίθµητα πολλά σηµεία ισορροπίας πάνω σε επιφάνεια.
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Πολλαπλή Ευστάθεια-Multistability

Η πολυευστάθεια (Multistability): πολλαπλά ευσταθή σηµεία.

΄Απειροι ελκυστές⇒ extreme multistability. Εξάρτηση από τις

αρχικές συνθήκες.
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Εφαρµογή σε Κυκλώµατα

Κύκλωµα⇔ Μαθηµατικό Μοντέλο

Εφαρµογή των κανόνων του Kirchoff

1ος Νόµος, Νόµος των Ρευµάτων

n∑
k=1

ik = 0

iC = dq

dt
= C1

dV

dt

2ος Νόµος, Νόµος των Τάσεων

n∑
k=1

Vk = 0

vL =
diL

dt

Αθροιστικός αναστροφικός ολοκληρωτής

υ0(t) = −
1

R1C

∫
t

0
υ1dt − 1

R2C

∫
t

0
υ2dt − 1

R3C

∫
t

0
υ3dt

Πολλαπλασιαστές

W =
(X1−X2)(Y1−Y2)

10V
+ Z
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Τρόπος Μελέτης

Επιλογή Συστήµατοςy
Θεωρητική Ανάλυση του Συστήµατοςy

Επίλυση µεσω αριθµητικών Προσοµοιώσεωνy
Σχεδίαση Κυκλώµατοςy

Υλοποίηση Κυκλώµατος
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1 ∆υναµικά Συστήµατα

Βασικές ΄Εννοιες και Ορισµοί

Χρήσιµα Εργαλεία της Θεωρίας των ∆υναµικών Συστηµάτων

Νέες Θεωρίες πάνω στα ∆υναµικά συστήµατα

Εφαρµογή σε Κυκλώµατα

2 Παράδειγµατα

Hyperjerk σύστηµα

Νευροµορφικά κυκλώµατα

3 Εφαρµογές
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Παράδειγµατα

Hyperjerk σύστηµα

΄Ενα 4-διάστατο Hyperjerk σύστηµα µε κρυφούς ελκυστές

Το νέο Hyperjerk σύστηµα :

ẋ = y

ẏ = z

ż = w

ẇ = −z − aw − bz
2
w − g

όπου g(y, x) = g = (1 + x)y
Ως Jerk σύστηµα γράφεται

....
x = −ẍ −

...
x − b(ẍ)2

...
x − (1 + x)ẋ
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Παράδειγµατα

Hyperjerk σύστηµα

΄Ενα 4-διάστατο Hyperjerk σύστηµα µε κρυφούς ελκυστές

Τα σηµεία ισορροπίας :

y = 0

z = 0

w = 0

−z − aw − bz
2
w − g = 0

΄Απειρα σηµεία ισορροπίας για κάθε τιµή των a, b πάνω σε µία ευθεία

γραµµή E(x, 0, 0, 0).

Απωλεστικό σύστηµα ∇V < 0.
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Παράδειγµατα

Hyperjerk σύστηµα

΄Ενα 4-διάστατο Hyperjerk σύστηµα µε κρυφούς ελκυστές

Οι ιδιοτιµές του J είναι :
λ1 = 0

λ2 = −0.167 − 1.833/R + 0.167R

λ3 = −0.167 + (0.9167 − 1588i)/R − (0.083 + 0.144i)R
λ4 = −0.167 + (0.9167 + 1588i)/R − (0.083 − 0.144i)R


(1)

όπου,

R = (−91 − 108x + 10.3923
√

89 + x(182 + 108x))1/3 (2)



Εισαγωγή πάνω στα ∆υναµικά Συστήµατα, το Χάος και Εφαρµογές

Παράδειγµατα

Hyperjerk σύστηµα

΄Ενα 4-διάστατο Hyperjerk σύστηµα µε κρυφούς ελκυστές

Φασικό Πορτραίτο για a = 0.5, b = 0.1.
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Παράδειγµατα

Hyperjerk σύστηµα

΄Ενα 4-διάστατο Hyperjerk σύστηµα µε κρυφούς ελκυστές

Απωλεστικό σύστηµα ∇V < 0. ΄Απειρα σηµεία ισορροπίας πάνω σε µία ευθεία γραµµή

E(x, 0, 0, 0). ΄Υπαρξη κρυφών ελκυστών.

Ως προς την παράµετρο a για b = 0.1.

a περιγραφή

0.64 > a > 0.604 π(1)

0.604 > a > 0.547 π(2)

0.547 > a > 0.533 π(4)

0.533 > a > 0.5280 π(8)

0.5280 > a > 0.4650 Χάος

0.4649 > a > 0.4641 π

0.4640 > a > 0.4400 Χάος



Εισαγωγή πάνω στα ∆υναµικά Συστήµατα, το Χάος και Εφαρµογές

Παράδειγµατα

Hyperjerk σύστηµα

Η κυκλωµατική υλοποίηση του Hyperjerk συστήµατος



Εισαγωγή πάνω στα ∆υναµικά Συστήµατα, το Χάος και Εφαρµογές

Παράδειγµατα

Hyperjerk σύστηµα

Η κυκλωµατική υλοποίηση του Hyperjerk συστήµατος



Εισαγωγή πάνω στα ∆υναµικά Συστήµατα, το Χάος και Εφαρµογές

Παράδειγµατα

Hyperjerk σύστηµα

Η κυκλωµατική υλοποίηση του Hyperjerk συστήµατος

Εικόνες από τον παλµογράφο

X − Y για a = 10, b = 1 X − Y για a = 0.25, b = 1

X : 1V/div, Y : 1V/div



Εισαγωγή πάνω στα ∆υναµικά Συστήµατα, το Χάος και Εφαρµογές

Παράδειγµατα

Hyperjerk σύστηµα

Συγχρονισµός

Το νέο Hyperjerk σύστηµα :

ẋ = y

ẏ = z

ż = w

ẇ = −z − aw − bsin(z)w − g

όπου g(y, x) = g = (1 − x)y a, b > 0. Ως Jerk σύστηµα γράφεται

x
(4) = −ẍ − a

...
x − bsin(ẍ)

...
x − (1 − x)ẋ
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Παράδειγµατα

Hyperjerk σύστηµα

Το σχήµα του προσαρµοστικού συγχρονισµού ενός

συζευγµένου Ϲευγαριού δύο Hyperjerk συστηµάτων

α)Το πρώτο

ẋ1 = y1

ẏ1 = z1

ż1 = w1

ẇ1 = −z1 − aw1 − bsin(z1)w1 − (1 − x1)y1

όπου x1, y1, z1,w1 είναι οι καταστάσεις του

συστήµατος και οι a, b είναι οι άγνωστες

παράµετροι. ϐ)Το δεύτερο

ẋ2 = y2 + u1

ẏ2 = z2 + u2

ż2 = w2 + u3

ẇ2 = −z2 − aw2 − bsin(z2)w2 − (1 − x2)y2 + u4

όπου x2, y2, z2,w2, οι καταστάσεις του

συστήµατος, ui οι backstepping ελεγκτές.

Οι τιµές των παραµέτρων είναι : a = 0.55, b = 0.2



Εισαγωγή πάνω στα ∆υναµικά Συστήµατα, το Χάος και Εφαρµογές

Παράδειγµατα

Νευροµορφικά κυκλώµατα

Περιεχόµενα

1 ∆υναµικά Συστήµατα

Βασικές ΄Εννοιες και Ορισµοί

Χρήσιµα Εργαλεία της Θεωρίας των ∆υναµικών Συστηµάτων

Νέες Θεωρίες πάνω στα ∆υναµικά συστήµατα

Εφαρµογή σε Κυκλώµατα

2 Παράδειγµατα

Hyperjerk σύστηµα

Νευροµορφικά κυκλώµατα

3 Εφαρµογές



Εισαγωγή πάνω στα ∆υναµικά Συστήµατα, το Χάος και Εφαρµογές

Παράδειγµατα

Νευροµορφικά κυκλώµατα

Νευροµορφικά κυκλώµατα

Οι νευρώνες είναι το ϐασικό συστατικό του νευρικού συστήµατος.Αυτό το οποίο κάνει τους

νευρώνες να ξεχωρίζουν, είναι η επικοινωνία µεταξύ τους µέσω του δυναµικού της µεµβράνης

τους.



Εισαγωγή πάνω στα ∆υναµικά Συστήµατα, το Χάος και Εφαρµογές

Παράδειγµατα

Νευροµορφικά κυκλώµατα

Νευροµορφικά κυκλώµατα

Σε αυτό το µέρος επιλέχθηκε να µελετηθεί το µοντέλο

FitzHugh-Nagumo (FN)

ẋ = x − 1

3
x

3 − y + us

ẏ = c(x + a − by)

όπου x το δυναµικό της µεµβράνης,

y ένας συνδυασµός των αγωγιµοτήτων των διαφορετικών καναλιών των

ιόντων.

us η ένταση του εξωτερικού ερεθίσµατος.



Εισαγωγή πάνω στα ∆υναµικά Συστήµατα, το Χάος και Εφαρµογές

Παράδειγµατα

Νευροµορφικά κυκλώµατα

Το συζευγµένο σύστηµα

ẋ1 = x1(1 − ϸ) −
1

3
x

3

1
− y1 + us − f(x1 − x2)

ẏ1 = c(x1 + a − by1)

ẋ2 = x2 −
1

3
x

3

2
− y2 + f(x1 − x2)

ẏ2 = c(x2 + a − by2)

ẇ = x1 − x2

όπου f = (k + mw
2 − pw

4) . Στην µονόδροµη σύζευξη ο όρος

f(x1 − x2) δεν υπάρχει
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Παράδειγµατα

Νευροµορφικά κυκλώµατα

Φαινόµενα Συγχρονισµού σε Συζευγµένο Μοντέλο

Νευρώνων

Μονόδροµη σύζευξη για τις τιµές των παραµέτρων a = 0.7, b = 0.8, ϸ = 0.16, m = 1,
p = 0.0002, U0 = 0.9, ν = 0.16

Φασικό Πορτραίτο για k = 0.25 και UDC = 0 Φασικό Πορτραίτο για k = 0.25 και UDC = 0
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Παράδειγµατα

Νευροµορφικά κυκλώµατα

Φαινόµενα Συγχρονισµού σε Συζευγµένο Μοντέλο

Νευρώνων

Αµφίδροµη σύζευξη για τις τιµές των παραµέτρων

a = 0.7, b = 0.8, ϸ = 0.16,m = 1, p = 0.0003, U0 = 0.716, ν = 0.16

Φασικό Πορτραίτο για k = 0.3 και UDC = 0.6 Φασικό Πορτραίτο για k = 0.25 και UDC = 0
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Εφαρµογές

Εφαρµογές

γεωλογία

ϐιολογία

οικονοµικά, χρηµατοοικονοµικά,

µετεωρολογία

πληθυσµιακή δυναµική

Image Encryption

Ασφαλείς Επικοινωνίες

Chaotic Path Planning

ϱοµποτική, (BEAM robotics).

Random Bit Generator
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Εφαρµογές
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