
Κεφάλαιο 4

ΣΥΣΧΕΤΙΣΗ ΚΑΙ ΠΑΛΙΝ∆ΡΟΜΗΣΗ

Στα προηγούµενα κεφάλαια ορίσαµε και µελετήσαµε την τ.µ. µε τη ϐοήθεια της πιθανο-

ϑεωρίας (κατανοµή, ϱοπές) και της στατιστικής (εκτίµηση, στατιστική υπόθεση). Σ΄ αυτό το

κεφάλαιο ϑα µελετήσουµε πως µια τ.µ. µεταβάλλεται όταν αλλάζει µια άλλη µεταβλητή (τυχαία

ή µη).

Πρώτα ϑα µελετήσουµε τη σχέση δύο τ.µ. X και Y . Συχνά στη µελέτη ενός τεχνικού

συστήµατος ή ϕυσικού ϕαινοµένου ενδιαφερόµαστε να προσδιορίσουµε τη σχέση µεταξύ δύο

µεταβλητών. Για παράδειγµα στην παρασκευή σκυροδέµατος µας ενδιαφέρει η σχέση της

αντοχής συµπίεσης και της αντοχής κάµψης. Θα προσδιορίσουµε και ϑα εκτιµήσουµε το

συντελεστή συσχέτισης που µετράει τη γραµµική συσχέτιση δύο τ.µ..

Στη συνέχεια ϑα µελετήσουµε τη συναρτησιακή σχέση εξάρτησης µιας τ.µ. Y ως προς

µια άλλη µεταβλητή X. Η σχέση αυτή είναι πιθανοκρατική κι ορίζεται µε την κατανοµή της

Y για κάθε τιµή της X. Για παράδειγµα η διατµητική αντοχή του αργίλου είναι τ.µ. µε

κατανοµή που µεταβάλλεται µε το ϐάθος τους εδάφους. Συνήθως η µεταβολή αφορά µόνο

τη µέση τιµή (και σπανιότερα και τη διασπορά), γι αυτό κι η περιγραφή της κατανοµής της

Y ως προς τη X περιορίζεται στη δεσµευµένη µέση τιµή E(Y |X) και γίνεται µε τη λεγόµενη

ανάλυση παλινδρόµησης. Θα µελετήσουµε την απλή γραµµική παλινδρόµηση, δηλαδή ϑα

περιοριστούµε να εκτιµήσουµε τη γραµµική σχέση για τη µέση τιµή E(Y |X) ως προς µια τ.µ.

X.

4.1 Συσχέτιση δύο τ.µ.

∆ύο τ.µ. X και Y µπορεί να συσχετίζονται µε κάποιο τρόπο. Αυτό συµβαίνει όταν επηρεάζει

η µία την άλλη, ή αν δεν αλληλοεπηρεάζονται όταν επηρεάζονται και οι δύο από µια άλλη

µεταβλητή. Για παράδειγµα η αντοχή συµπίεσης σκυροδέµατος και η περιεκτικότητα του σε

τσιµέντο µπορούν να ϑεωρηθούν σαν δύο τ.µ. που συσχετίζονται, όπου η αντοχή συµπίεσης

εξαρτάται από την περιεκτικότητα σε τσιµέντο (το αντίθετο δεν έχει πρακτική σηµασία). Μ-

πορούµε επίσης να ϑεωρήσουµε τη συσχέτιση της αντοχής συµπίεσης και της αντοχής κάµψης

σκυροδέµατος, αλλά τώρα δεν εξαρτάται η µια από την άλλη παρά εξαρτιούνται κι οι δύο από

τον τρόπο παρασκευής του σκυροδέµατος, π.χ. από την περιεκτικότητα σε τσιµέντο.

Στη συνέχεια ϑα ϑεωρήσουµε ότι οι δύο τ.µ. X και Y είναι συνεχείς. Για διακριτές τ.µ.

µπορούµε πάλι να ορίσουµε µέτρο συσχέτισης τους αλλά δε ϑα µας απασχολήσει εδώ.
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4.1.1 Ο συντελεστής συσχέτισης ρ

Ο ϐαθµός της γραµµικής συσχέτισης δύο τ.µ. X και Y µε διασπορά σ2
X και σ2

Y αντίστοιχα

και συνδιασπορά σXY = Cov(X, Y ) = E(X, Y ) − E(X)E(Y ), µετριέται µε τον συνετελεστή

συσχέτισης (correlation coefficient) ρ που ορίζεται ως

ρ =
σXY

σX σY
. (4.1)

Ο συντελεστής συσχέτισης ρ, όπως και η συνδιασπορά σXY , εκφράζει το ϐαθµό και τον τρόπο

που οι δύο µεταβλητές συσχετίζονται, δηλαδή πως η µία τ.µ. µεταβάλλεται ως προς την άλλη.

Η σXY παίρνει τιµές που εξαρτώνται από το πεδίο τιµών των X και Y ενώ ο συντελεστής ρ
παίρνει τιµές στο διάστηµα [−1, 1]. Οι χαρακτηριστικές τιµές του ρ ερµηνεύονται ως εξής :

• ρ = 1: υπάρχει τέλεια ϑετική συσχέτιση µεταξύ των X και Y ,

• ρ = 0: δεν υπάρχει καµιά (γραµµική) συσχέτιση µεταξύ των X και Y ,

• ρ = −1: υπάρχει τέλεια αρνητική συσχέτιση µεταξύ των X και Y .

΄Οταν ρ = ±1 η σχέση είναι αιτιοκρατική κι όχι πιθανοκρατική γιατί γνωρίζοντας την τιµή της

µιας τ.µ. γνωρίζουµε και την τιµή της άλλης τ.µ. ακριβώς. ΄Οταν ο συνετελεστής συσχέτισης

είναι κοντά στο −1 ή 1 η γραµµική συσχέτιση των δύο τ.µ. είναι ισχυρή (συνήθως χαρακτηρί-

Ϲουµε ισχυρές τις συσχετίσεις όταν |ρ| > 0.9) ενώ όταν είναι κοντά στο 0 οι τ.µ. είναι πρακτικά

ασυσχέτιστες.

΄Οπως ϕαίνεται από τον ορισµό στη σχέση (4.1), ο συντελεστής συσχέτισης ρ δεν εξαρτάται

από τη µονάδα µέτρησης των X και Y και είναι συµµετρικός ως προς τις X και Y .

4.1.2 Σηµειακή εκτίµηση του συντελεστή συσχέτισης

΄Οταν έχουµε παρατηρήσεις των δύο τ.µ. X και Y κατά Ϲεύγη (x1, y1), . . . , (xn, yn), µ-

πορούµε να εκτιµήσουµε τη συσχέτιση τους ποιοτικά από το διάγραµµα διασποράς (scatter

diagram), που είναι η απεικόνιση των σηµείων (xi, yi), i = 1, . . . , n, σε καρτεσιανό σύστηµα

συντεταγµένων. Στο Σχήµα 4.1 παρουσιάζονται τυπικά διαγράµµατα διασποράς για ισχυρές

κι ασθενείς συσχετίσεις δύο τ.µ. X και Y . Στα Σχήµατα 4.1α και 4.1δ η σχέση είναι τέλεια

(ρ = 1 και ρ = −1 αντίστοιχα), στα Σχήµατα 4.1ϐ και 4.1ε είναι ισχυρή (ϑετική µε ρ = 0.97
κι αρνητική µε ρ = −0.97 αντίστοιχα) και στα Σχήµατα 4.1γ και 4.1Ϲ είναι λιγότερο ισχυρή

(ϑετική µε ρ = 0.8 κι αρνητική µε ρ = −0.8 αντίστοιχα). Στο Σχήµα 4.1η είναι ρ = 0 γιατί οι

τ.µ. X και Y είναι ανεξάρτητες ενώ στο Σχήµα 4.1ϑ είναι πάλι ρ = 0 αλλά οι X και Y δεν είναι

ανεξάρτητες αλλά συσχετίζονται µόνο µη-γραµµικά. Τέλος για το Σχήµα 4.1ι ο συντελεστής

συσχέτισης δεν ορίζεται γιατί η Y είναι σταθερή (σY = 0 στον ορισµό του ρ στην (4.1) ).

Η σηµειακή εκτίµηση του συντελεστή συσχέτισης ρ του πληθυσµού από το δείγµα των n
Ϲευγαρωτών παρατηρήσεων των X και Y γίνεται µε την αντικατάσταση στη σχέση (4.1) της

συνδιασποράς σXY και των διασπορών σ2
X και σ2

Y από τις αντίστοιχες εκτιµήσεις από το δείγµα

ρ̂ ≡ r =
sXY

sX sY

. (4.2)
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Σχήµα 4.1: ∆ιάγραµµα διασποράς δύο τ.µ. X και Y από n = 20 παρατηρήσεις για ϑετική

συσχέτιση στα σχήµατα (α), (ϐ) και (γ), για αρνητική συσχέτιση στα σχήµατα (δ), (ε) και (Ϲ) και

για ασυσχέτιστες τ.µ. στα σχήµατα (η), (ϑ) και (ι). Σε κάθε σχήµα δίνεται η πραγµατική τιµή

του συντελεστή συσχέτισης ρ κι η δειγµατική r. Στο (ι) ο συντελεστής συσχέτισης δεν ορίζεται.

Οι αµερόληπτες εκτιµήτριες sXY , s2
X και s2

Y δίνονται ως

sXY =
1

n − 1

n∑

i=1

(xi − x̄)(yi − ȳ) =
1

n − 1

(
n∑

i=1

xiyi − nx̄ȳ

)
(4.3)

s2
X =

1

n − 1

n∑

i=1

(xi − x̄)2 =
1

n − 1

(
n∑

i=1

x2
i − nx̄2

)
(4.4)

όπου x̄ και ȳ είναι οι δειγµατικές µέσες τιµές των X και Y . Από τα παραπάνω προκύπτει η
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έκφραση της εκτιµήτρια r

r =

n∑

i=1

xiyi − nx̄ȳ

√√√√
(

n∑

i=1

x2
i − nx̄2

)(
n∑

i=1

y2
i − nȳ2

) . (4.5)

Είναι προφανές πως η παραπάνω σχέση για το r δεν αλλάζει αν ϑεωρήσουµε τις µεροληπτικές

εκτιµήτριες των σXY , σX και σY .

Στο Σχήµα 4.1 δίνεται ο δειγµατικός συντελεστής συσχέτισης r για κάθε περίπτωση. Επειδή

το δείγµα είναι µικρό (n = 20) η τιµή του r δεν είναι πάντα κοντά στην πραγµατική τιµή ρ.

Αυτό συµβαίνει γιατί η εκτιµήτρια r όπως δίνεται στη σχέση (4.5) είναι µια τ.µ. που εξαρτάται

από τις τιµές και το πλήθος των Ϲευγών των παρατηρήσεων.

Για να εκφράσουµε τη συσχέτιση δύο τ.µ. χρησιµοποιούµε επίσης την ποσότητα r2 που

λέγεται και συντελεστής προσδιορισµού (coefficient of determination) (εκφράζεται συνήθως

σε ποσοστό %, 100r2). Ο συντελεστής προσδιορισµού δίνει το ποσοστό µεταβλητότητας των

τιµών της Y που υπολογίζεται από τη X (κι αντίστροφα) κι είναι ένας χρήσιµος τρόπος να

συνοψίσουµε τη συσχέτιση δύο τ.µ..

Παράδειγµα 4.1 Θέλουµε να διερευνήσουµε τη συσχέτιση της αντοχής συµπίεσης κι αντοχής

κάµψης σκυροδέµατος κάποιας παρασκευής. Γι αυτό πήραµε τις αντίστοιχες µετρήσεις από δείγµα

20 δοκιµίων σκυροδέµατος που παρουσιάζονται στον Πίνακα 4.1. Για να ϐρούµε τον συντελεστή

συσχέτισης r υπολογίζουµε πρώτα τα παρακάτω

x̄ = 3092.9 ȳ = 428.5
20∑

i=1

x2
i = 200680560

20∑

i=1

y2
i = 4083287

20∑

i=1

xiyi = 28088503.

Αντικαθιστώντας τα παραπάνω αποτελέσµατα στη σχέση (4.5) ϐρίσκουµε

r =
28088503− 20 · 3092.9 · 428.5√

(200680560− 20 · 3092.92) (4083287 − 20 · 428.52)
= 0.807.

Η τιµή r = 0.807 υποδηλώνει ότι η αντοχή συµπίεσης κι η αντοχή κάµψης έχουν γραµµική ϑετική

συσχέτιση αλλά όχι πολύ ισχυρή. Αυτό ϕαίνεται κι από το διάγραµµα διασποράς στο Σχήµα 4.2.

Η µεταβλητότητα της µιας τ.µ. (αντοχή συµπίεσης ή αντοχή κάµψης) µπορεί να εξηγηθεί από

τη συσχέτιση της µε την άλλη κατά ποσοστό που δίνεται από το συντελεστή προσδιορισµού, που

είναι r2 · 100 = 0.8072 · 100 = 65%. Συµπεραίνουµε λοιπόν πως η γνώση της µιας τ.µ. δε µας

επιτρέπει να προσδιορίσουµε την άλλη µε ακρίβεια. Πρέπει επίσης να σηµειωθεί ότι η εκτίµηση

r του συνετελεστή συσχέτισης µπορεί να αλλάξει σηµαντικά µε την πρόσθεση ή αφαίρεση λίγων

Ϲευγών παρατηρήσεων γιατί το µέγεθος του δείγµατος είναι µικρό.

Για τον συντελεστή συσχέτισης ρ µπορούµε να υπολογίσουµε διαστήµατα εµπιστοσύνης αν

ϑεωρήσουµε γνωστή την κατανοµή της εκτιµήτριας r. Μπορούµε επίσης να κάνουµε στατιστικό

έλεγχο για κάποια τιµή r0, αλλά εδώ δε ϑα ασχοληθούµε µε αυτά τα ϑέµατα.
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Α/Α Αντοχή συµπίεσης xi (ksi) Αντοχή κάµψης yi (psi)

1 1668 133

2 2083 239

3 2334 318

4 2529 434

5 2654 395

6 2851 345

7 2891 518

8 2923 390

9 2970 238

10 3047 284

11 3091 476

12 3100 481

13 3140 471

14 3230 585

15 3262 282

16 3581 527

17 3853 604

18 3951 621

19 3953 581

20 4747 646

Πίνακας 4.1: ∆εδοµένα αντοχής συµπίεσης (xi) κι αντοχής κάµψης (yi) σκυροδέµατος.
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Σχήµα 4.2: ∆ιάγραµµα διασποράς για το δείγµα παρατηρήσεων αντοχής συµπίεσης κι αντοχής

κάµψης σκυροδέµατος του Πίνακα 4.1.

4.2 Απλή Γραµµική Παλινδρόµηση

Στη συσχέτιση που µελετήσαµε παραπάνω µετρήσαµε µε το συντελεστή συσχέτισης τη γραµ-

µική συσχέτιση δύο τ.µ. X και Y . Στην παλινδρόµηση που ϑα µελετήσουµε τώρα σχεδιάζουµε
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την εξάρτηση µιας τ.µ. Y , που την ονοµάζουµε εξαρτηµένη µεταβλητή (dependent variable),

από κάποια άλλη µεταβλητή X που την ονοµάζουµε ανεξάρτητη µεταβλητή (independent

variable). Η ανεξάρτητη µεταβλητή δε ϑεωρείται τυχαία αλλά παίρνει καθορισµένες τιµές που

διαλέγουµε εµείς ή δίνονται από το πρόβληµα που µελετάµε. Ενώ λοιπόν η συσχέτιση είναι

συµµετρική ως προς τα X και Y , στην παλινδρόµηση η εξαρτηµένη µεταβλητή Y ’καθοδηγεί-

ται’ από την ανεξάρτητη µεταβλητή X. Γι αυτό και στην ανάλυση που κάνουµε παίζει ϱόλο

ποιόν από τους δύο παράγοντες που µετράµε ορίζουµε σαν ανεξάρτητη µεταβλητή και ποιόν

σαν εξαρτηµένη, όταν αυτές δεν ορίζονται ξεκάθαρα από το πρόβληµα. Για παράδειγµα, όταν

µετράµε τη διατµητική αντοχή του αργίλου σε διάφορα ϐάθη, ϑέλουµε να µελετήσουµε την

(γραµµική) εξάρτηση της διατµητικής αντοχής του αργίλου από το ϐάθος τους εδάφους και

γι αυτό η διατµητική αντοχή του αργίλου είναι η εξαρτηµένη µεταβλητή Y και το ϐάθος του

εδάφους η ανεξάρτητη µεταβλητή X.

4.2.1 Το πρόβληµα της γραµµικής παλινδρόµησης

Η εξαρτηµένη τ.µ. Y ακολουθεί κάποια κατανοµή µε αθροιστική συνάρτηση κατανοµής

FY (y|X = x), δεσµευµένη για κάθε τιµή x της µεταβλητής X. Περιορίζουµε τη µελέτη του

προβλήµατος στη µέση τιµή και υποθέτουµε εδώ ότι η εξάρτηση εκφράζεται από µια γραµµική

σχέση

E(Y |X = x) = α + βx (4.6)

και η σχέση αυτή λέγεται γραµµική παλινδρόµηση της Y στη X (linear regression) [οι τιµές

της Y για κάθε τιµή X = x παλινδροµούνται γύρω από το σηµείο y = E(Y |X = x) της ευθείας

y = α + βx, δηλαδή οι τιµές της Y για κάθε τιµή της X ϐρίσκονται πάνω και κάτω από αυτήν την

ευθεία]. Το πρόβληµα της παλινδρόµησης είναι η εύρεση των παραµέτρων α και β που εκφρά-

Ϲουν καλύτερα τη γραµµική εξάρτηση της Y από τη X. Κάθε Ϲεύγος τιµών (α, β) καθορίζει

µια διαφορετική γραµµική σχέση που εκφράζεται γεωµετρικά από ευθεία γραµµή και οι δύο

παράµετροι ορίζονται ως :

• Ο σταθερός όρος α είναι η τιµή του y για x = 0 (intercept).

• Ο συντελεστής β του x είναι η κλίση (slope) της ευθείας ή αλλιώς ο συντελεστής παλιν-

δρόµησης (regression coefficient).

Αν ϑεωρήσουµε τις παρατηρήσεις (x1, y1), . . . , (xn, yn) και το διάγραµµα διασποράς που τις

απεικονίζει σαν σηµεία, µπορούµε να σχηµατίσουµε πολλές τέτοιες ευθείες που προσεγγίζουν

την υποτιθέµενη γραµµική εξάρτηση της E(Y |X = x) ως προς X, όπως ϕαίνεται στο Σχήµα 4.3.

Για κάποια τιµή xi της X αντιστοιχούν διαφορετικές τιµές yi της Y , σύµφωνα µε κάποια

κατανοµή πιθανότητας FY (yi|X = xi), δηλαδή µπορούµε να ϑεωρήσουµε την yi σαν τ.µ. [ϑα ή-

ταν σωστότερο να χρησιµοποιούσαµε το συµβολισµό Yi αντί yi, όπου ο δείκτης i ορίζει την εξάρτηση από

το X = xi, αλλά ϑα χρησιµοποιήσουµε εδώ τον ίδιο συµβολισµό yi για την τ.µ. και την παρατήρηση].

Η τ.µ. yi για κάποια τιµή xi της X ϑα δίνεται κάτω από την υπόθεση της γραµµικής παλιν-

δρόµησης ως

yi = α + βxi + ǫi, (4.7)

όπου ǫi είναι κι αυτή τ.µ., λέγεται σφάλµα παλινδρόµησης (regression error) κι ορίζεται ως

η διαφορά της yi από τη δεσµευµένη µέση τιµή E(Y |X = xi) (δες σχέση (4.6) ).
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Σχήµα 4.3: Ευθείες γραµµικής παλινδρόµησης

Για την ανάλυση της γραµµικής παλινδρόµησης κάνουµε τις παρακάτω υποθέσεις :

• Η µεταβλητή X είναι ελεγχόµενη για το πρόβληµα που µελετάµε, δηλαδή γνωρίζουµε τις

τιµές της χωρίς καµιά αµφιβολία.

• Η σχέση (4.6) ισχύει, δηλαδή η εξάρτηση της Y από τη X είναι γραµµική.

• E(ǫi) = 0 και Var(ǫi) = σ2
ǫ για κάθε τιµή xi της X, δηλαδή το σφάλµα παλινδρόµησης

έχει µέση τιµή µηδέν για κάθε τιµή της X και η διασπορά του είναι σταθερή και δεν

εξαρτάται από τη X.

Η τελευταία συνθήκη είναι ισοδύναµη µε τη συνθήκη Var(Y |X = x) = σ2
Y |X , δηλαδή ότι

η διασπορά της εξαρτηµένης µεταβλητής Y είναι η ίδια για κάθε τιµή της X και µάλιστα είναι

σ2
Y |X = σ2

ǫ ≡ σ2, όπως προκύπτει από τη σχέση (4.7), αφού οι παράµετροι α και β είναι

σταθερές και το xi γνωστό. Η ιδιότητα αυτή λέγεται οµοσκεδαστικότητα (δες επίσης 2.2.4) και

αντίθετα έχουµε ετεροσκεδαστικότητα όταν η διασπορά της Y (ή του σφάλµατος ǫ) µεταβάλλεται

µε τη X.

Γενικά για να εκτιµήσουµε τις παραµέτρους της γραµµικής παλινδρόµησης µε τη µέθοδο

των ελαχίστων τετραγώνων, όπως ϑα δούµε παρακάτω, δεν είναι απαραίτητο να υποθέσουµε

κάποια συγκεκριµένη δεσµευµένη κατανοµή FY (yi|X = xi) της Y ως προς τη X. Αν ϑέλουµε

όµως να υπολογίσουµε διαστήµατα εµπιστοσύνης για τις παραµέτρους ϑα χρειαστούµε να

υποθέσουµε κανονική δεσµευµένη κατανοµή για τη Y . Επίσης οι παραπάνω υποθέσεις γι-

α γραµµική σχέση και σταθερή διασπορά αποτελούν χαρακτηριστικά πληθυσµών µε κανον-

ική κατανοµή. Συνήθως λοιπόν σε προβλήµατα γραµµικής παλινδρόµησης υποθέτουµε ότι η

δεσµευµένη κατανοµή της Y είναι κανονική

Y |X = x ∼ N(α + βx, σ2).
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4.2.2 Σηµειακή εκτίµηση των παραµέτρων της γραµµικής παλινδρόµησης

Λύση στο πρόβληµα της γραµµικής παλινδρόµησης µε τις υποθέσεις που ορίστηκαν παρα-

πάνω αποτελεί ο προσδιορισµός της σταθερού όρου της παλινδρόµησης α και του συντελεστή

της παλινδρόµησης β για να γνωρίζουµε την ευθεία της παλινδρόµησης αλλά και της διασποράς

σ2 για να γνωρίζουµε το ϐαθµό µεταβλητότητας γύρω από την ευθεία.

Εκτίµηση των παραµέτρων της ευθείας παλινδρόµησης Η εκτίµηση

των παραµέτρων α και β γίνεται µε τη µέθοδο των ελαχίστων τετραγώνων (method of least

squares). Η µέθοδος λέγεται έτσι γιατί ϐρίσκει την ευθεία παλινδρόµησης µε παραµέτρους a
και b έτσι ώστε το άθροισµα των τετραγώνων των κατακόρυφων αποστάσεων των σηµείων από

την ευθεία να είναι το ελάχιστο. Οι εκτιµήσεις των α και β δίνονται από την ελαχιστοποίηση

του αθροίσµατος των τετραγώνων των σφαλµάτων

min
α,β

n∑

i=1

ǫ2
i ή min

α,β

n∑

i=1

(yi − α − βxi)
2. (4.8)

Για να λύσουµε αυτό το πρόβληµα ϑέτουµε τις µερικές παραγώγους ως προς τα α και β ίσες

µε το µηδέν και καταλήγουµε στο σύστηµα δύο εξισώσεων µε δύο αγνώστους

∂

n∑

i=1

(yi − α − βxi)
2

∂α
= 0

∂
n∑

i=1

(yi − α − βxi)
2

∂β
= 0






n∑

i=1

yi = nα + β

n∑

i=1

xi

n∑

i=1

xiyi = α
n∑

i=1

xi + β
n∑

i=1

x2
i

από το οποίο παίρνουµε τις εκτιµήσεις των α και β

b =
sXY

s2
X

, a = ȳ − bx̄, (4.9)

όπου sXY και s2
X είναι η δειγµατική συνδιασπορά των X και Y και η δειγµατική διασπορά

της X που ορίστηκαν στις σχέσεις (4.3) και (4.4) αντίστοιχα. Τα a και b ορίζουν την ευθεία,

ŷ = a + bx, που λέγεται κι ευθεία ελαχίστων τετραγώνων.

Εκτίµηση της διασποράς των σφαλµάτων παλινδρόµησης Για κάθε

δοθείσα τιµή xi µε τη ϐοήθεια της ευθείας ελαχίστων τετραγώνων εκτιµούµε την τιµή ŷi που

γενικά είναι διαφορετική από την πραγµατική τιµή yi. Η διαφορά ei = yi − ŷi είναι η

κατακόρυφη απόσταση της πραγµατικής τιµής από την ευθεία ελαχίστων τετραγώνων και λέγε-

ται σφάλµα ελαχίστων τετραγώνων ή απλά υπόλοιπο (residual). Στο Σχήµα 4.4 απεικονίζονται

τα υπόλοιπα της παλινδρόµησης.

Το υπόλοιπο ei είναι η εκτίµηση του σφάλµατος παλινδρόµησης ǫi αντικαθιστώντας απλά

τις παραµέτρους παλινδρόµησης α και β µε τις εκτιµήσεις ελαχίστων τετραγώνων a και b στον

ορισµό του σφαλµάτος ǫi = yi − α + βxi. ΄Αρα η εκτίµηση της διασποράς σ2 του σφάλµατος
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Σχήµα 4.4: Ευθεία ελαχίστων τετραγώνων και υπόλοιπα

(που είναι κι η δεσµεύµενη διασπορά της Y ως προς X) δίνεται από τη δειγµατική διασπορά

s2 των υπολοίπων ei

s2 =
1

n − 2

n∑

i=1

(yi − ŷi)
2, (4.10)

όπου διαιρούµε µε n − 2 γιατί από τους ϐαθµούς ελευθερίας n του µεγέθους του δείγµατος

αφαιρούµε δύο για τις δύο παραµέτρους που έχουν ήδη εκτιµηθεί. Η δειγµατική διασπορά s2

µπορεί να εκφραστεί ως προς τις δειγµατικές διασπορές των X και Y και της συνδιασποράς

τους, αν αντικαταστήσουµε τις εκφράσεις των a και b από την (4.9) στην παραπάνω σχέση (όπου

ϑέτουµε ŷi = a + bxi)

s2 =
n − 1

n − 2

(
s2

Y − s2
XY

s2
X

)
=

n − 1

n − 2
(s2

Y − b2s2
X) (4.11)

όπου και πάλι υποθέτουµε τις αµερόληπτες εκτιµήτριες για τις διασπορές.

Παρατηρήσεις

1. Η ευθεία ελαχίστων τετραγώνων περνάει από το σηµείο (x̄, ȳ) γιατί

a + bx̄ = ȳ − bx̄ + bx̄ = ȳ.

΄Αρα η ευθεία ελαχίστων τετραγώνων µπορεί επίσης να οριστεί ως

yi − ȳ = b(xi − x̄).

2. Η εκτίµηση των α και β µε τη µέθοδο των ελαχίστων τετραγώνων δεν προϋποθέτει σταθερή

διασπορά και κανονική κατανοµή της εξαρτηµένης µεταβλητής Y για κάθε τιµή της

ανεξάρτητης µεταβλητής X. ΄Οταν όµως ισχύουν οι δύο αυτές συνθήκες οι εκτιµήτριες

ελαχίστων τετραγώνων a και b είναι οι εκτιµήτριες µεγίστης πιθανοφάνειας (κι άρα έχουν

και τις επιθυµητές ιδιότητες εκτιµητριών).
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3. Αν η διασπορά της δεσµευµένης κατανοµής της Y αλλάζει µε τη X, τότε η διαδικασία

των ελαχίστων τετραγώνων πρέπει να διορθωθεί έτσι ώστε να δίνει περισσότερο ϐάρος στις

παρατηρήσεις που αντιστοιχούν σε µικρότερη διασπορά.

4. Για κάθε τιµή x0 της X µπορούµε να προβλέψουµε την αντίστοιχη τιµή y0 της Y από την

ευθεία ελαχίστων τετραγώνων, y0 = a + bx0. Εδώ πρέπει να προσέξουµε ότι η τιµή x0

πρέπει να ανήκει στο εύρος τιµών της X που έχουµε από το δείγµα. Για τιµές έξω από

αυτό το διάστηµα η πρόβλεψη είναι επικίνδυνη. Επίσης οι προβλέψεις έχουν νόηµα όταν

η διασπορά του σφάλµατος είναι σχετικά µικρή.

Παράδειγµα 4.2 Θέλουµε να µελετήσουµε την αντοχή αλουµινίου και γι αυτό κάναµε ένα πεί-

ϱαµα και µετρήσαµε την επιµήκυνση δοκιµίου αλουµινίου για διάφορες τάσεις. Τα αποτελέσµατα

δίνονται στον Πίνακα 4.2.

∆ύναµη τάσης xi (kips) 1 2 3 4 5 6 7

Επιµήκυνση δοκιµίου yi (10−3 inches) 6 13 28 38 44 61 71

Πίνακας 4.2: ∆εδοµένα αντοχής αλουµινίου (yi) για διαφορετικές τάσεις (xi).

Υποθέτουµε πως η παραµόρφωση του αλουµινίου εξαρτάται γραµµικά από την τάση και το

διάγραµµα διασποράς στο Σχήµα 4.5 από το δείγµα επιβεβαιώνει αυτήν την υπόθεση. Για να
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Σχήµα 4.5: ∆ιάγραµµα διασποράς για τα δεδοµένα του Πίνακα4.2 κι ευθεία ελαχίστων

τετραγώνων.

εκτιµήσουµε τις παραµέτρους a και b της ευθείας ελαχίστων τετραγώνων υπολογίζουµε πρώτα τα

παρακάτω

x̄ = 4 ȳ = 37.31
7∑

i=1

x2
i = 140

∑7
i=1 y2

i = 13165
∑7

i=1 xiyi = 1352.5
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και χρησιµοποιώντας τις σχέσεις (4.3) και (4.4) για τη δειγµατική συνδιασπορά και διασπορά

αντίστοιχα, ϐρίσκουµε

sXY = 51.32 s2
X = 4.67 s2

Y = 570.50.

Οι εκτιµήσεις b και a είναι

b =
51.32

4.67
= 10.99

a = 37.31 − 10.99 · 4 = −6.65.

Από τη σχέση (4.11) υπολογίζουµε την εκτίµηση διασποράς των σφαλµάτων παλινδρόµησης

s2 =
6

5
(570.50 − 10.992 · 4.67) = 7.75.

Τα αποτελέσµατα αυτά ερµηνεύονται ως εξής :

1. b = 10.99: Για αύξηση της δύναµης τάσης κατά µία µονάδα µέτρησης (1 kips) το δοκίµιο

αλουµινίου επιµηκύνεται κατά περίπου 0.011 ίντσες (10.99 · 10−3 inches).

2. a = −6.65: ΄Οταν δεν ασκείται τάση στο δοκίµιο αλουµινίου (x = 0), η επιµήκυνση του

δοκιµίου είναι −6.65 · 10−3 ίντσες, που ϕυσικά είναι αδύνατον. Αυτό συµβαίνει γιατί η

τιµή x = 0 δεν ανήκει στο διάστηµα τιµών δύναµης τάσης του πειράµατος. ∆ε ϑα πρέπει

λοιπόν να επιχειρήσουµε προβλέψεις για τιµές δύναµης τάσης µικρότερης του 1 kips και

µεγαλύτερης των 7 kips.

3. s2 = 7.75: Η διασπορά γύρω από την ευθεία παλινδρόµησης για κάθε τιµή του X (στο

διάστηµα τιµών του πειράµατος) εκτιµάται να είναι 7.75, ή αλλιώς το τυπικό σφάλµα της

εκτίµησης της παλινδρόµησης είναι 2.78·10−3 ίντσες, που είναι µικρό σε σχέση µε το επίπεδο

τιµών της Y και άρα το µοντέλο της γραµµική παλινδρόµησης εξηγεί ικανοποιητικά τη σχέση

επιµήκυνσης αλουµινίου και τάσης και επιτρέπει καλές προβλέψεις.

Με ϐάση το µοντέλο παλινδρόµησης που εκτιµήσαµε µπορούµε να προβλέψουµε την επιµήκυν-

ση του αλουµινίου για κάθε δύναµη τάσης στο διάστηµα [1, 7] kips. Στο Σχήµα 4.5 απεικονίζεται

η πρόβλεψη της επιµήκυνσης για δύναµη τάσης x0 = 3.5 kips και είναι

y0 = −6.65 + 10.99 · 3.5 = 31.82.

Για τις παραµέτρους α και β, καθώς και για τη διασπορά σ2, µπορούµε να εκτιµήσουµε

διαστήµατα εµπιστοσύνης και να κάνουµε στατιστικούς ελέγχους.

4.2.3 Σχέση του συντελεστή συσχέτισης και παλινδρόµησης

Η παλινδρόµηση ορίζεται ϑεωρώντας την ανέξαρτητη µεταβλητή X καθορισµένη και την

εξαρτηµένη µεταβλητή Y τυχαία, ενώ για τη συσχέτιση ϑεωρούµε και τις δύο µεταβλητές X
και Y τυχαίες. Για τις µεταβλητές X και Y της παλινδρόµησης, µπορούµε να αγνοήσουµε

ότι η X δεν είναι τ.µ. και να ορίσουµε το συντελεστή συσχέτισης ρ όπως και πριν. Η σχέση

µεταξύ του r (της εκτιµήτριας του ρ από το δείγµα) και του συντελεστή της παλινδρόµησης b
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(της εκτιµήτριας του β από το δείγµα) δίνεται ως εξής (συνδιάζοντας τις σχέσεις r = sXY

sXsY

και

b = sXY

s2

X

)

r = b
sX

sY
ή b = r

sY

sX
. (4.12)

Και τα δύο µεγέθη, r και b, εκφράζουν ποιοτικά τη γραµµική συσχέτιση των µεταβλητών X και

Y , αλλά το b εξαρτάται από τη µονάδα µέτρησης των X και Y ενώ το r παίρνει τιµές στο διάστηµα

[−1, 1]. ΄Ετσι αν η συσχέτιση είναι ϑετική (r > 0) τότε η κλίση της ευθείας παλινδρόµησης b
είναι επίσης ϑετική, αν η συσχέτιση είναι αρνητική (r < 0) τότε είναι b < 0 και αν οι µεταβλητές

X και Y δε συσχετίζονται (r = 0) τότε η ευθεία παλινδρόµησης είναι οριζόντια (b = 0).

Επίσης µπορούµε να εκφράσουµε το συντελεστή προσδιορισµού r2 ως προς τη δειγµατική

διασπορά του σφάλµατος s2 και αντίστροφα

s2 =
n − 1

n − 2
s2

Y (1 − r2) ή r2 = 1 − n − 2

n − 1

s2

s2
Y

. (4.13)

Η παραπάνω σχέση δηλώνει πως όσο µεγαλύτερο είναι το r2 (ή το |r|) τόσο µικρότερη είναι η

διασπορά του σφάλµατος της παλινδρόµησης, δηλαδή τόσο καλύτερη είναι η πρόβλεψη που

ϐασίζεται στην ευθεία παλινδρόµησης.

Παράδειγµα 4.3 Στο παραπάνω παράδειγµα, ο συντελεστής συσχέτισης της επιµήκυνσης του

αλουµινίου και της τάσης είναι

r =
sXY

sX sY
=

41.32√
4.67 · 570.50

= 0.995

που ϑα µπορούσαµε να υπολογίσουµε κι από τις σχέσεις (4.12) ή (4.13). Ο συντελεστής συσχέτισης

δηλώνει την πολύ ισχυρή ϑετική συσχέτιση της επιµήκυνσης του αλουµινίου και της τάσης, που δε

µπορούµε όµως εύκολα να συµπεράνουµε από την τιµή του συντελεστή παλινδρόµησης b = 10.99
ή την τιµή της διασποράς των σφαλµάτων s2 = 7.75 γιατί οι τιµές τους ορίζονται σε σχέση µε το

πεδίο τιµών της επιµήκυνσης του αλουµινίου και της τάσης.

Σ΄ αυτό το κεφάλαιο ασχοληθήκαµε µόνο µε την απλή γραµµική παλινδρόµηση. Η µελέτη

της παλινδρόµησης επεκτείνεται στη µή-γραµµική παλινδρόµηση, που αποτελεί γενικότερη

και πιο ϱεαλιστική (αλλά και πιο πολύπλοκη) προσέγγιση για τον προσδιορισµό της εξάρτησης

της Y από τη X. Επίσης η τ.µ. Y µπορεί να εξαρτάται από περισσότερες από µια µεταβλητές

που είναι το πρόβληµα της πολλαπλής παλινδρόµησης (γραµµική ή µή-γραµµική).


