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Λυµένες Ασκήσεις στο Μάθηµα Στατιστικής  
στο Τµήµα Πολιτικών Μηχανικών 

 
Μέρος Α – Θεωρία Πιθανοτήτων 
 

Άσκηση 1 [Θέµα στις εξετάσεις Φεβρουαρίου 2002] 

Το νερό για µία κατοικηµένη περιοχή πρώτα αντλείται από µία γεώτρηση, µετά περνά 
από ένα σύστηµα χλωρίωσης, και τέλος µέσα από ένα φίλτρο νερού. Η πιθανότητα 
αποτυχίας της άντλησης, χλωρίωσης και φιλτραρίσµατος µέσα σε ένα χρόνο είναι 
0,1, 0,2 και 0,1 αντίστοιχα.  

Η αποτυχία άντλησης προκαλεί έλλειψη ικανοποιητικής παροχής νερού, ενώ η 
αποτυχία της χλωρίωσης ή φιλτραρίσµατος ελαττώνει την ποιότητα νερού κάτω από 
τα επιτρεπτά όρια. Το γεγονότα αποτυχίας άντλησης νερού, χλωρίωσης, και 
φιλτραρίσµατος θεωρούνται στατιστικά ανεξάρτητα. 

(α) Ποια η πιθανότητα αυτόν τον χρόνο η κατοικηµένη περιοχή να έχει 
ικανοποιητική παροχή νερού παραδεκτής ποιότητας;   

(β) Όταν η κατοικηµένη περιοχή πίνει νερό χαµηλής ποιότητας (κάτω από τα 
επιτρεπτά όρια), ποια η πιθανότητα να οφείλεται στην αποτυχία της χλωρίωσης;   

(γ) Εάν το σύστηµα χλωρίωσης αντικατασταθεί µε ένα ποιο αξιόπιστο, 
πιθανότητα αποτυχίας 0,1, κατά πόσο περιορίζεται το ποσοστό ευθύνης της 
χλωρίωσης της ερώτησης (β);    

Λύση 

Θεωρώ τα γεγονότα 
   Α={ικανοποιητική παροχή νερού} 
   Χ={επιτυχή χλωρίωση} 
   Φ={επιτυχή φιλτράρισµα} 

(α) Το γεγονός Ε του οποίου ζητώ την πιθανότητα γράφεται µε την ακόλουθη 
άλγεβρα γεγονότων 

   Ε=Α∩(Χ∩Φ) 
Η πιθανότητά του Ε υπολογίζεται από την τοµή των ανεξάρτητων γεγονότων Α, Χ, Φ. 
    P(Ε)=P(Α∩(Χ∩Φ))=P(A)P(X)P(Φ) 

=0,9*0,8*0,0,9=…. 
 

(β) Ζητώ την πιθανότητα  

))(( Φ∪XXP  

Εφαρµόζω τον κανόνα της υπό συνθήκη πιθανότητας, 
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(γ) Βασικά υπολογίζω την πιθανότητα όπως και στην ερώτηση (β), 
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Άσκηση 2 [Θέµα στις εξετάσεις Φεβρουαρίου 2002] 

(α) Η αντοχή συµπίεσης τσιµέντου έχει µία µέση τιµή 60.0 Ν/mm2 και µία τυπική 
απόκλιση 5.0 Ν/mm2 και υποτίθεται ότι ακολουθεί κανονική κατανοµή.  

 (i) Ποια η πιθανότητα ότι σε ένα έλεγχο η αντοχή συµπίεσης τσιµέντου θα 
βρεθεί στο διάστηµα από 50 µέχρι 75 Ν/mm2;  

 (ii) Ποια η πιθανότητα ότι σε ένα έλεγχο 10  δοκιµών αντοχής συµπίεσης 
τσιµέντου όλες οι τιµές θα βρεθούν στο διάστηµα από 50 µέχρι 75 Ν/mm2; 

(β) Η πιθανότητα ότι µία µηχανή κατασκευής πασσάλων θα πάθει βλάβη για κάθε 
100 µέτρα πασσάλων που κάνει είναι 0,02.  

 (i) Ποια η πιθανότητα να παρουσιάσει βλάβη για πρώτη φορά µεταξύ της 
κατασκευής 1000 και 1100 µέτρων πασσάλων; 

 (ii) Αν η µηχανή κατασκευάζει 1000 µέτρα την εβδοµάδα, κατά µέσο όρο κάθε 
πόσες εβδοµάδες η µηχανή παρουσιάζει βλάβη; 

Λύση 

(α) Σε κάθε δοκιµή έχω µία σταθερή πιθανότητα p ότι η αντοχή του τσιµέντου θα 
πέσει µεταξύ 50 και 75 N/mm2. 
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διότι η τυχαία µεταβλητή Χ παριστάνει αντοχή και ακολουθεί κανονική κατανοµή µε 
µέση τιµή 60 και τυπική απόκλιση 5. 

Η πιθανότητα του γεγονότος ότι και στις δέκα δοκιµές η αντοχή θα βρεθεί στο 
διάστηµα 50 µε 75 µπορεί να βρεθεί από την ∆ιωνυµική κατανοµή αν θεωρήσω 

n= 10 (δοκιµές) 

p=0,9759 

και αν Υ είναι η τυχαία µεταβλητή που παριστάνει τον αριθµό των επιτυχιών στις 
δέκα δοκιµές, Υ={0, 1, 2, 3, …,10}, από τον τύπο της διωνυµικής έχω 

 1010101010 9759,01*9759,0*1)1(
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 (β) Εδώ θεωρώ ότι σε κάθε παραγωγή 100 µέτρων πασσάλων έχω µία δοκιµή 
Bernoulli µε πιθανότητα βλάβης (επιτυχία)  p=0,02. 

Ζητώ την πιθανότητα να συµβεί η επιτυχία για πρώτη φορά στην ενδέκατη 
δοκιµή. Συµβολίζω µε Χ την τυχαία µεταβλητή η οποία παριστάνει τον αριθµό 
δοκιµών µέχρι να φανεί για πρώτη φορά η επιτυχία. Η Χ ακολουθεί Γεωµετρική 
κατανοµή, 

10111 )98,0(02,0)1()11( =−== −ppXP  

1. Βασικά, ζητώ τον µέσο αριθµό δοκιµών µεταξύ δύο διαδοχικών βλαβών ή 
περίοδο επαναφοράς της βλάβης όπως αλλιώς λέγεται. ∆ηλαδή, θέλουµε 
την µέση τιµή της µεταβλητής Χ. Στην γεωµετρική κατανοµή η µέση τιµή της 
Χ, Ε(Χ) δίνεται από τον τύπο 
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Αφού την εβδοµάδα έχουµε δέκα δοκιµές, συµπεραίνουµε ότι η περίοδος 
επαναφοράς της βλάβης είναι 5 εβδοµάδες.   

Άσκηση 3 [Θέµα στις εξετάσεις Φεβρουαρίου 2004] 

Ένα φράγµα τεχνητής λίµνης βρίσκεται σε µία σεισµογενή περιοχή. Όταν συµβεί 
σεισµός, η πιθανότητα αστοχίας του φράγµατος εξαρτάται από την ένταση του 
σεισµού και από το ύψος της επιφάνειας του νερού στη λίµνη την ώρα του σεισµού. 
Από παρατηρήσεις στο παρελθόν, µπορούµε να υποθέτουµε ότι το ύψος της 
επιφάνειας του νερού στην λίµνη µπορεί να είναι ψηλά ή χαµηλά µε αντίστοιχες 
πιθανότητες 0,3 και 0,7. Ο σεισµός µπορεί να είναι ισχυρός, µέτριος ή ασθενής µε 
αντίστοιχες πιθανότητες 0,2, 0,4 και 0,4. 

 Όταν συµβαίνει  ισχυρός σεισµός, το φράγµα αστοχεί, άσχετα από το ύψος της 
επιφάνειας νερού στην λίµνη. Σε περίπτωση σεισµού µετρίας έντασης το φράγµα 
αστοχεί, αν το ύψος της επιφάνειας νερού βρίσκεται ψηλά, µε πιθανότητα 70%. Στον 
ασθενή σεισµό το φράγµα δεν διατρέχει κανένα κίνδυνο. 

(α) Ποια η πιθανότητα ότι το φράγµα θα υποχωρήσει στον επόµενο σεισµό; 

(β) Γίνεται σεισµός και το φράγµα υποχωρεί. Ποια η πιθανότητα ότι η επιφάνεια 
του νερού της λίµνης ήταν ψηλά την ώρα του σεισµού; 

Λύση 

Όταν συµβαίνει σεισµός θεωρώ τα γεγονότα: 
Α1={η επιφάνεια του νερού   είναι ψηλά} 

Α2={ η επιφάνεια του νερού   είναι χαµηλά} 
ΙΣ={ο σεισµός είναι ισχυρός} 
Μ={ο σεισµός είναι µέτριος} 
Α={ο σεισµός είναι ασθενής} 

 
Επίσης, όταν συµβαίνει σεισµός θεωρώ το γεγονός 

Ε={το φράγµα αστοχεί}.  
 

(α) Ζητώ την πιθανότητα του γεγονότος Ε, P(Ε). Αφού τα γεγονότα Α1, Α2  
αποτελούν διαµέριση του δειγµατοχώρου µπορώ να υπολογίσω  την  P(Ε) µε τον 
νόµο της ολικής πιθανότητας, 

P(E)=P(E⏐Α1)P(Α1)+ P(E⏐Α2)P(Α2) 
Γνωρίζω τις πιθανότητες 
  P(Α1)=0,30 
  P(Α2)=0,70 
Υπολογίζω τις πιθανότητες P(E⏐Α1) και P(E⏐Α2) ως ακολούθως. 
Επειδή τα γεγονότα ΙΣ, Μ, Α αποτελούν διαµέριση του δειγµατικού χώρου για να 
υπολογίσω την πιθανότητα του γεγονότος (E⏐Α1) εφαρµόζοντας πάλι τον νόµο της 
ολικής πιθανότητας 

P(E⏐Α1)= P((E⏐Α1)⏐ΙΣ)P(ΙΣ)+ P((E⏐Α1)⏐Μ)P(Μ)+ P((E⏐Α1)⏐Α)P(Α) 
=P((E⏐(Α1∩ΙΣ)) P(ΙΣ)+ P((E⏐(Α1∩Μ))P(Μ)+ P((E⏐(Α1∩Α))P(Α) 

=1(0,2)+0,7(0,4)+0(0,4)=0,48 
Η πιθανότητα του γεγονότος (E⏐Α2) βρίσκεται εύκολα αν σκεφτούµε ότι σε 
περίπτωση σεισµού µε χαµηλά την επιφάνεια του νερού το φράγµα αστοχεί µόνον αν 
ο σεισµός είναι ισχυρός, δηλαδή  
   P(E⏐Α2)=0,2  
Αντικαθιστώ τις πιθανότητες στον νόµο της ολικής πιθανότητας 
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P(E)= P(E⏐Α1) P(Α1)+ P(E⏐Α2) P(Α2) 
P(E)=0,48*0,3+0,2*0,7=0,144+0,14=0,284  

(β) Ζητώ την πιθανότητα P(A1⏐E). Εφαρµόζω το Θεώρηµα Bayes, 
P(A1⏐E)= P(E⏐Α1) P(Α1)/ P(E) 
=0,48*0,3/0,284=0,144/0,284 

 

Άσκηση 4  [Θέµα στις εξετάσεις Φεβρουαρίου 2004] 

Σε µία περιοχή ο αριθµός ισχυρών νεροποντών ακολουθεί Poisson κατανοµή µε 
µέσο αριθµό 1 νεροποντή  στα  4 χρόνια. 

(α) Ποια είναι η πιθανότητα ότι στα επόµενα 8 χρόνια 

• δεν θα έχουµε ισχυρή νεροποντή;  

• θα έχουµε πάνω από 2 ισχυρές νεροποντές; 

Στην περιοχή αυτή βρίσκεται ένας ποταµός ο οποίος όταν συµβαίνει ισχυρή 
νεροποντή ξεχειλίζει µε πιθανότητα 0,06. 

(β) Να υπολογιστεί η πιθανότητα πληµµύρας του ποταµού σε 4 ισχυρές 
νεροποντές. 

(γ) Να υπολογιστεί η πιθανότητα πληµµύρας του ποταµού στα επόµενα 4 χρόνια. 

Λύση 

Ο µέσος αριθµός νεροποντών ανά χρόνο είναι  
λ=1/4=0,25 

(α) Θεωρώ σαν Χ8 την τυχαία µεταβλητή η οποία παριστάνει τον αριθµό 
νεροποντών σε οκτώ χρόνια και η οποία ακολουθεί Poisson κατανοµή 
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(β)  Θα υπολογίσω την πιθανότητα του συµπληρωµατικού γεγονότος και θα την 
αφαιρέσω από την µονάδα. ∆ηλαδή θα υπολογίσω την πιθανότητα να µην υπάρξει 
πληµµύρα σε 4 νεροποντές και θα το αφαιρέσω από την µονάδα. 

P({πληµµύρας σε 4 νεροποντές})=1-P({όχι πληµµύρα σε 4 νεροποντές}) 
                                                                               =1-0,94*0,94*0,94*0,94=…. 
∆ιότι σε κάθε νεροποντή η πιθανότητα πληµµύρας είναι ανεξάρτητη από τι συνέβη 
στις προηγούµενες νεροποντές (γεγονότα ανεξάρτητα). 

(γ) Συµβολίζω µε Ε το γεγονός 
Ε={όχι πληµµύρα στα επόµενα 4 χρόνια} 

Την πιθανότητα του Ε να την υπολογίσω αν ξέρω ότι στα επόµενα 4 χρόνια θα 
συµβούν 

Α0={ 0 νεροποντές} 
Α1={1 νεροποντή} 
Α2={2 νεροποντές} 
Α3={3 νεροποντές} 
Α4={4 νεροποντές} 
Α5={5 νεροποντές} 
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Α6={6 νεροποντές} 
………. 

Τις πιθανότητες των γεγονότων Α0, Α1, Α2, Α3, Α4, Α5, Α6, ……… τα οποία 
αποτελούν διαµέριση του δειγµατικού χώρου µπορώ να υπολογίσω όπως ακολουθεί 

P( Α0)=P(X4=0)= ...
!0

)1( 1
0

1 == −− ee  

P( Α1)=P(X4=1)= ...
!1

)1( 1
1

1 == −− ee  

P( Α2)=P(X4=2)= ...5,0
!2

)1( 1
2

1 == −− ee  

P( Α3)=P(X4=3)= ...)6/1(
!3

)1( 1
3

1 == −− ee  

P( Α4)=P(X4=4)= ...)24/1(
!4

4)1( 11 == −− ee  

……………………… 
συνεχίζουµε µέχρι που η πιθανότητα P( Ακ) γίνεται αµελητέα. 
Η πιθανότητα του Ε προκύπτει από τον νόµο της ολικής πιθανότητας 

P(E}=P(E⏐A0)P(A0)+P(E⏐A1)P(A1)+P(E⏐A2)P(A2)+....... 
όπου P(A0), P(A1), P(A2), … υπολογίστηκαν παραπάνω, τα δε P(E⏐A0), P(E⏐A1), 
P(E⏐A2).......υπολογίζονται όπως στην απάντηση (β), 
P(E⏐A0)=1 
P(E⏐A1)=0,94 
P(E⏐A2)=0,94*0,94 
P(E⏐A3)=0,94*0,94*0,94 
.............. 
Τέλος, η ζητούµενη πιθανότητα βρίσκεται αν από την µονάδα αφαιρέσω την 
πιθανότητα του γεγονότος Ε,  

1-P(E) 
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Μέρος B – Στατιστική 
 

Άσκηση 1 [Θέµα στις εξετάσεις Φεβρουαρίου 2002]  

(α) Αν δύο τυχαίες µεταβλητές 1X  και 2X  έχουν κοινή διασπορά 2σ , και 2
1s , 2

2s  

είναι οι αµερόληπτες δειγµατικές διασπορές των 1X  και 2X , αντίστοιχα, από 

δείγµατα µεγέθους 1n  και 2n , δείξτε ότι η εκτιµήτρια  
2 2

2 1 1 2 2

1 2

( 1) ( 1)

2p

n s n s
s

n n

− + −
=

+ −
 της 

2σ είναι επίσης αµερόληπτη.  

(β) ∆ύο εργοστάσια Α και Β παραγωγής χάλυβα θέλουν να εκτιµήσουν την 
περιεκτικότητα του χάλυβα σε ραδιενέργεια και γι αυτό έκαναν τις παρακάτω 
µετρήσεις ραδιενέργειας (η ραδιενέργεια µετριέται σε Bq/g) σε τυχαία δοκίµια χάλυβα:    

∆οκίµια 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 
Α 
(Bq/g) 

0.37 0.00 0.54 0.59 0.16 0.86 0.86 0.49 0.60 0.55      

B 
(Bq/g) 

0.24 0.52 0.12 0.95 0.26 0.33 0.62 0.32 0.27 0.05 0.39 0.10 0.51 0.79 0.09 

Θεωρούµε ότι η περιεκτικότητα του χάλυβα σε ραδιενέργεια ακολουθεί κανονική 
κατανοµή και η διασπορά της ραδιενέργειας στο χάλυβα είναι ίδια για τα δύο εργοστάσια  
( 22

2
2
1 σσσ == ) 

 (i) Εκτιµήστε τη µέση ραδιενέργεια στο χάλυβα για το εργοστάσιο Α και Β 
(σηµειακή εκτίµηση και 95% διάστηµα εµπιστοσύνης). 

 (ii) Το µέσο ανώτατο επιτρεπτό όριο µέσης ραδιενέργειας στο χάλυβα είναι 
0.5Bq/g. Με βάση τα παραπάνω δείγµατα και µε εµπιστοσύνη σε επίπεδο 95% θα 
γινόταν αποδεκτός στην αγορά ο χάλυβας από το εργοστάσιο Α? Από το εργοστάσιο 
Β? 

 (iii) Ελέγξτε σε επίπεδο εµπιστοσύνης 95% αν η µέση ραδιενέργεια στο χάλυβα 
των δύο εργοστασίων είναι ίδια.  

[Για την απάντηση σας στα ερωτήµατα (ii) και (iii) µπορείτε να χρησιµοποιήσετε 
διάστηµα εµπιστοσύνης ή στατιστικό έλεγχο]      

Λύση 

(α) Για να είναι η εκτιµήτρια 2
ps  της κοινής διασποράς 2σ  θα πρέπει 2 2E( )ps σ= . 

Έχουµε 
2 2 2 2 2 2

2 1 1 2 2 1 1 2 2 1 1 2 2

1 2 1 2 1 2

( 1) ( 1) ( 1)E( ) ( 1)E( ) ( 1) ( 1)
E( ) E

2 2 2p

n s n s n s n s n n
s

n n n n n n

σ σ⎛ ⎞− + − − + − − + −
= = =⎜ ⎟+ − + − + −⎝ ⎠

         
2 2

21 2

1 2

( 1) ( 1)

2

n n

n n

σ σ σ− + −
= =

+ −
. 

(β) Η ραδιενέργεια του χάλυβα στα δύο εργοστάσια είναι οι δύο τ.µ. 1X  και 2X  που 
ακολουθούν κανονική κατανοµή και έχουν κοινή αλλά άγνωστη διασπορά 
( 22

2
2
1 σσσ == ). Έχουµε 1 10n = , 2 15n = .  
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(i) Υπολογίζουµε τις δειγµατικές µέσες τιµές, διασπορές και τυπικές αποκλίσεις για τα 

δύο δείγµατα.  (τυπολόγιο: 
1

1 n

i
i

x x
n =

= ∑ ,  ⎟
⎠

⎞
⎜
⎝

⎛
−

−
= ∑

=

n

i
i xnx

n
s

1

222

1

1
 )  

1 0.502x = , 2
1 0.07377s = , 1 0.272s =     

2 0.371x = , 2
2 0.06979s = , 2 0.264s = . 

Οι δύο δειγµατικές µέσες τιµές 1 0.502x = και 2 0.371x = αποτελούν τις σηµειακές 
εκτιµήσεις της µέσης ραδιενέργειας χάλυβα στα δύο εργοστάσια. Το 95% διάστηµα 
εµπιστοσύνης (δ.ε.) της µέσης ραδιενέργειας χάλυβα στα δύο εργοστάσια δίνεται από 
τον τύπο για µικρό δείγµα, και τ.µ. µε άγνωστη διασπορά που ακολουθεί κανονική 
κατανοµή, κάνοντας χρήση της κρίσιµης τιµής 1 / 2, 1nt α− −  της κατανοµής student, δηλαδή 

είναι 1 / 2, 1a n

s
x t

n
− −± ⋅  (τυπολόγιο). 

Για το πρώτο εργοστάσιο, επίπεδο σηµαντικότητας 0.05α = , έχουµε από τον 
στατιστικό πίνακα για την κατανοµή student 0.975,9 2.26t =  και το 95% δ.ε. είναι 

0.272
0.502 2.26

10
±                  0.502 0.194±                    [0.308, 0.696]. 

Αντίστοιχα για το δεύτερο εργοστάσιο έχουµε την κρίσιµη τιµή 0.975,14 2.14t =  και 
το 95% δ.ε. είναι 

0.264
0.371 2.14

15
±                  0.371 0.146±                     [0.225, 0.517]. 

Η µέση ραδιενέργεια του χάλυβα είναι πολύ πιθανό (µε εµπιστοσύνη σε επίπεδο 
95%) να βρίσκεται µεταξύ 0.308 Bq/g και 0.696 Bq/g για το εργοστάσιο Α και µεταξύ 
0.225 Bq/g και 0.517 Bq/g για το εργοστάσιο Β.  

(ii) Χρησιµοποιώντας διάστηµα εµπιστοσύνης.: Με βάση τα παραπάνω 
αποτελέσµατα, το µέσο ανώτατο επιτρεπτό όριο µέσης ραδιενέργειας στο χάλυβα 
είναι 0.5 Bq/g  περιέχεται στο 95% δ.ε. της µέσης ραδιενέργειας και για τα δύο 
εργοστάσια, που σηµαίνει ότι η µέση ραδιενέργεια του χάλυβα µπορεί να ξεπεράσει 
το µέσο επιτρεπτό όριο. Άρα ο χάλυβας και από τα δύο εργοστάσια δε θα γίνει 
αποδεκτός. 

Χρησιµοποιώντας έλεγχο υπόθεσης.: Για να απαντήσουµε στο ερώτηµα, 
µπορούµε εναλλακτικά να κάνουµε έλεγχο υπόθεσης για το αν η µέση ραδιενέργεια 
µπορεί να πάρει την τιµή 0 0.5µ = . 

 Η0 : 0µ µ=  

 Η1 : 0µ µ≠   [δίπλευρος έλεγχος] 
Για µικρό δείγµα και τ.µ. µε άγνωστη διασπορά που ακολουθεί κανονική κατανοµή, η 

στατιστική για τον έλεγχο αυτό είναι 0
1~ tn

x
t

s n

µ
−

−
=  (δεν υπάρχει στο τυπολόγιο, 

προκύπτει άµεσα από το αντίστοιχο δ.ε. στο τυπολόγιο). 
Η απορριπτική περιοχή R για επίπεδο σηµαντικότητας 0.05α =  σχηµατίζεται 

από την κρίσιµη τιµή 1 / 2, 1nt α− −  της κατανοµής student : { }1 / 2, 1| | | nR t t t α− −= > . 

Για το εργοστάσιο Α είναι { }| | | 2.26R t t= > . Η δειγµατική στατιστική είναι 
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0.502 0.5
0.023

0.272 / 10
t

−
= = . Ισχύει t R∉  και δεν απορρίπτεται η Η0.  

Για το εργοστάσιο Α είναι { }| | | 2.14R t t= > . Η δειγµατική στατιστική είναι 
0.371 0.5

1.04
0.264 / 15

t
−

= = − . Ισχύει και πάλι t R∉  και δεν απορρίπτεται η Η0. Άρα και 

για τα δύο εργοστάσια η µέση ραδιενέργεια του χάλυβα µπορεί να είναι 0.5 Bq/g, 
δηλαδή να ξεπεράσει το µέσο επιτρεπτό όριο και ο χάλυβας και από τα δύο 
εργοστάσια δε θα γίνει αποδεκτός.  

Θα µπορούσαµε να κάνουµε µονόπλευρο έλεγχο, δηλαδή να εξετάσουµε για την 
εναλλακτική υπόθεση Η1 : 0µ µ< , όποτε και θα άλλαζε η απορριπτική περιοχή, 

δηλαδή θα ήταν { }1 , 1| nR t t t α− −= < −  (θα εξετάζαµε µόνο αν η δειγµατική στατιστική 

t µπορεί να βρίσκεται στην αριστερή ουρά της κατανοµής student). Τα 
συµπεράσµατα θα ήταν τα ίδια αφού οι δειγµατικές στατιστικές και για τα δύο 
δείγµατα δεν είναι κοντά στην αριστερή ουρά της κατανοµής student.    

(iii) Υπολογίζουµε πρώτα τη διαφορά των δειγµατικών µέσων τιµών 

1 2 0.131x x− =  και την εκτίµηση της κοινής διασποράς 

2 2
2 1 1 2 2

1 2

( 1) ( 1) 9 0.07377 14 0.06979
0.07135

2 23p

n s n s
s

n n

− + − ⋅ + ⋅
= = =

+ −
. 

(δεν υπάρχει στο τυπολόγιο, προκύπτει ως σταθµισµένος µέσος των δύο δειγµατικών 
διασπορών σταθµίζοντας µε τους βαθµούς ελευθερίας κάθε δείγµατος (µέγεθος δείγµατος - 1) 

Χρησιµοποιώντας διάστηµα εµπιστοσύνης.: Χρησιµοποιούµε το 95% διάστηµα 
εµπιστοσύνης (δ.ε.) για τη διαφορά της µέσης ραδιενέργειας χάλυβα στα δύο 
εργοστάσια 1 2µ µ− . Εδώ έχουµε ότι τα δύο δείγµατα είναι µικρά και οι τ.µ. 

ακολουθούν κανονική κατανοµή αλλά µε άγνωστη και κοινή διασπορά. Γι αυτό 
κάνουµε χρήση του τύπου που βασίζεται στην κατανοµή student και η κρίσιµη τιµή 
είναι 0.975,23 2.07t = . Το 95% δ.ε. είναι  

   ( )
1 21 2 1 / 2, 2

1 2

1 1
a n n px x t s

n n− + −− ± ⋅ +   (τυπολόγιο)  

και έχουµε 
1 1

0.131 2.06 0.267
10 15

± ⋅ ⋅ +                      0.131 0.226±                      [-0.094, 0.357]. 

Παρατηρούµε ότι το δ.ε. περιέχει το 0, έστω και οριακά, δηλαδή η διαφορά 1 2µ µ−  

µπορεί να είναι και 0, άρα οι δύο µέσες ραδιενέργειες σε χάλυβα του εργοστασίου Α και 
Β δε φαίνεται να διαφέρουν (σε επίπεδο εµπιστοσύνης 95%).  

Χρησιµοποιώντας έλεγχο υπόθεσης.: Ελέγχουµε την υπόθεσης η µέση 
ραδιενέργεια να είναι ίδια στους χάλυβες των δύο εργοστασίων. 
 Η0 : 1 2µ µ=  ή 1 2 0µ µ− =  

 Η1 : 1 2µ µ≠   [δίπλευρος έλεγχος] 
Η στατιστική για τον έλεγχο αυτόν ακολουθεί κατανοµή student και είναι 
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( ) ( ) ( )

1 2

1 2 1 2 1 2
2

1 2 1 2

~
1 1 1 1

n n

p p

x x x x
t t

s s
n n n n

µ µ
+ −

− − − −
≡ =

⋅ + ⋅ +
. 

(δεν υπάρχει στο τυπολόγιο, προκύπτει άµεσα από το αντίστοιχο δ.ε. στο τυπολόγιο) 
Η απορριπτική περιοχή R για επίπεδο σηµαντικότητας 0.05α =  σχηµατίζεται 

από την κρίσιµη τιµή 0.975,23 2.07t =  της κατανοµής student : { }| | | 2.07R t t= > . Η 

δειγµατική στατιστική είναι 
0.131

0.201
0.267 1/10 1/15

t = =
+

. Ισχύει t R∉  και δεν απορρίπτεται η Η0, οριακά 

όµως καθώς η τιµή της δειγµατικής στατιστικής t  είναι πολύ κοντά στην κρίσιµη τιµή 
για τη δεξιά ουρά.  

Έτσι παρ’ όλο που φαίνεται (µε δ.ε. και έλεγχο υπόθεσης) η µέση ραδιενέργεια 
στο χάλυβα του εργοστασίου Α να είναι µεγαλύτερη από αυτή του εργοστασίου Β, η 
διαφορά αυτή δε βρέθηκε σηµαντική σε επίπεδο εµπιστοσύνης 95%.   
 

Άσκηση 2 [Θέµα στις εξετάσεις Φεβρουαρίου 2002]  

Στον παρακάτω πίνακα δίνεται για 10 σταθµούς ο αριθµός των ηµερών σ’ ένα χρόνο 
που η θερµοκρασία έπεσε κάτω από 0οC και το υψόµετρο τους.  

Υψόµετρο (µ) 1000 1050 1110 1220 1320 1380 1420 1560 1670 1950 
Αριθµός ηµερών 32 29 36 38 43 53 52 63 73 100 

(α) Υποθέτουµε ότι ο αριθµός των ηµερών Υ εξαρτάται γραµµικά από το 
υψόµετρο Χ ( Ε(Υ | X=x) = α+βx ). Σχηµατίστε το κατάλληλο διάγραµµα διασποράς 
και σχολιάστε αν αυτή η υπόθεση φαίνεται σωστή µε βάση το δείγµα των 
παρατηρήσεων του πίνακα.  

(β) Υπολογίστε τις σηµειακές εκτιµήσεις a και b των παραµέτρων α και β της 
ευθείας παλινδρόµησης (µε τη µέθοδο των ελαχίστων τετραγώνων). 

(γ) Με βάση το δείγµα, µπορείτε να εκτιµήσετε το µέσο αριθµό ηµερών το χρόνο 
που η θερµοκρασία πέφτει κάτω από 0οC σε υψόµετρο 1500µ; Σε υψόµετρο 2200µ;  

Λύση 

(α) Η ανεξάρτητη µεταβλητή X είναι το υψόµετρο του σταθµού και η εξαρτηµένη 
µεταβλητή Y  είναι ο αριθµός των ηµερών σ’ ένα χρόνο που η θερµοκρασία έπεσε 
κάτω από 0οC. Σχηµατίζουµε το διάγραµµα διασποράς. 
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Από το διάγραµµα διασποράς φαίνεται να υπάρχει γραµµική θετική εξάρτηση 
γιατί όταν µεγαλώνει το υψόµετρο πληθαίνουν αναλογικά οι µέρες που η 
θερµοκρασία πέφτει κάτω από  0οC. Φαίνεται επίσης η εξάρτηση αυτή να είναι 
ισχυρή γιατί µπορούµε να καθορίσουµε µε αρκετή ακρίβεια των αριθµό των ηµερών 
ανά έτος που η θερµοκρασία πέφτει κάτω από  0οC όταν γνωρίζουµε το υψόµετρο 
(τα σηµεία βρίσκονται πολύ κοντά σε µια νοητή ευθεία). 

(β) Έχουµε δείγµα µεγέθους 10n = . Υπολογίζουµε τα παρακάτω: 

1368x =   51.9y =   
10

2

1

19511200i
i

x
=

=∑     
10

1

767700i i
i

x y
=

⋅ =∑  

και βρίσκουµε τη δειγµατική διασπορά της X καθώς και τη δειγµατική 
συνδιασπορά των X και Y : 

 ( )2 2 2 2

1

1 1
19511200 10 1368 88551.11

1 9

n

X i
i

s x nx
n =

⎛ ⎞
= − = − ⋅ =⎜ ⎟− ⎝ ⎠

∑   (τυπολόγιο) 

 ( )
1

1 1
767700 10 1368 51.9 6412

1 9

n

XY i i
i

s x y n x y
n =

⎛ ⎞
= − = − ⋅ ⋅ =⎜ ⎟− ⎝ ⎠

∑ . (τυπολόγιο) 

Στη συνέχεια εκτιµούµε τις παραµέτρους της ευθείας ελαχίστων τετραγώνων, 
δηλαδή του µοντέλου γραµµικής παλινδρόµησης: 

2

6412
0.0724

88551.11
XY

X

s
b

s
= = =    (τυπολόγιο) 

51.9 0.0724 1368 47.16a y b x= − ⋅ = − ⋅ = −  (τυπολόγιο) 

και η ευθεία ελαχίστων τετραγώνων είναι    47.16 0.0724y x= − + ⋅ .  

(γ) Κάνουµε προβλέψεις χρησιµοποιώντας την ευθεία ελαχίστων τετραγώνων για 
υψόµετρα µέσα στο εύρος του δείγµατος από 1000µ µέχρι 1950µ.  

Για υψόµετρο 0 1500x = , έχουµε 47.16 0.0724 1500 61.46y = − + ⋅ =  και άρα 

περιµένουµε 62 µέρες το χρόνο να πέφτει η θερµοκρασία κάτω από  0οC. 

Για υψόµετρο 0 2200x =  δε µπορούµε να κάνουµε πρόβλεψη γιατί δεν είναι µέσα 

στο εύρος γνωστών υψοµέτρων για τα οποία ισχύει το γραµµικό µοντέλο.  

Άσκηση 3 [Θέµα στις εξετάσεις Φεβρουαρίου 2004] 

∆ίνονται οι παρακάτω µετρήσεις 

 5  8  10  3  4  10  7  32  9  7 

(α) Σχεδιάστε το θηκόγραµµα αφού εξηγήσετε πως προέκυψαν οι 5 αριθµοί που 
χρησιµοποιήσατε για να το σχεδιάσετε.  

(β) Σχολιάστε αν η κατανοµή της µεταβλητής στην οποία αναφέρονται οι 
µετρήσεις φαίνεται να είναι κανονική.  

Λύση 

(α) Παραθέτουµε τις παρατηρήσεις σε αύξουσα σειρά 
3     4     5     7     7     8     9    10    10    32 

βρίσκουµε:  
      
                            min 3x =    1 5Q =      7.5x =       3 10Q =    max 32x =  
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και σχηµατίζουµε το θηκόγραµµα, όπως στο παρακάτω σχήµα (σε κατακόρυφη 
θέση).  

5 10 15 20 25 30

1

Values

C
ol

um
n 

N
um

be
r

 
(β) Το δείγµα περιέχει µια απόµακρη τιµή, την τιµή 32. Η ύπαρξη µιας τόσης 

ακραίας τιµής σε ένα µικρό δείγµα 10 παρατηρήσεων δηµιουργεί κάποια ανησυχία 
για το αν η κατανοµή της τυχαίας µεταβλητής είναι κανονική. 

 

Άσκηση 4 [Θέµα στις εξετάσεις Φεβρουαρίου 2004] 

Ένας δείκτης της κυκλοφορίας οχηµάτων είναι ο αριθµός χιλιοµέτρων που κάνει ένα  
όχηµα το χρόνο. Για µια περιοχή Α συλλέξαµε ένα τυχαίο δείγµα 200 αυτοκινήτων και  
καταγράψαµε για κάθε αυτοκίνητο τον αριθµό χιλιοµέτρων που διένυσε τον τελευταίο 
χρόνο. ∆ίνονται τα παρακάτω αποτελέσµατα για το δείγµα: 

µέση τιµή 14500x = km,  τυπική απόκλιση 4000s = km 

(α) Υπολογίστε το 95% διάστηµα εµπιστοσύνης για το µέσο αριθµό χιλιοµέτρων 
που διανύει το χρόνο ένα αυτοκίνητο της περιοχής Α. Κάνετε το ίδιο για 99% επίπεδο 
εµπιστοσύνης και συγκρίνετε τα δύο διαστήµατα εµπιστοσύνης.  

(β) Σε ίδια µελέτη που έγινε πριν 10 χρόνια είχε βρεθεί πως η τυπική απόκλιση 
ήταν 3000 km. Εξετάστε µε βάση το νέο δείγµα και σε επίπεδο εµπιστοσύνης 90% αν 
µπορούµε να δεχτούµε ότι η τυπική απόκλιση δεν άλλαξε σηµαντικά [µπορείτε να 
χρησιµοποιήσετε  διάστηµα εµπιστοσύνης ή έλεγχο υπόθεσης]. 

Λύση 

(α) Έχουµε 200n = , 14500x = km και 4000s = km. Άρα το (1-α)% διάστηµα 
εµπιστοσύνης (δ.ε.) για το µέσο αριθµό χιλιοµέτρων που διανύει το χρόνο ένα 
αυτοκίνητο της περιοχής Α θα δίνεται από τον τύπο για µεγάλο δείγµα και άγνωστη 
διασπορά, κάνοντας χρήση της κρίσιµης τιµής 1 / 2z α−  της τυπικής κανονικής 

κατανοµής, δηλαδή είναι 
n

s
zx a 2/±  (τυπολόγιο). 

Για 0.05α =  έχουµε από τον στατιστικό πίνακα για την τυπική κανονική 
κατανοµή 0.975 1.96z =  και το 95% δ.ε. είναι  

4000
14500 1.96

200
±                  14500 554.36±                [13945.69, 15054.36]. 

Για 0.01α =  έχουµε από τον στατιστικό πίνακα για την τυπική κανονική 
κατανοµή 0.995 2.58z =  και το 99% δ.ε. είναι  

4000
14500 2.58

200
±                  14500 728.55±               [13771.45, 15228.55]. 
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Παρατηρούµε ότι το 99% δ.ε. για το µέσο αριθµό χιλιοµέτρων που διανύει το 
χρόνο ένα αυτοκίνητο της περιοχής Α είναι µεγαλύτερο από αυτό για 95% επίπεδο 
εµπιστοσύνης, όπως αναµένεται αφού αυξάνουµε την εµπιστοσύνη (πιθανότητα) το 
διάστηµα αυτό να περιέχει το πραγµατικό µέσο αριθµό χιλιοµέτρων.  

(β) Χρησιµοποιώντας διάστηµα εµπιστοσύνης: Βρίσκουµε πρώτα το 90% δ.ε. για 
τη διασπορά του αριθµού χιλιοµέτρων που διανύει το χρόνο ένα αυτοκίνητο της 
περιοχής Α. Αυτό δίνεται κάνοντας χρήση της 2X κατανοµής και είναι  

    ⎟
⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛ −−

−−−
2

2/,1

2

2
2/1,1

2 )1(
,

)1(

anan

snsn

χχ
  (τυπολόγιο).  

Για 0.1α =  έχουµε από τον στατιστικό πίνακα για την 2X κατανοµή ότι η 

αριστερή κρίσιµη τιµή είναι 2
0.05,199 167.36χ =  και η δεξιά 2

0.95,199 232.91χ =  (οι τιµές 
αυτές δεν συµπεριλαµβάνονται στον πίνακα που έχει ως 100 βαθµούς ελευθερίας). 
Το 90% δ.ε. για τη διασπορά είναι 

2 2199 4000 199 4000
,

232.91 167.36

⎡ ⎤⋅ ⋅
⎢ ⎥
⎣ ⎦

                 [13670409.6, 19024743.5]. 

Το αντίστοιχο δ.ε. για την τυπική απόκλιση προκύπτει παίρνοντας τη τετραγωνική 
ρίζα των ορίων του παραπάνω διαστήµατος και άρα το 90% δ.ε. για την τυπική 
απόκλιση του αριθµού χιλιοµέτρων που διανύει το χρόνο ένα αυτοκίνητο της 
περιοχής Α είναι [3697.4, 4361.7]. Το διάστηµα αυτό δεν περιέχει την εµπειρική τιµή 
3000 km και άρα η τυπική απόκλιση άλλαξε σηµαντικά από αυτήν που είχαµε 
εκτιµήσει πριν 10 χρόνια. 

Χρησιµοποιώντας έλεγχο υπόθεσης.: Κάνουµε έλεγχο υπόθεσης για το αν η 
διασπορά µπορεί να πάρει την τιµή 2 2 6

0 3000 9 10σ = = ⋅ . 

 Η0 : 
2 2

0σ σ=  

 Η1 : 
2 2

0σ σ≠   [δίπλευρος έλεγχος] 
Η απορριπτική περιοχή R για επίπεδο σηµαντικότητας 0.1α =  σχηµατίζεται από τις 
δύο κρίσιµες τιµές της 2X κατανοµής : { }2 2 2| 167.36 232.91R χ χ χ= < ∨ > . 

Η δειγµατική στατιστική είναι 
2 2

2
2 2
0

( 1) 199 4000
354

3000

n sχ
σ
− ⋅ ⋅

= = = .   

(δεν υπάρχει στο τυπολόγιο, προκύπτει άµεσα από το αντίστοιχο δ.ε. στο τυπολόγιο) 

Ισχύει 2 Rχ ∈  και άρα απορρίπτεται η Η0  και συµπεραίνουµε ότι µε 90% 
εµπιστοσύνη (πιθανότητα) δε δεχόµαστε ότι η εµπειρική τιµή 3000 km που είχαµε 
εκτιµήσει πριν 10 χρόνια για την τυπική απόκλιση του αριθµού χιλιοµέτρων µπορεί 
να ισχύει και τώρα. 

 

Άσκηση 5 [Θέµα στις εξετάσεις Φεβρουαρίου 2004]  

Σε µια έρευνα στις Η.Π.Α. για την επίδραση του πληθυσµού της πόλης στη 
συγκέντρωση του όζοντος συγκεντρώθηκαν τα παρακάτω στοιχεία. Ο πληθυσµός 
των  πόλεων δίνεται σε εκατοµµύρια και η συγκέντρωση του όζοντος που µετρήθηκε 
σε κάθε πόλη δίνεται σε ppb [parts per billion] ανά ώρα. 
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Πληθυσµός πόλης 0.1 0.2 0.5 0.6 0.6 1.1 1.1 2.3 2.3 4.9 

Συγκέντρωση όζοντος 128 124 128 126 128 126 130 128 129 135 

(α) Σχηµατίστε το κατάλληλο διάγραµµα διασποράς. Εκτιµείστε το συντελεστή 
συσχέτισης µεταξύ της συγκέντρωσης του όζοντος και του πληθυσµού της πόλης. Με 
βάση αυτά τα αποτελέσµατα σχολιάστε αν φαίνεται να υπάρχει εξάρτηση της 
συγκέντρωσης του όζοντος από τον πληθυσµό της πόλης. 

(β) Υπολογίστε τις σηµειακές εκτιµήσεις a και b των παραµέτρων α και β της 
ευθείας παλινδρόµησης (µε τη µέθοδο των ελαχίστων τετραγώνων) για το πρόβληµα 
της γραµµικής εξάρτησης της συγκέντρωσης του όζοντος από τον πληθυσµό της 
πόλης. Σχηµατίστε την ευθεία ελαχίστων τετραγώνων στο διάγραµµα διασποράς που 
σχηµατίσατε στο (α). 

Λύση 

(α) Σχηµατίζουµε το διάγραµµα διασποράς (X: πληθυσµός πόλης, Y: 
συγκέντρωση όζοντος) 

0 1 2 3 4 5
124

126

128

130

132

134

136

x [in millions]

y 
[in

 p
pb

]

 

Από το διάγραµµα διασποράς φαίνεται να υπάρχει γραµµική θετική συσχέτιση (η 
αύξηση του πληθυσµού της πόλης δηµιουργεί αύξηση της συγκέντρωσης όζοντος), 
χωρίς όµως να φαίνεται πολύ ισχυρή (δεν εξηγείται σε µεγάλο βαθµό η µεταβολή της 
µιας τ.µ. όταν γνωρίζουµε τη µεταβολή της άλλης, τα σηµεία απλώνονται αρκετά 
γύρω από µια νοητή ευθεία). 

Έχουµε δείγµα µεγέθους 10n = . Υπολογίζουµε τα παρακάτω: 

1.37x =   128.2y =   
10

2

1

38.03i
i

x
=

=∑     
10

2

1

164430i
i

y
=

=∑     
10

1

1788.2i i
i

x y
=

⋅ =∑  

και βρίσκουµε τις δειγµατικές διασπορές και τυπικές αποκλίσεις των X και Y 
καθώς και τη δειγµατική συνδιασπορά τους: (οι τύποι δίνονται στο τυπολόγιο) 

( )2 21
38.03 10 1.37 2.140

9Xs = − ⋅ =                        2.140 1.46Xs = =  

( )2 21
164430 10 128.2 8.622

9Ys = − ⋅ =                        8.622 2.94Ys = =  

( )1
1788.2 10 1.37 128.2 3.54

9XYs = − ⋅ ⋅ = . 
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Η εκτίµηση του συντελεστή συσχέτισης µεταξύ πληθυσµού πόλης και 
συγκέντρωση όζοντος είναι 

3.54
0.82

1.46 2.94
r = =

⋅
. 

Η εκτίµηση του συντελεστή συσχέτισης επιβεβαιώνει ότι η συσχέτιση δεν είναι 
ισχυρή (r < 0.9).  

(β) Η ανεξάρτητη µεταβλητή X είναι ο πληθυσµός πόλης και η εξαρτηµένη 
µεταβλητή Y είναι η συγκέντρωση όζοντος. Εκτιµούµε τις παραµέτρους του µοντέλου 
γραµµικής παλινδρόµησης: 

2

3.54
1.654

2.140
XY

X

s
b

s
= = =     (τυπολόγιο) 

128.2 1.654 1.37 125.94a y b x= − ⋅ = − ⋅ =  (τυπολόγιο) 

και η ευθεία ελαχίστων τετραγώνων είναι    125.94 1.654y x= + ⋅ .  

Για να σχηµατίσουµε την ευθεία υπολογίζουµε δύο σηµεία που ανήκουν σε αυτήν 
(καλύτερα για τη µικρότερη και µεγαλύτερη τιµή της X στο δείγµα), π.χ. 

0.1x =                    125.94 1.654 0.1 126.10y = + ⋅ =  

4.9x =                     125.94 1.654 4.9 134.04y = + ⋅ =  

και χαράζουµε το ευθύγραµµο τµήµα που περνά από αυτά τα δύο σηµεία και 
προεκτείνεται µόνο για το εύρος των γνωστών τιµών του πληθυσµού πόλης X. 
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