
Κεϕάλαιο 3

ΕΛΕΓΧΟΣ ΣΤΑΤΙΣΤΙΚΩΝ ΥΠΟΘΕΣΕΩΝ

Σε πολλά προβλήµατα της µηχανικής δεν ενδιαϕερόµαστε να εκτιµήσουµε την τιµή της
παραµέτρου αλλά να διαπιστώσουµε αν η παραµέτρος είναι µικρότερη ή µεγαλύτερη από
µια δεδοµένη τιµή που έχει φυσική σηµασία για το πρόβληµα µας. Για παράδειγµα, µας
ενδιαϕέρει να γνωρίζουµε αν κατά µέσο όρο ο χρόνος Ϲωής αντλίας ϑερµότητας κάποιου τύπου
είναι µεγαλύτερος από µια συγκεκριµένη τιµή. Βέβαια µπορούµε να απαντήσουµε σ΄ ένα τέτοιο
ερώτηµα εκτιµώντας το κατάλληλο διάστηµα εµπιστοσύνης κι ελέγχοντας αν η δεδοµένη τιµή
ανήκει σ΄ αυτό ή όχι, αλλά εδώ ϑα δούµε µια διαϕορετική προσέγγιση, ϑέτοντας κατάλληλες
στατιστικές υποθέσεις κι ελέγχοντας αν είναι αποδεκτές ή όχι.

3.1 ∆ιαδικασία Ελέγχου Στατιστικής Υπόθεσης

Για τη διαδικασία ελέγχου µιας στατιστικής υπόθεσης πρώτα ορίζουµε τη στατιστική υπό-
ϑεση, µετά υπολογίζουµε τη στατιστική ελέγχου και την περιοχή απόρριψης και τέλος αποϕα-
σίζουµε για την υπόθεση µε ϐάση την ένδειξη που έχουµε από το δείγµα.

3.1.1 Στατιστική υπόθεση

Η στατιστική υπόθεση (statistical hypothesis) µπορεί να είναι µια οποιαδήποτε ’στατιστική’
δήλωση (για κατανοµές πληθυσµών, στοχαστικές διαδικασίες κτλ) που ϑέτουµε υπό έλεγχο µε
ϐάση τις παρατηρήσεις, αλλά εδώ ϑα ασχοληθούµε µόνο µε υποθέσεις που αναϕέρονται σε
κάποια από τις γνωστές παράµετρους που εκτιµήσαµε στο Κεϕάλαιο 2.

Υποθέτουµε πως η παράµετρος θ που µελετάµε µπορεί να πάρει µια συγκεκριµένη τιµή θ0

κι αυτήν την υπόθεση µε την οποία ξεκινάµε ϑα τη λέµε µηδενική υπόθεση (null hypothesis)
Η0 και ϑα την παρουσιάζουµε σύντοµα ως Η0 : θ = θ0. Η εναλλακτική υπόθεση (alternative
hypothesis) Η1 την οποία δεχόµαστε αν απορρίψουµε τη Η0 µπορεί να είναι :

1. Η1 : θ , θ0, δηλαδή η παράµετρος να είναι µικρότερη ή µεγαλύτερη από την τιµή θ0

(δίπλευρος έλεγχος). ΄Ετσι καλύπτουµε όλο το σύνολο των δυνατών τιµών της θ.

2. Η1 : θ < θ0, δηλαδή η παράµετρος να είναι µικρότερη από την τιµή θ0 (µονόπλευρος
έλεγχος). Εδώ περιορίζουµε το σύνολο των δυνατών τιµών της θ στη θ0 (Η0 : θ = θ0)
και στις µικρότερες από τη θ0 (Η1 : θ < θ0). Γι αυτό και είναι σωστότερο σ΄ αυτήν την
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περίπτωση να ϑεωρούµε πως Η0 : θ ≥ θ0, έστω κι αν πρακτικά η θ δε µπορεί να πάρει
τιµές µεγαλύτερες της θ0.

3. Η1 : θ > θ0, παρόµοια µε τη προηγούµενη αλλά για τιµές µεγαλύτερες της θ0.

Η επιλογή µονόπλευρου ή δίπλευρου ελέγχου εξαρτάται από την έρευνα που ϑέλουµε να
κάνουµε και από το κατά πόσο µπορούµε να προβλέψουµε το αποτέλεσµα της έρευνας. Για
παράδειγµα, αν ϑέλουµε να ελέγξουµε αν η µέση απόδοση µ1 ενός µηχανήµατος υπό µελέτη
µπορεί να φθάσει τη µέση απόδοση µ2 ενός άριστου µηχανήµατος (µηχάνηµα αναϕοράς) τότε
ο έλεγχος πρέπει να είναι µονόπλευρος (Η0 : µ1 ≥ µ2 και Η1 : µ1 < µ2) γιατί γνωρίζουµε πως δε
µπορεί µ1 > µ2 αϕού η απόδοση του πρώτου µηχανήµατος δε µπορεί να ξεπεράσει αυτή του
µηχανήµατος αναϕοράς. Αν όµως συγκρίνουµε τη µέση απόδοση µ1 του µηχανήµατος που
µας ενδιαϕέρει µε τη µέση απόδοση µ3 ενός αλλού µηχανήµατος της αγοράς κι ελπίζουµε το
µηχάνηµα µας να αποδίδει καλύτερα, ο έλεγχος δε ϑα πρέπει να είναι µονόπλευρος (Η0 : µ1 ≤
µ3 και Η1 : µ1 > µ3) αλλά δίπλευρος (Η0 : µ1 = µ3 και Η1 : µ1 , µ3) γιατί από πριν δε µπορούµε
να αποκλείσουµε το ενδεχόµενο µ1 < µ3, δηλαδή το µηχάνηµα µας να αποδίδει χειρότερα από
το άλλο µηχάνηµα της αγοράς.

3.1.2 Στατιστική ελέγχου και περιοχή απόρριψης

Η µηδενική υπόθεση Η0 : θ = θ0 υποδηλώνει ότι η εκτίµηση θ0 της θ είναι σωστή. Επίσης,
τιµές της θ ’κοντά’ στη θ0 υποστηρίζουν την ορθότητα της Η0 ενώ τιµές της θ ’µακριά’ από
τη θ0 δεν την υποστηρίζουν. ΄Ετσι, χωρίζουµε τις δυνατές τιµές της παραµέτρου θ σε αυτές
για τις οποίες αποδεχόµαστε την Η0 που αποτελούν την περιοχή αποδοχής και σ΄ αυτές για
τις οποίες την απορρίπτουµε που αποτελούν την περιοχή απόρριψης (rejection region) που
συµβολίζουµε R.

Η απόϕαση για την αποδοχή ή απόρριψη της Η0 γίνεται ϐάση πιθανοτήτων κι όπως για τα
διαστήµατα εµπιστοσύνης έτσι κι εδώ ορίζουµε επίπεδο εµπιστοσύνης (1− α) για την απόϕαση
ελέγχου. Το α λέγεται επίπεδο σηµαντικότητας (significance level) και καθορίζει το ’κοντά’
και ’µακριά’ που αναϕέραµε παραπάνω, δηλαδή καθορίζει το εύρος της περιοχής αποδοχής
κι απόρριψης. ΄Οταν µικραίνει το α µικραίνει κι η περιοχή απόρριψης R και µεγαλώνει η
περιοχή αποδοχής. Η σχέση α και περιοχής αποδοχής είναι ίδια µε τη σχέση α και διαστήµατος
εµπιστοσύνης της θ.

Επειδή είναι συνήθως υπολογιστικά δύσκολο να καθορίσουµε από την κατανοµή της εκτι-
µήτριας θ τα κρίσιµα σηµεία που ϑα µας δώσουν την R καταϕεύγουµε σε κάποια άλλη τ.µ.
που την ονοµάζουµε στατιστική ελέγχου (test statistic) q µε γνωστή κατανοµή και για την
οποία µπορούµε να ορίσουµε την R. Στο στατιστικό έλεγχο κυρίων παραµέτρων, για τις οποί-
ες ϐρήκαµε διαστήµατα εµπιστοσύνης στο Κεϕάλαιο 2, η q είναι µια από τις z, t και χ2 που
ακολουθούν γνωστές κατανοµές.

Ο έλεγχος ξεκινάει υποθέτοντας ότι η µηδενική υπόθεση Η0 είναι σωστή. Με ϐάση τη
Η0 προσδιορίζουµε την στατιστική ελέγχου q και την κατανοµή της. ΄Οταν ο έλεγχος είναι
παραµετρικός υποθέτουµε κάποια κατανοµή για την παράµετρο θ κι η q σχετίζεται άµεσα µε
τη θ (η q προκύπτει από µετασχηµατισµό της θ). ΄Οταν ο έλεγχος είναι µή–παραµετρικός δε
ϑεωρούµε κάποια κατανοµή για τη θ κι η κατανοµή της q ϐασίζεται σε άλλες ιδιότητες της θ.
Στη συνέχεια ϑα ασχοληθούµε µόνο µε παραµετρικούς ελέγχους.
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Η κατανοµή της στατιστικής ελέγχου q δίνει την πιθανότητα η q να πάρει κάποια τιµή
(αν η q είναι διακριτή τ.µ.) ή να ϐρίσκεται σ΄ ένα διάστηµα τιµών (αν η q είναι συνεχής τ.µ.)
όταν η Η0 είναι αληθής. Αντίστροϕα µπορούµε να πούµε πως µε ϐάση αυτή την κατανοµή,
αν παρατηρήσουµε τιµές της q που αντιστοιχούν σε µεγάλες πιθανότητες αυτό δείχνει πως η
Η0 είναι αληθής, ενώ αν παρατηρήσουµε τιµές της q που αντιστοιχούν σε µικρές πιθανότητες
αυτό υποδηλώνει αµϕιβολία για την ισχύ της Η0. ΄Αρα µη πιθανές τιµές της q συνιστούν την
απόρριψη της Η0. Η οριακή πιθανότητα για την αποδοχή ή απόρριψη της Η0 είναι το επίπεδο
σηµαντικότητας α κι αυτό καθορίζει την κρίσιµη τιµή (critical value), ή τις κρίσιµες τιµές, της
q για τον προσδιορισµό της περιοχής αποδοχής και της περιοχής απόρριψης R της Η0. Κατά
κανόνα η περιοχή απόρριψης σχηµατίζεται από τα άκρα της κατανοµής της στατιστικής ελέγχου
q όπως αυτά ορίζονται από τις κρίσιµες τιµές. Αν ο έλεγχος είναι δίπλευρος τότε οι κρίσιµες
τιµές qα/2 και q1−α/2 ορίζουν την περιοχή απόρριψης της Η0 ως R = {q| q < qα/2 ∨ q > q1−α/2},
δηλαδή σχηµατίζεται από τις δύο ουρές της κατανοµής της q µε συνολική πιθανότητα α. Αν
ο έλεγχος είναι µονόπλευρος τότε υπάρχει µόνο µία κρίσιµη τιµή, qα ή q1−α, που ορίζει την
περιοχή απόρριψης της Η0, R = {q| q < qα} για την αριστερή πλευρά και R = {q| q > q1−α} για
τη δεξιά πλευρά. Στο Σχήµα 3.1 δίνονται σχηµατικά οι περιοχές αποδοχής κι απόρριψης για
δίπλευρο και µονόπλευρο έλεγχο.
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α/2
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α/2

(α)
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1−α
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Σχήµα 3.1: Σχηµατικά παρουσιάζεται η συνάρτηση πυκνότητας πιθανότητας της στατιστικής
ελέγχου q, η περιοχή αποδοχής και η περιοχή απόρριψης (σκιασµένη), για δίπλευρο έλεγχο
στο διάγραµµα (α) και µονόπλευρο έλεγχο στο (ϐ) και (γ).

3.1.3 Απόϕαση ελέγχου

Η απόϕαση του έλεγχου γίνεται µε ϐάση το δείγµα που δίνει και την εκτίµηση θ̂ για την
παράµετρο θ. Βέβαια αϕού έχουµε σχηµατίσει την R ως προς την q, χρησιµοποιούµε αντί της
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τιµής θ̂ την τιµή q̃ (που προκύπτει από τον ίδιο µετασχηµατισµό που κάναµε για να πάρουµε
την q) και είναι η τιµή της στατιστικής ελέγχου από το δείγµα. Στη συνέχεια εξετάζουµε αν η q̃
ανήκει στην περιοχή απόρριψης R που ορίσαµε κι ανάλογα απορρίπτουµε ή δεν απορρίπτουµε
τη Η0 στο επίπεδο σηµαντικότητας α. Συνήθως αποϕεύγουµε να λέµε ότι δεχόµαστε την Η0

γιατί αυτό το ενδεχόµενο δεν έχει ελεγχθεί µε την ίδια αυστηρότητα όπως το ενδεχόµενο της
απόρριψης της Η0.

Μπορούµε να δώσουµε ακόµα πιο αναλυτική απάντηση για το επίπεδο σηµαντικότητας της
απόρριψης ή µη της Η0 για το συγκεκριµένο δείγµα. Στην τιµή q̃ της στατιστικής ελέγχου από
το δείγµα αντιστοιχεί σύµϕωνα µε την κατανοµή της q κάποια πιθανότητα p. Αυτή η p-τιµή
(p-value) του ελέγχου είναι η πιθανότητα να παρατηρήσουµε για τη q µια τιµή τόσο ακραία
όσο η q̃ όταν ισχύει η Η0. ∆ηλαδή η p-τιµή δηλώνει το µικρότερο επίπεδο σηµαντικότητας για
το οποίο µπορούµε να απορρίψουµε την Η0 µε ϐάση το δείγµα. Γι αυτό το λόγο η p-τιµή είναι
χρήσιµη στον έλεγχο υποθέσεων αλλά ο υπολογισµός της είναι πρακτικά πιο δύσκολος αϕού
πρέπει να υπολογίσουµε την αθροιστική συνάρτηση κατανοµής για q = q̃.

Συνοπτικά η διαδικασία του στατιστικού ελέγχου για Η0 : θ = θ0 είναι

Επιλογή του επιπέδου σηµαντικότητας α
Καθορισµός της κατάλληλης στατιστικής ελέγχου q

⇓
Υπολογισµός κρίσιµης(-ων) τιµής(-ών) της q από τον αντίστοιχο στατιστικό
πίνακα και καθορισµός της περιοχής απόρριψης R

⇓
Υπολογισµός της στατιστικής ελέγχου q̃ από το δείγµα

⇓
Απόρριψη της Η0 αν q̃ ανήκει στην R.

Μή απόρριψη της Η0 αν q̃ δεν ανήκει στην R.

3.2 ΄Ελεγχος Παραµέτρων Πληθυσµού

Περνάµε τώρα να ορίσουµε ελέγχους υποθέσεων για τις παραµέτρους για τις οποίες ορίσαµε
διαστήµατα εµπιστοσύνης στο Κεϕάλαιο 2.

3.2.1 ΄Ελεγχος για τη µέση τιµή µ

Ο παραµετρικός έλεγχος για τη µέση τιµή µ µιας τ.µ. X γίνεται µε ϐάση την κατανοµή
της εκτιµήτριας x̄ για τυχαίο δείγµα µεγέθους n. Ανάλογα µε το αν η διασπορά της τ.µ.
X είναι γνωστή ή όχι, αν η κατανοµή της X είναι γνωστή ή όχι κι αν το n είναι µεγάλο ή
µικρό, µπορούµε να υποθέσουµε µια συγκεκριµένη κατανοµή (κανονική ή student) για τη
στατιστική ελέγχου q που είναι κάποιος µετασχηµατισµός της x̄. Τις περιπτώσεις αυτές τις
είχαµε συνοψίσει στον Πίνακα 2.1 και οι κατανοµές της στατιστικής ελέγχου είναι ίδιες µε τις
κατανοµές που χρησιµοποιήσαµε για να ορίσουµε τα αντίστοιχα διαστήµατα εµπιστοσύνης. Γι
αυτό εδώ ϑα δούµε περιληπτικά τους ελέγχους γι αυτές τις περιπτώσεις.

Γνωστή διασπορά ΄Οταν γνωρίζουµε τη διασπορά σ2 της τ.µ. X η εκτιµήτρια x̄ ακολουθεί
κανονική κατανοµή µε µέση τιµή τη µέση τιµή µ του πληθυσµού και διασπορά σ2/n. ΄Αρα
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σύµϕωνα µε τη µηδενική υπόθεση Η0 : µ = µ0 η στατιστική ελέγχου είναι

q = z ≡ x̄ − µ0

σ/
√

n
∼ Ν(0, 1), (3.1)

όπου x̄ είναι η εκτιµήτρια συνάρτηση της µ. Η περιοχή απόρριψης της Η0 καθορίζεται από τις
κρίσιµες τιµές της τυπικής κανονικής κατανοµής, όπως και για το διάστηµα εµπιστοσύνης της
µ. [Η κρίσιµη τιµή της z για τον στατιστικό έλεγχο συµβολίζεται µε τη ϐοήθεια ενός δείκτη που είναι
η αντίστοιχη τιµή της αθροιστικής συνάρτησης κατανοµής Φ, π.χ. η κρίσιµη τιµή zα είναι τέτοια ώστε
P(z < zα) = Φ(zα) = α. Λόγω συµµετρικότητας της τυπικής κανονικής κατανοµής γύρω από το µηδέν,
είναι zα = −z1−α (δες Παράγραϕο 2.2.1).] Η περιοχή απόρριψης για επίπεδο σηµαντικότητας α
είναι ανάλογα µε την εναλλακτική υπόθεση

1. Η1 : µ , µ0, δίπλευρος έλεγχος και R = {z| z < zα/2 ∨ z > z1−α/2} ή R = {z| |z| > z1−α/2}.

2. Η1 : µ < µ0, µονόπλευρος έλεγχος από αριστερά και R = {z| z < zα} = {z| z < −z1−α}.

3. Η1 : µ > µ0, µονόπλευρος έλεγχος από δεξιά και R = {z| z > z1−α}.

Στη συνέχεια υπολογίζουµε από τη σχέση (3.1) την στατιστική ελέγχου z̃ που παίρνουµε
από το δείγµα µας (ϑέτοντας x̄ την τιµή της εκτίµησης από το δείγµα). Αν η τιµή z̃ ανήκει στην
R (ανάλογα µε την περίπτωση ελέγχου), απορρίπτουµε την Η0 στο επίπεδο σηµαντικότητας α,
αλλιώς λέµε ότι δεν έχουµε αρκετές ενδείξεις για να την απορρίψουµε.

Η p-τιµή για τα τρία είδη ελέγχου είναι

1. Η1 : µ , µ0, p = 2 P(z > |z̃|) = 2 (1 − P(z < |z̃|)).

2. Η1 : µ < µ0, p = P(z < z̃) = 1 − P(z < −z̃).

3. Η1 : µ > µ0, p = P(z > z̃) = 1 − P(z < z̃).

Παράδειγµα 3.1. Χρησιµοποιούµε τα δεδοµένα από το Παράδειγµα 1.2 και ϑέλουµε να ελέγ-
ξουµε αν το µέσο ποσοστό του πορώδους ηλίου µ στο γαιάνθρακα από το κοίτασµα Α είναι 6.
Υποθέτουµε ότι γνωρίζουµε πως η διασπορά είναι γνωστή και είναι σ2 = 0.4. Τα δεδόµενα του
πορώδες ηλίου για το κοίτασµα γαιάνθρακα Α δίνονται στον Πίνακα 1.3. Οι υποθέσεις είναι
Η0 : µ = 6 και Η1 : µ , 6. Για το επίπεδο σηµαντικότητας α = 0.05 η κρίσιµη τιµή είναι
z0.975 = 1.96 και η περιοχή απόρριψης της Η0 είναι R = {z| |z| > 1.96}. Η στατιστική ελέγχου z̃
από το δείγµα είναι (x̄ = 5.67, n = 25)

z̃ =
5.67 − 6
√

0.4/25
= −2.61

κι ανήκει στην R. ΄Αρα σε επίπεδο σηµαντικότητας 0.05 (ή σε επίπεδο εµπιστοσύνης 95%) µπο-
ϱούµε να απορρίψουµε τη Η0 και συµπεραίνουµε πως το µέσο ποσοστό πορώδους ηλίου στο
γαιάνθρακα από το κοίτασµα Α δε µπορεί να είναι 6. Από την αθροιστική τυπική κανονική
κατανοµή για z̃ = −2.61 ϐρίσκουµε την p-τιµή

p = 2(1 − P(z < |z̃|)) = 2(1 − Φ(|z̃|)) = 2(1 − Φ(2.61)) = 2(1 − 0.9955) = 0.009

που δηλώνει πως µπορούµε µε εµπιστοσύνη µέχρι και σε επίπεδο 99.1% να πούµε πως το µέσο
ποσοστό του πορώδους ηλίου δε µπορεί να είναι 6.
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΄Αγνωστη διασπορά ΄Οταν η διασπορά της τ.µ. X είναι άγνωστη και το δείγµα µεγάλο τότε η
στατιστική ελέγχου q έχει την ίδια κατανοµή όπως παραπάνω αλλά στη σχέση (3.1) αντικαθι-
στούµε τη διασπορά σ2 µε τη δειγµατική διασπορά s2.

΄Οταν το δείγµα είναι µικρό αλλά η X ακολουθεί κανονική κατανοµή τότε η στατιστική
ελέγχου είναι

q = t ≡ x̄ − µ0

s/
√

n
∼ tn−1. (3.2)

Η περιοχή απόρριψης R ορίζεται µε τη ϐοήθεια των κρίσιµων τιµών της κατανοµής student
(λόγω συµµετρικότητας της κατανοµής είναι tn−1,1−α = −tn−1,α)

1. Η1 : µ , µ0, R = {t | |t | > tn−1,1−α/2}.

2. Η1 : µ < µ0, R = {t | t < −tn−1,1−α}.

3. Η1 : µ > µ0, R = {t | t > tn−1,1−α}.

Η p-τιµή για τα τρία είδη ελέγχου είναι όπως για γνωστή διασπορά αντικαθιστώντας το z µε t.

Παράδειγµα 3.2. Στο παραπάνω παράδειγµα έστω ότι δε ξέρουµε τη διασπορά σ2. Υποθέτουµε
ωστόσο πως το πορώδες ηλίου του γαιάνθρακα από το κοίτασµα Α ακολουθεί κανονική κατανοµή
(δες Σχήµα 2.2).

Για το επίπεδο σηµαντικότητας α = 0.05 η κρίσιµη τιµή ϐρίσκεται από την κατανοµή student
και είναι t24,0.975 = 2.06. ΄Αρα η περιοχή απόρριψης της Η0 είναι R = {t | |t | > 2.06}. Από
προηγούµενους υπολογισµούς (δες Παράδειγµα 2.6) έχουµε x̄ = 5.67, n = 25, σ2 = 0.375. ΄Αρα
η στατιστική ελέγχου t̃ από το δείγµα είναι

t̃ =
5.67 − 6.0
√

0.375/25
= −2.69

που ανήκει και πάλι στην R και η απόϕαση ελέγχου είναι η ίδια όπως και πριν. Από την
αθροιστική συνάρτηση της t–κατανοµής για z̃ = −2.69 ϐρίσκουµε την p-τιµή

p = 2(1 − P(t ≤ |t̃ |)) = 2(1 − P(t ≤ 2.69)) = 2(1 − 0.994) = 0.012

που δηλώνει ποσοστό εµπιστοσύνης της απόρριψης της Η0 στο ίδιο περίπου επίπεδο όπως και
πριν.

Στον Πίνακα 3.1 συνοψίζεται ο έλεγχος υπόθεσης Η0 : µ = µ0 στις διάϕορες περιπτώσεις
(φυσικά υπάρχει απόλυτη αντιστοίχιση των περιπτώσεων του έλεγχου υποθέσης στον Πίνακα 3.1
µε τις περιπτώσεις του διαστήµατος εµπιστοσύνης στον Πίνακα 2.1).

3.2.2 ΄Ελεγχος για τη διασπορά σ2

Η στατιστική υπόθεση για τη διασπορά σ2 είναι όπως και για τη µέση τιµή, δηλαδή Η0 :
σ2 = σ2

0 µε κατάλληλη εναλλακτική υπόθεση Η1 ανάλογα αν ο έλεγχος είναι δίπλευρος ή
µονόπλευρος. Η στατιστική q του παραµετρικού ελέγχου είναι όπως και για το διάστηµα
εµπιστοσύνης της σ2 (Παράγραϕος 2.2.2)

q = χ2 ≡ (n − 1)s2

σ2
0

∼ X2
n−1, (3.3)
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διασπορά κατανοµή της X n κατανοµή στατιστικής q

γνωστή κανονική z ≡ x̄−µ0
σ/
√

n
∼ N(0, 1)

γνωστή µη κανονική µεγάλο z ≡ x̄−µ0
σ/
√

n
∼ N(0, 1)

γνωστή µη κανονική µικρό —

άγνωστη µεγάλο z ≡ x̄−µ0
s/
√

n
∼ N(0, 1)

άγνωστη κανονική µικρό t ≡ x̄−µ0
s/
√

n
∼ tn−1

άγνωστη µη κανονική µικρό —

Πίνακας 3.1: Στατιστική ελέγχου υπόθεσης Η0 : µ = µ0 ανάλογα µε τη γνώση της διασποράς
και κατανοµής της τ.µ. X καθώς και µε το µέγεθος n του δείγµατος.

όπου s2 είναι η εκτιµήτρια συνάρτηση της διασποράς. Από την κατανοµή X2 µε n − 1 ϐαθ-
µούς ελευθερίας και για επίπεδο σηµαντικότητας α ϐρίσκουµε τις κρίσιµες τιµές κι η περιοχή
απόρριψης είναι ανάλογα µε τον τύπο ελέγχου (αυτή η κατανοµή δεν είναι συµµετρική)

1. Η1 : σ2 , σ2
0 , R = {χ2| χ2 < χ2

n−1,α/2 ∨ χ2 > χ2
n−1,1−α/2}.

2. Η1 : σ2 < σ2
0 , R = {χ2| χ2 < χ2

n−1,α}.

3. Η1 : σ2 > σ2
0 , R = {χ2| χ2 > χ2

n−1,1−α}.

Αν η δειγµατική στατιστική ελέγχου χ̃2 (υπολογίζεται ϑέτοντας στη σχέση (3.3) την εκτίµηση
s2 από το δείγµα) ανήκει στην R η Η0 απορρίπτεται. Η p-τιµή για τα τρία είδη ελέγχου είναι

1. Η1 : σ2 , σ2
0 , p = P(χ2 < χ̃2 ∨ χ2 > χ̃2}.

2. Η1 : σ2 < σ2
0 , p = P(χ2 < χ̃2}.

3. Η1 : σ2 > σ2
0 , p = P(χ2 > χ̃2}.

Παράδειγµα 3.3. Θέλουµε να ελέγξουµε αν ϑα µπορούσαµε να πούµε µε µεγάλη σιγουριά
(επίπεδο εµπιστοσύνης 99%) πως η τυπική απόκλιση σ του πορώδους ηλίου γαιάνθρακα µπορεί
να ξεπεράσει το επίπεδο της µιας ποσοστιαίας µονάδας. Γι αυτό εϕαρµόζουµε µονόπλευρο έλεγχο
για τη διασπορά: Η0 : σ2 ≤ 1, Η1 : σ2 > 1, αϕού δε µας ενδιαϕέρει αν η διασπορά µπορεί να
είναι πολύ µικρή, πράγµα που το αποκλείουµε, αλλά αν είναι στο επίπεδο της µονάδας (µηδενική
υπόθεση) ή σηµαντικά µεγαλύτερη του 1 (εναλλακτική υπόθεση). (Αν ο έλεγχος αϕορούσε κάποια
άλλη τιµή της τυπικής απόκλισης ϑα έπρεπε να πάρουµε το τετράγωνο της.)

Για τον έλεγχο χρησιµοποιούµε και πάλι το δείγµα του πορώδους ηλίου του γαιάνθρακα από
το κοίτασµα Α µεγέθους n = 25 (Πίνακας 1.3) και η δειγµατική διασπορά είναι s2 = 0.375. Η
κρίσιµη τιµή της στατιστικής χ2 για α = 0.01 είναι χ2

24,0.99 = 42.98 κι η περιοχή απόρριψης είναι
R = {χ2| χ2 > 42.98}. Η στατιστική ελέγχου που παίρνουµε από το δείγµα είναι

χ̃2 =
(n − 1)s2

σ2
0

=
24 · 0.375

1
= 9.
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Η χ̃2 δεν ανήκει στην περιοχή απόρριψης κι άρα δε µπορούµε να απορρίψουµε την Η0. Είναι
απίθανο λοιπόν η διασπορά του ποσοστού του πορώδους ηλίου σε γαιάνθρακα να ξεπεράσει το
επίπεδο της µονάδας και το ίδιο ισχύει και για την τυπική απόκλιση.

Γενικά όταν ϑέλουµε να κάνουµε στατιστικό έλεγχο για την τυπική απόκλιση σ υψώνουµε
στο τετράγωνο την τιµή της τυπικής απόκλισης που ϑέλουµε να ελέγξουµε και κάνουµε έλεγχο
διασποράς γι αυτήν την τιµή.

3.2.3 ΄Ελεγχος για την αναλογία p

Για να ελέγξουµε αν η αναλογία p ενός πληθυσµού παίρνει κάποια τιµή p0 χρησιµοποιούµε
τις ίδιες στατιστικές υποθέσεις και την ίδια κατανοµή της στατιστικής ελέγχου όπως για τη µέση
τιµή µ µε τη διασπορά γνωστή. ΄Ετσι η µηδενική υπόθεση είναι Η0 : p = p0 και η στατιστική
ελέγχου είναι (δες επίσης Παράγραϕο 2.2.3 για το διάστηµα εµπιστοσύνης της p)

z =
p̂ − p0√

p0(1 − p0)/n
∼ N(0, 1), (3.4)

όπου p̂ είναι η εκτιµήτρια συνάρτηση της αναλογίας p κι έχουµε κάνει την υπόθεση πως το
µέγεθος του δείγµατος n είναι µεγάλο.

Η περιοχή απόρριψης είναι

1. Η1 : p , p0, R = {z| |z| > z1−α/2}.

2. Η1 : p < p0, R = {z| z < −z1−α}.

3. Η1 : p > p0, R = {z| z > z1−α}.

Η δειγµατική στατιστική ελέγχου z̃ υπολογίζεται από τη σχέση (3.4) ϑέτοντας ως p̂ τη εκτί-
µηση της αναλογίας από το δείγµα. Αν η z̃ ανήκει στην R απορρίπτουµε την Η0 στο επίπεδο
σηµαντικότητας α.

Η p-τιµή για τα τρία είδη ελέγχου είναι όπως και για τη µ µε γνωστή διασπορά.

Παράδειγµα 3.4. Μια εταιρεία ενδιαϕέρεται να ελέγξει αν το ποσοστό των σκουριασµένων ϱα-
ϐδών χάλυβα στην αποθήκη της είναι 19%. Ο έλεγχος είναι δίπλευρος κι η στατιστική υπόθεση
είναι : Η0 : p = 0.19 και Η1 : p , 0.19.

Για τον έλεγχο αυτό χρησιµοποιήθηκε το ίδιο δείγµα όπως στο Παράδειγµα 2.13 (12 σκου-
ϱιασµένες ϱάβδοι σε δείγµα 100 ϱαβδών). Η κρίσιµη τιµή για τη στατιστική ελέγχου σε επίπεδο
σηµαντικότητας α = 0.05 είναι z0.975 = 1.96 κι η περιοχή απόρριψης είναι R = {z| |z| > 1.96}.
Η εκτίµηση της αναλογίας από το δείγµα των 100 ϱαβδών είναι p̂ = 0.12 κι από τη σχέση (3.4)
ϐρίσκουµε τη στατιστική ελέγχου από το δείγµα

z̃ =
0.12 − 0.19

√
0.19 · 0.81/100

= −1.784.

Η τιµή της z̃ οριακά δεν ανήκει στην R κι άρα δε µπορούµε να απορρίψουµε την Η0 και συµπε-
ϱαίνουµε πως το ποσοστό των σκουριασµένων ϱαβδών µπορεί και να είναι 19%.

Αν τώρα η εταιρεία γνωρίζει από προηγούµενους ελέγχους ότι είναι απίθανο το ποσοστό των
σκουριασµένων ϱαβδών στην αποθήκη της να κυµαίνεται σε επίπεδα µεγαλύτερα του 19% κι



3.2. �ΕΛΕΓΧΟΣ ΠΑΡΑΜ�ΕΤΡΩΝ ΠΛΗΘΥΣΜΟ�Υ 53

αυτό το ποσοστό είναι το όριο της αγοράς που δε ϑα πρέπει να ξεπερνάει το κάθε φορτίο ϱαβδών
χάλυβα, τότε η εταιρεία ενδιαϕέρεται να ελέγξει αν πράγµατι το ποσοστό των σκουριασµένων
ϱαβδών στην αποθήκη της δεν φτάνει αυτό το όριο. Ο έλεγχος εδώ είναι µονόπλευρος κι η
στατιστική υπόθεση είναι : Η0 : p ≥ 0.19 και Η1 : p < 0.19.

Η δειγµατική στατιστική ελέγχου είναι η ίδια, z̃ = −1.784, αλλά η κρίσιµη τιµή για το ίδιο
επίπεδο σηµαντικότητας α = 0.05 είναι z0.95 = 1.65 κι η περιοχή απόρριψης είναι R = {z| z <
−1.65}. ΄Αρα σ΄ αυτήν την περίπτωση µπορούµε (οριακά πάλι) να απορρίψουµε την Η0 και να συµ-
περάνουµε ότι το ποσοστό των σκουριασµένων ϱαβδών στην αποθήκη της εταιρείας δε ξεπερνάει
το όριο της αγοράς 19%. Το ανώτατο επίπεδο εµπιστοσύνης που µπορούµε να απορρίψουµε την
Η0 : p ≥ 0.19 είναι περίπου 96% όπως προκύπτει από την p-τιµή που αντιστοιχεί στη δειγµατική
στατιστική του µονόπλευρου ελέγχου

P(z < z̃) = P(z < −1.784) = Φ(−1.784) = 1 − Φ(1.784) = 1 − 0.963 = 0.037.

Το παράδειγµα αυτό δείχνει πως γενικά ο δίπλευρος έλεγχος είναι πιο αυστηρός από τον
µονόπλευρο γιατί στο δίπλευρο έλεγχο η ουρά της κατανοµής (στα αριστερά και δεξιά) που
αποτελεί την περιοχή απόρριψης είναι µικρότερη (µισή σε µέγεθος) από την αντίστοιχη ουρά
για το µονόπλευρο έλεγχο (δες Σχήµα 3.1).

3.2.4 ΄Ελεγχος για τη διαϕορά µέσων τιµών µ1 − µ2

Ο έλεγχος της διαϕοράς δύο µέσων τιµών µ1 και µ2 χρησιµοποιείται συχνά όταν ϑέλουµε
να συγκρίνουµε δύο ανεξάρτητους πληθυσµούς ως προς µια µετρήσιµη ποσότητα, όπως για
παράδειγµα η περιεκτικότητα ϱαδιενέργειας σε χάλυβα από δύο εργοστάσια. Αν ονοµάσουµε
X1 και X2 τις αντίστοιχες ανεξάρτητες τ.µ. ϑέλουµε να ελέγξουµε αν έχουν την ίδια κατανοµή.
Αυτό είναι αρκετά πολύπλοκο πρόβληµα γι αυτό και περιορίζουµε την έρευνα στη µέση τιµή
και η µηδενική υπόθεση είναι Η0 : µ1 = µ2 ή ισοδύναµα Η0 : µ1 − µ2 = 0. Μπορούµε λοιπόν
να ϑεωρήσουµε ότι το πρόβληµα µας είναι ο έλεγχος της µέσης τιµής µ1 − µ2 της τ.µ. X1 − X2

ως προς την τιµή 0.
Στην Παράγραϕο 2.2.4 όπου µελετήσαµε το διάστηµα εµπιστοσύνης της µ1 − µ2 είδαµε ότι

αν οι τ.µ. X1 και X2 ακολουθούν κανονική κατανοµή ή τα µεγέθη των δειγµάτων n1 και n2 είναι
µεγάλα (n1, n2 > 30) τότε η εκτιµήτρια x̄1 − x̄2 ακολουθεί κανονική κατανοµή µε µέση τιµή
µ1 − µ2 και διασπορά σ2

1
n1
+

σ2
2

n2
. Εδώ και πάλι ϑα ξεχωρίσουµε τις περιπτώσεις που οι διασπορές

σ2
1 και σ2

2 είναι γνωστές ή άγνωστες.

Γνωστές διασπορές ΄Οταν γνωρίζουµε τις διασπορές σ2
1 και σ2

2 , τότε ϑεωρώντας τη µηδενική
υπόθεση Η0 : µ1 − µ2 = 0, η στατιστική του παραµετρικού ελέγχου είναι

z =
x̄1 − x̄2√

σ2
1

n1
+

σ2
2

n2

∼ N(0, 1). (3.5)

Οι κρίσιµες τιµές κι οι περιοχές απόρριψης για δίπλευρο και µονόπλευρο έλεγχο είναι όπως
και για τον ελέγχο µέσης τιµής µε γνωστή διασπορά (δες Παράγραϕο 3.2.1). Η στατιστική
ελέγχου z̃ από το δείγµα υπολογίζεται από τη σχέση (3.5), όπου x̄1 και x̄2 είναι οι εκτιµήσεις
των µέσων τιµών από το δείγµα.
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΄Αγνωστες διασπορές ΄Οταν οι διασπορές είναι άγνωστες και τα δείγµατα είναι µεγάλα χρη-
σιµοποιούµε την ίδια στατιστική ελέγχου z της σχέσης (3.5) όπου απλά αντικαθιστούµε τις
άγνωστες διασπορές σ2

1 και σ2
2 µε τις εκτιµήσεις s2

1 και s2
2 από τα δείγµατα.

΄Οταν τα δείγµατα είναι µικρά αλλά υποθέτουµε ότι οι τ.µ. X1 και X2 ακολουθούν κανονική
κατανοµή και οι διασπορές είναι ίδιες (σ2

1 = σ2
2 = σ2) τότε η στατιστική ελέγχου είναι

t =
x̄1 − x̄2

s
√

1
n1
+ 1

n2

∼ tn1+n2−2 (3.6)

όπου s2 =
(n1−1)s2

1+(n2−1)s2
2

n1+n2−2 είναι η αµερόληπτη εκτιµήτρια της κοινής διασποράς σ2 (δες Παρά-
γραϕο 2.2.4). Οι κρίσιµες τιµές κι οι περιοχές απόρριψης για δίπλευρο και µονόπλευρο έλεγχο
είναι όπως και για τον ελέγχο µέσης τιµής µε άγνωστη διασπορά (δες Παράγραϕο 3.2.1). Η
στατιστική ελέγχου t̃ από το δείγµα υπολογίζεται από τη σχέση (3.6), όπου x̄1, x̄2 και s2 υπο-
λογίζονται από τα δείγµατα των δύο πληθυσµών.

Παράδειγµα 3.5. Θέλουµε να ερευνήσουµε αν οι γαιάνθρακες από δύο κοίτασµατα Α και Β
έχουν το ίδιο πορώδες ηλίου. Γι αυτό κάνουµε δίπλευρο έλεγχο για τα µέσα ποσοστά πορώδους
ηλίου µ1 και µ2 για τους γαιάνθρακες από τα κοιτάσµατα Α και Β αντίστοιχα και είναι Η0 : µ1 = µ2

και Η1 : µ1 , µ2. Για τον έλεγχο χρησιµοποιούµε τα δείγµατα του πορώδες ηλίου γαιάνθρακα
από τα κοιτάσµατα Α και Β του Πίνακα 1.3. Υποθέτουµε πως το ποσοστό πορώδες ηλίου του
γαιάνθρακα και από τα δύο κοιτάσµατα ακολουθεί κανονική κατανοµή, το οποίο φαίνεται να
ισχύει κι από τα ιστογράµµατα και τα ϑηκογράµµατα για το πορώδες ηλίου των δύο δειγµάτων
(δες Σχήµατα 1.2 και 2.7). Οι δειγµατικές µέσες τιµές είναι x̄1 = 5.67 και x̄2 = 5.38 για το
κοίτασµα Α και Β αντίστοιχα.

Πρώτα ϑεωρούµε πως από παλιότερες µετρήσεις γνωρίζουµε πως η διασπορά του ποσοστού
πορώδους ηλίου είναι ίδια και για τα δύο κοιτάσµατα γαιάνθρακα και είναι σ2 = 0.4. ΄Αρα η
στατιστική ελέγχου είναι η z όπως ορίσαµε στη σχέση (3.5). Για το τυπικό επίπεδο σηµαντικότητας
α = 0.05 η κρίσιµη τιµή για το δίπλευρο έλεγχο είναι z0.975 = 1.96 κι η περιοχή απόρριψης είναι
R = {z| |z| > 1.96}. Η στατιστική ελέγχου του δείγµατος είναι

z̃ =
5.67 − 5.38√

0.4
25 +

0.4
20

= 1.53

κι αϕού δεν ανήκει στην R δεν έχουµε αρκετές ενδείξεις για να απορρίψουµε την Η0 : µ1 = µ2.
΄Αρα όπως προκύπτει από το δείγµα µας, δε µπορούµε µε στατιστική εµπιστοσύνη 95% να πούµε
πως το µέσο ποσοστό πορώδους ηλίου στο γαιάνθρακα του κοιτάσµατος Α είναι διαϕορετικό από
αυτό στο κοίτασµα Β. Η τιµή z̃ = 1.53 είναι αρκετά κοντά στην περιοχή απόρριψης κι ίσως ένα
µεγαλύτερο δείγµα από τους δύο τύπους να µας επέτρεπε να απορρίψουµε την Η0. Πράγµατι η
p-τιµή για αυτόν τον έλεγχο είναι

p = 2(1 − P(z < |z̃|)) = 2(1 − Φ(|z̃|)) = 2(1 − Φ(1.53)) = 2(1 − 0.937) = 0.126

δηλαδή η πιθανότητα να έχουµε αυτές τις παρατηρήσεις όταν ισχύει η Η0 : µ1 = µ2 είναι 0.126,
ή αλλιώς µπορούµε να απορρίψουµε την Η0 σε µικρό επίπεδο εµπιστοσύνης 87% περίπου.

Θεωρούµε τώρα ότι η διασπορά του ποσοστού πορώδους ηλίου για τα δύο κοιτάσµατα γαιάν-
ϑρακα είναι κοινή αλλά δεν εµπιστευόµαστε την εµπειρική εκτίµηση σ2 = 0.4. ΄Αρα ϑα πρέπει
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να χρησιµοποιήσουµε στον έλεγχο µας τις εκτιµήσεις των διασπορών για τους δύο τύπους. Στο
Παράδειγµα 2.15 ϐρήκαµε s2

1 = 0.375 για τον τύπο Α, s2
2 = 0.326 για τον τύπο Β και s2 = 0.353

για την κοινή διασπορά σ2 (s = 0.594).
Η στατιστική ελέγχου σ΄ αυτήν την περίπτωση είναι η t όπως ορίσαµε στη σχέση (3.6). Η

κρίσιµη τιµή είναι t43,0.975 = −t43,0.025 = 2.02 κι η περιοχή απόρριψης είναι R = {t | |t | > 2.02}. Η
στατιστική ελέγχου του δείγµατος είναι

t̃ =
5.67 − 5.38

0.594
√

1
25 +

1
20

= 1.63

η οποία και πάλι δεν ανήκει στην R κι άρα δε µπορούµε να απορρίψουµε την Η0 : µ1 = µ2. Η
p-τιµή για αυτόν τον έλεγχο είναι

p = 2(1 − P(t < |t̃ |)) = 2(1 − P(t ≤ 1.63)) = 2(1 − 0.945) = 0.11,

δηλαδή µπορούµε να απορρίψουµε την Η0 σε επίπεδο εµπιστοσύνης 0.89% που είναι κι αυτό
µικρό. Το αποτέλεσµα του στατιστικού ελέγχου είναι σε συµϕωνία µε το διάστηµα εµπιστοσύνης
[−0.07, 0.65] της µ1 − µ2 στο ίδιο επίπεδο εµπιστοσύνης που ϐρήκαµε στο Παράδειγµα 2.15, το
οποίο οριακά περιέχει το µηδέν.

Στον Πίνακα 3.2 συνοψίζεται ο έλεγχος της Η0 : µ1 − µ2 = 0 για ανεξάρτητους πληθυσµούς
στις διάϕορες περιπτώσεις.

διασπορές κατανοµή n1, n2 κατανοµή στατιστικής q

των X1,X2 των X1,X2

γνωστή κανονική z = x̄1−x̄2√
σ2
1

n1
+

σ2
2

n2

∼ N(0, 1)

γνωστές µη κανονική µεγάλα z = x̄1−x̄2√
σ2
1

n1
+

σ2
2

n2

∼ N(0, 1)

γνωστές µη κανονική µικρά —
άγνωστες

ίσες/άνισες µεγάλα z = x̄1−x̄2√
s2
1

n1
+

s2
2

n2

∼ N(0, 1)

άγνωστες
άνισες κανονική µικρά t= x̄1−x̄2

s
√

1
n1
+ 1

n2

∼ tn1+n2−2

άγνωστες
άνισες µη κανονική µικρά —

άγνωστες
άνισες µικρά —

Πίνακας 3.2: ΄Ελεγχος της Η0 : µ1−µ2 = 0 ανάλογα µε τη γνώση των διασπορών και κατανοµών
των ανεξάρτητων τ.µ. X1 και X2 καθώς και των µεγεθών n1 και n2 των αντιστοίχων δειγµάτων.
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Ζευγαρωτές παρατηρήσεις Ο έλεγχος γίνεται διαϕορετικά αν οι πληθυσµοί δεν είναι α-
νεξάρτητοι ή ισοδύναµα αν οι τ.µ. X1 και X2 δεν είναι ανεξάρτητες, όπως όταν ϑέλουµε να
συγκρίνουµε ένα χαρακτηριστικό ενός πληθυσµού πριν και µετά τη µεταβολή ενός εξωτερικού
παράγοντα. Για παράδειγµα αν υπολογίζουµε την ανθεκτικότητα των δοκών ενός κτιρίου σε
περίπτωση διάβρωσης από νερό πληµµύρας, µας ενδιαϕέρει να συγκρίνουµε την ανθεκτικότη-
τα τους πριν και µετά κάποια πληµµύρα. Βέβαια αυτό είναι δυνατόν αν πρώτα µετρήσαµε την
ανθεκτικότητα των δοκών σ΄ ένα δείγµα κτιρίων πριν τη πληµµύρα και επαναλάβαµε τις ίδιες
µετρήσεις σε κάποιο χρονικό διάστηµα µετά την πληµµύρα. Είναι φανερό ότι οι τ.µ. X1 και X2

είναι εξαρτηµένες (η ανθεκτικότητα των δοκών ενός κτιρίου µετά τη πληµµύρα καθορίζεται ως
ένα ϐαθµό από την ανθεκτικότητα τους πριν τη πληµµύρα).

Η διαδικασία ελέγχου είναι αρκετά απλή σ΄ αυτήν την περίπτωση. Προϋποθέτει ϐέβαια ότι
έχουµε παρατηρήσει τα αντίστοιχα στοιχεία των πληθυσµών (π.χ. τους δοκούς των κτιρίων
πριν και µετά τη πληµµύρα) γι αυτό κι αυτή η περίπτωση αναϕέρεται συχνά ως Ϲευγαρωτές
παρατηρήσεις. Πριν προχωρήσουµε στη διαδικασία ελέγχου διατάσσουµε τις n Ϲευγαρωτές
παρατηρήσεις από του δύο πληθυσµούς σε Ϲευγάρια (x11, x21), . . . , (x1n, x2n) και υπολογίζουµε
τη διαϕορά di = x1i − x2i για i = 1, . . . , n. Οι τιµές d1, d2, . . . , dn αποτελούν το τυχαίο δείγµα
των παρατηρήσεων της τ.µ. D ≡ X1 − X2 που έχει µέση τιµή µD = µ1 − µ2. Στη συνέχεια
εϕαρµόζουµε τον έλεγχο µέσης τιµής µε Η0 : µD = 0 ϐασιζόµενη στο δείγµα d1, d2, . . . , dn (η
διαδικασία ελέγχου είναι όπως στην Παράγραϕο 3.2.1).

3.2.5 ΄Ελεγχος για τη διαϕορά δύο αναλογιών p1 − p2

΄Οταν ϑέλουµε να συγκρίνουµε δύο πληθυσµούς ως προς µια ιδιότητα κάνουµε έλεγχο για
την µηδενική υπόθεση ότι οι δύο αναλογίες p1 και p2 είναι ίσες, ή αντίστοιχα Η0 : p1 − p2 = 0,
όπου η κάθε αναλογία εκϕράζει το ποσοστό των στοιχείων που πληρούν την συγκεκριµένη
ιδιότητα στον αντίστοιχο πληθυσµό.

Αν p̂1 είναι η αναλογία που µετρήσαµε σε τυχαίο δείγµα µεγέθους n1 από τον πρώτο πλη-
ϑυσµό και p̂2 είναι η αναλογία σε τυχαίο δείγµα µεγέθους n2 από το δεύτερο πληθυσµό και τα
δείγµατα είναι µεγάλα τότε είδαµε στην Παράγραϕο 2.2.5 πως

z ≡ (p̂1 − p̂2) − (p1 − p2)√
p1(1−p1)

n1
+

p2(1−p2)
n2

∼ N(0, 1).

Σύµϕωνα µε τη µηδενική υπόθεση είναι p1 = p2 = p και η στατιστική ελέγχου είναι

q = z =
p̂1 − p̂2√

p(1 − p)
(

1
n1
+ 1

n2

) ∼ N(0, 1). (3.7)

Για να ϐρούµε τη στατιστική ελέγχου από το δείγµα εκτιµούµε την κοινή αναλογία p από τα
δύο δείγµατα

p̂ =
n1p̂1 + n2p̂2

n1 + n2

και ϐρίσκουµε

z̃ =
p̂1 − p̂2√

p̂(1 − p̂)
(

1
n1
+ 1

n2

) . (3.8)
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Οι κρίσιµες τιµές κι οι περιοχές απόρριψης για δίπλευρο και µονόπλευρο έλεγχο είναι όπως
και στις άλλες περιπτώσεις που η στατιστική ελέγχου ακολουθεί τυπική κανονική κατανοµή.

Παράδειγµα 3.6. Στο Παράδειγµα 2.16 εκτιµήσαµε το διάστηµα εµπιστοσύνης για τη διαϕορά
αναλογιών των σκουριασµένων ϱαβδών χάλυβα από δύο αποθήκες. Εδώ ϑέλουµε να ελέγξουµε
αν οι αναλογίες σκουριασµένων ϱαβδών χάλυβα διαϕέρουν στις δύο αποθήκες.

Τα δεδοµένα είναι όπως στο Παράδειγµα 2.16, δηλαδή 12 σκουριασµένες ϱάβδοι σε δείγµα
100 ϱαβδών από την πρώτη αποθήκη και 26 σκουριασµένες ϱάβδοι σε δείγµα 120 ϱαβδών από
τη δεύτερη αποθήκη. Οι δειγµατικές αναλογίες είναι p̂1 = 0.12 και p̂2 = 0.217 αντίστοιχα.

Για δίπλευρο έλεγχο της Η0 : p1 − p2 = 0 η κρίσιµη τιµή σε επίπεδο σηµαντικότητας α = 0.05
είναι z0.975 = 1.96 και η περιοχή απόρριψης είναι R = {z| |z| > 1.96}. Η εκτίµηση της κοινής
αναλογίας είναι

p̂ =
100 · 0.12 + 120 · 0.217

100 + 120
= 0.173

και η στατιστική ελέγχου z̃ από το δείγµα είναι

z̃ =
0.12 − 0.217√

0.173 · (1 − 0.173) ·
(

1
100 +

1
120

) = −1.89.

Οριακά λοιπόν η z̃ δεν ανήκει στην R και δε µπορούµε να απορρίψουµε σε επίπεδο εµπιστοσύνης
95% πως οι δύο αναλογίες είναι ίσες. Το συµπέρασµα αυτό είναι σε συµϕωνία µε το διάστηµα
εµπιστοσύνης [−0.198, 0.004] για τη διαϕορά p1 − p2 στο ίδιο επίπεδο εµπιστοσύνης (δες Παρά-
δειγµα 2.16). Το διάστηµα αυτό επίσης οριακά περιέχει το 0. Η δειγµατική στατιστική ελέγχου
z̃ = −1.89 αντιστοιχεί σε p-τιµή

p = 2(1 − P(z < |z̃|)) = 2(1 − Φ(|z̃|)) = 2(1 − Φ(1.89)) = 2(1 − 0.97) = 0.06.

Αυτό σηµαίνει πως ϑα µπορούσαµε να απορρίψουµε την Η0 αν είχαµε αυξήσει το επίπεδο ση-
µαντικότητας κατά µία ποσοστιαία µονάδα (δηλαδή αν είχαµε ϑέσει σαν επίπεδο εµπιστοσύνης το
94%).

Αν τώρα πριν τον έλεγχο γνωρίζαµε πως η δεύτερη αποθήκη έχει πάντοτε πιο παλιές ϱάβδους
από την πρώτη, που σηµαίνει ότι η δεύτερη απόθηκη ϑα έχει το ίδιο ποσοστό σκουριασµένων
ϱαβδών µε την πρώτη ή µεγαλύτερο τότε ο έλεγχος ϑα ήταν µονόπλευρος (Η0 : p1 ≥ p2, Η1 :
p1 < p2). Σ΄ αυτήν την περίπτωση η κρίσιµη τιµή για επίπεδο σηµαντικότητας α = 0.05 είναι
z0.95 = 1.65, η περιοχή απόρριψης είναι R = {z| z < −1.65} κι άρα απορρίπτουµε την Η0 αϕού η
δειγµατική στατιστική ελέγχου z̃ = −1.89 ανήκει στην R.

Συµπερασµατικά, φαίνεται πως η αναλογία σκουριασµένων ϱαβδών στην δεύτερη αποθήκη
είναι µεγαλύτερη αλλά µε αυτό το δείγµα δε µπορούµε να το αποϕασίσουµε µε µεγάλη ϐεβαιό-
τητα µετά από στατιστικό έλεγχο. Σε τέτοιες ακραίες περιπτώσεις ϑα πρέπει να επιδιώξουµε να
αυξήσουµε το µέγεθος του δείγµατος µας.

Είδαµε κάποιους ελέγχους υποθέσεων που αϕορούν κύριες παραµέτρους κατανοµής µιας
ή δύο τ.µ.. Υπάρχουν κι άλλοι έλεγχοι παραµέτρων που δεν παρουσιάζονται εδώ γιατί έχουν
λιγότερη εϕαρµογή σε προβλήµατα µηχανικής, όπως ο έλεγχος της ισότητας δύο διασπορών.
Υπάρχουν επίσης έλεγχοι που δεν αναϕέρονται σε παραµέτρους κατανοµής αλλά στις ίδιες τις
κατανοµές, όπως ο έλεγχος προσαρµογής (αν η εµπειρική κατανοµή από ένα δείγµα είναι η
ϑεωρητική κατανοµή που υποθέτουµε) κι ο έλεγχος ανεξαρτησίας για δύο τ.µ..
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3.3 Χαρακτηριστικά Ελέγχου

Περνάµε τώρα να δούµε κάποια χαρακτηριστικά του ελέγχου στατιστικής υπόθεσης.

3.3.1 Αποϕάσεις ελέγχου και πραγµατική κατάσταση

Ο έλεγχος υπόθεσης καταλήγει στην απόϕαση επιλογής της µίας από τις δύο υποθέσεις,
της µηδενικής Η0 ή της εναλλακτικής Η1. Κάθε µία από τις δύο υποθέσεις µπορεί να είναι
σωστή ή λανθασµένη. Συνδυάζοντας τις δύο δυνατές αποϕάσεις του ελέγχου µε τις δύο δυνατές
πραγµατικές καταστάσεις για την στατιστική υπόθεση έχουµε τέσσερις περιπτώσεις :

1. Σωστή απόϕαση: Αποδεχόµαστε την Η0 όταν η Η0 είναι σωστή. Η πιθανότητα αυτής της
απόϕασης είναι

P(αποδοχή της Η0 | Η0 σωστή) = 1 − α.

2. Σϕάλµα τύπου ΙΙ (type II error): Αποδεχόµαστε την Η0 όταν η Η0 είναι λανθασµένη. Η
πιθανότητα αυτού του σϕάλµατος είναι

P(αποδοχή της Η0 | Η0 λανθασµένη) = �.

3. Σϕάλµα τύπου Ι (type I error): Απορρίπτουµε την Η0 όταν η Η0 είναι σωστή. Η πιθανό-
τητα αυτού του σϕάλµατος είναι το επίπεδο σηµαντικότητας

P(απόρριψη της Η0 | Η0 σωστή) = α.

4. Σωστή απόϕαση: Απορρίπτουµε την Η0 και η Η0 είναι λανθασµένη. Η πιθανότητα αυτής
της απόϕασης είναι

P(απόρριψη της Η0 | Η0 λανθασµένη) = 1 − �

και δηλώνει τη δύναµη ελέγχου (power of the test).

α

1−ββ

0 αθ θ θ

1−α

Σχήµα 3.2: Σχηµατικά δίνονται οι συναρτήσεις πυκνότητας πιθανότητας της εκτιµήτριας της
παραµέτρου θ όταν η Η0 είναι σωστή (µε κέντρο θ0) και λανθασµένη (µε κέντρο κάποια άλλη
τιµή θ) κι οι πιθανότητες για κάθε περιοχή ανάλογα µε την απόϕαση ελέγχου.
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Οι πιθανότητες των παραπάνω περιπτώσεων για µονόπλευρο έλεγχο κάποιας παραµέτρου θ
διαγράϕονται στο Σχήµα 3.2. Η µία κατανοµή της εκτιµήτριας θ̂ της θ, αριστερά στο Σχήµα 3.2,
είναι σύµϕωνη µε τη µηδενική υπόθεση Η0 : θ = θ0 κι η άλλη κατανοµή είναι σύµϕωνη µε την
εναλλακτική υπόθεση. Η κρίσιµη τιµή της στατιστικής ελέγχου αντιστοιχεί στην κρίσιµη τιµή
θα της θ. Θεωρώντας την πρώτη κατανοµή της θ̂ (η Η0 είναι σωστή), αριστερά από τη θα είναι
η περιοχή σωστής αποδοχής της Η0 µε πιθανότητα 1 − α, ενώ δεξιά της θα (η ϐαθειά σκούρη
περιοχή) είναι η περιοχή λανθασµένης απόρριψης της Η0 µε πιθανότητα α (σϕάλµα τύπου Ι).
Θεωρώντας τη δεύτερη κατανοµή της θ̂ (η Η0 είναι λανθασµένη), αριστερά από τη θα είναι η
περιοχή λανθασµένης αποδοχής της Η0 (η ελαϕρά σκούρη περιοχή) µε πιθανότητα � (σϕάλµα
τύπου ΙΙ), ενώ δεξιά της θα είναι η περιοχή σωστής απόρριψης της Η0 µε πιθανότητα 1 − �.

΄Οταν σχεδιάζουµε να κάνουµε έναν στατιστικό έλεγχο έχοντας ένα τυχαίο δείγµα, πρέ-
πει να διαλέξουµε πως ϑα αντισταθµίσουµε τους δύο τύπους σϕάλµατος. Αν προσπαθήσουµε
να αποτρέψουµε το σϕάλµα τύπου Ι µειώνοντας το α αυξάνουµε τον κίνδυνο να διαπράξου-
µε µεγαλύτερο σϕάλµα τύπου ΙΙ κι αντίστροϕα, όπως φαίνεται κι από το Σχήµα 3.2. Στην
πραγµατικότητα (όπου δε γνωρίζουµε την πραγµατική τιµή της παραµέτρου) δε µπορούµε να
διαπιστώσουµε τι σϕάλµα µπορεί να κάνουµε γι αυτό σε κάθε έλεγχο πρέπει να λάβουµε υπόψη
τις πρακτικές συνέπειες του κάθε σϕάλµατος.

Παράδειγµα 3.7. Ας δεχτούµε πως ένα φορτίο ϱαβδών χάλυβα ϑεωρείται αποδεκτό αν το πο-
σοστό των σκουριασµένων ϱαβδών δε ξεπερνάει το 19%. ΄Οπως είδαµε στο Παράδειγµα 3.4,
µια εταιρεία ελέγχει (πριν να παραδώσει φορτία από την αποθήκη της) αν στην αποθήκη της το
ποσοστό των σκουριασµένων ϱαβδών δε ξεπερνάει το 19% (Η0 : p ≥ 0.19). Η απόϕαση ελέγχου
µε ϐάση το δείγµα του Παραδείγµατος 3.4 είναι η απόρριψη της Η0 σε επίπεδο σηµαντικότητας
α = 0.05 (µάλιστα η απόρριψη µπορεί να γίνει ως το επίπεδο σηµαντικότητας που δίνεται από την
p-τιµή p = 0.037).

Η εταιρεία µπορεί να κάνει το σϕάλµα τύπου Ι, δηλαδή αποϕασίζει ότι το ποσοστό των σκου-
ϱιασµένων ϱαβδών δε ξεπερνάει το 19% ενώ στην πραγµατικότητα το ξεπερνάει. Αν η εταιρεία
ϑέλει να µειώσει αυτόν τον κίνδυνο ϑα πρέπει να ελαττώσει το επίπεδο σηµαντικότητας α στον
έλεγχο της υπόθεσης. Αυτό µάλλον είναι σηµαντικό για την εταιρεία που ϑέλει να ελαχιστοποι-
ήσει τον κίνδυνο να χάσει την παραγγελία επειδή µπορεί να ϐρεθεί σε κάποιο φορτίο ποσοστό
σκουριασµένων ϱαβδών µεγαλύτερο του 19%. Αν απορρίψει την Η0 : p ≥ 0.19 για µικρότερο α,
π.χ. α = 0.01, τότε είναι ικανοποιηµένη πως ο κίνδυνος σϕάλµατος τύπου Ι που ϑα την έκανε
να χάσει την παραγγελία είναι πολύ µικρός (µόνο 1%). Αν δεν την απορρίψει (όπως ϑα γινόταν
για το δείγµα του παραδείγµατος) τότε έχει αµϕιβολία για το αν τηρεί το όριο αϕού αποδέχεται ότι
µπορεί το ποσοστό σκουριασµένων ϱαβδών να υπερβαίνει το 19%. Τότε ίσως επιλέξει να αϕαι-
ϱέσει σκουριασµένες ϱάβδους από την αποθήκη για να µειώσει το ποσοστό των σκουριασµένων
ϱαβδών και να το ϱίξει κάτω από το όριο. Είναι όµως πράγµατι το ποσοστό πάνω από το όριο ;

Για µικρότερο α η πιθανότητα �, δηλαδή να αποϕασίσει ότι το ποσοστό των σκουριασµένων
ϱαβδών ξεπερνάει το 19% ενώ στην πραγµατικότητα είναι µικρότερο από 19% (σϕάλµα τύπου ΙΙ),
είναι µεγαλύτερη. Αυτό σηµαίνει ότι µεγαλώνει η πιθανότητα η εταιρεία να αποϕασίσει λανθα-
σµένα να ελαττώσει τον αριθµό των σκουριασµένων ϱαβδών από την αποθήκη της. Σε αυτήν την
περίπτωση η εταιρεία ϑα µείωνε ακόµα περισσότερο το ήδη µικρό ποσοστό των σκουριασµένων
ϱαβδών, δηλαδή ϑα µείωνε χωρίς λόγο τα έσοδα της. Γι αυτό και η εταιρεία πρέπει να αποϕασίσει
σε ποιά συνέπεια ϑα δώσει µεγαλύτερο ϐάρος, στην πιθανή απόρριψη της παραγγελίας ή στην
πιθανή µείωση εσόδων της από την αϕαίρεση σκουριασµένων ϱαβδών από την αποθήκη ;
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3.3.2 ∆ύναµη ελέγχου

Σε µια στατιστική υπόθεση συνήθως η εναλλακτική υπόθεση είναι αυτή που παρουσιάζει
ενδιαϕέρον για το πρόβληµα µας γι αυτό και ϑέλουµε µε τον έλεγχο που κάνουµε να µπορούµε
µε µεγάλη πιθανότητα να απορρίψουµε τη µηδενική υπόθεση όταν είναι λανθασµένη. Θέλουµε
δηλαδή ο έλεγχος να έχει µεγάλη δύναµη 1 − �. Για κάποια στατιστική υπόθεση µπορεί να
προκύπτουν διαϕορετικοί έλεγχοι, ένας για κάθε κατάλληλη στατιστική ελέγχου που έχουµε τη
δυνατότητα να χρησιµοποιήσουµε. Για παράδειγµα, για τον έλεγχο της µέσης τιµής µ µπορεί
να διαλέξουµε τον παραµετρικό έλεγχο µε στατιστικές z ή t ανάλογα µε την περίπτωση (δες
Πίνακα 3.1) ή το µή-παραµετρικό έλεγχο µε άλλη στατιστική που δε µελετήσαµε εδώ. Για να
αξιολογήσουµε δύο τέτοιους ελέγχους για την ίδια στατιστική υπόθεση συγκρίνουµε τη δύναµη
τους στο ίδιο φυσικά επίπεδο σηµαντικότητας α και στο ίδιο δείγµα. ΄Ετσι έχει ϐρεθεί ότι
οι παραµετρικοί έλεγχοι έχουν µεγαλύτερη δύναµη από τους µη-παραµετρικούς γι αυτό και
προτιµούνται όταν είναι δυνατόν να γίνουν (στον Πίνακα 3.1 για παράδειγµα παραθέτονται
περιπτώσεις όπου ο παραµετρικός έλεγχος δεν είναι δυνατός).

΄Οπως φαίνεται κι από το Σχήµα 3.2, η δύναµη ελέγχου µεγαλώνει όταν µικραίνει το σϕάλµα
τύπου ΙΙ �, δηλαδή όταν µικραίνει η περιοχή που οι δύο κατανοµές αλληλοκαλύπτονται. Τρείς
παράγοντες που καθορίζουν αυτήν την αλληλοκάλυψη είναι :

1. Το επίπεδο σηµαντικότητας α: ΄Οταν αυξάνεται το α µειώνεται το � κι άρα αυξάνεται η
δύναµη ελέγχου 1 − �.

2. Η διασπορά της κατανοµής της εκτιµήτριας θ̂: ΄Οταν µικραίνει η διασπορά, ’στενεύει’ η
κατανοµή, η περιοχή αλληλοκάλυψης µικραίνει κι άρα αυξάνει η δύναµη ελέγχου. Η
διασπορά της κατανοµής µειώνεται πάντα µε την αύξηση του µεγέθους του δείγµατος n. Η
διασπορά της κατανοµής της εκτιµήτριας εξαρτάται επίσης από τη διασπορά σ2 της τ.µ.
X .

3. Το µέγεθος της διαϕοράς θ − θ0: Φανερά η δύναµη ελέγχου µεγαλώνει καθώς η υποτιθέ-
µενη τιµή της παραµέτρου θ0 αποµακρύνεται από την πραγµατική τιµή της παραµέτρου
θ.

Παράδειγµα 3.8. Στο Παράδειγµα 3.1 ελέγξαµε αν το µέσο ποσοστό πορώδους ηλίου του γαιάν-
ϑρακα µ µπορεί να είναι 6 (Η0 : µ = µ0 = 6). Υποθέσαµε γνωστή διασπορά σ2 = 0.4 και το δείγµα
µεγέθους n = 25 έδωσε την εκτίµηση x̄ = 5.67.

Οι κρίσιµες τιµές της στατιστικής ελέγχου για το επίπεδο εµπιστοσύνης α = 0.05 είναι z0.025 =

−1.96 και z0.975 = 1.96 αϕού ο έλεγχος είναι δίπλευρος. Οι αντίστοιχες κρίσιµες τιµές για την
παράµετρο µ µπορούν να υπολογισθούν εύκολα από το µετασχηµατισµό z = x̄−µ0

σ/
√

n
, όπου ϑεωρούµε

πως ισχύει η Η0. Ο µετασχηµατισµός αυτός δίνει για την αριστερή κρίσιµη τιµή

−1.96 =
x̄0.025 − 6
√

0.4/25
⇒ x̄0.025 = 5.752

και για τη δεξιά κρίσιµη τιµή

1.96 =
x̄0.975 − 6
√

0.4/25
⇒ x̄0.975 = 6.248.
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΄Αρα η πιθανότητα του σϕάλµατος τύπου Ι ορίζεται ως

P(απόρριψη της Η0 | Η0 σωστή) = P(x̄ < 5.752 ∨ x̄ > 6.248 | µ = 6) = 0.05

όπως φαίνεται στο Σχήµα 3.3α από τις ϐαθειά σκούρες περιοχές.

x−

(β)

5,6 65,876

x− 5,6 6

1−α1−β=0,889

α/2=0,025
β=0,111

α/2=0,025

5,752 6,248

(α)

Σχήµα 3.3: Σχηµατικά οι συναρτήσεις πυκνότητας πιθανότητας της εκτιµήτριας x̄ της παρα-
µέτρου µ όταν η Η0 είναι σωστή (µ = 6) και λανθασµένη (µ = 5.6) και οι πιθανότητες για κάθε
περιοχή ανάλογα µε την απόϕαση ελέγχου. Στο (α) το µέγεθος του δείγµατος είναι 25 και στο
(ϐ) είναι 100.

Ας υποθέσουµε τώρα ότι η πραγµατική τιµή της µ είναι 5.6. Η δύναµη ελέγχου είναι

1 − � = P(x̄ < 5.752 ∨ x̄ > 6.248 | µ = 5.6).

Η πρώτη πιθανότητα είναι

P(x̄ < 5.752 | µ = 5.6) = P

(
x̄ − 5.6
√

0.4/25
<

5.752 − 5.6
√

0.4/25

)
= P(z < 1.202) = 0.889,

όπου για το τελικό αποτέλεσµα χρησιµοποιήσαµε τον στατιστικό πίνακα για την τυπική κανονική
κατανοµή. Η δεύτερη πιθανότητα είναι αµελητέα κι άρα η δύναµη ελέγχου είναι 0.889, όπως
φαίνεται στο Σχήµα 3.3α, όπου η συµπληρωµατική πιθανότητα � του σϕάλµατος τύπου ΙΙ δίνεται
από τη ελαϕρά σκούρη περιοχή.

Είναι φανερό πως η δύναµη ελέγχου ϑα αυξηθεί αν µετατοπίσουµε την κρίσιµη τιµή x̄0.025 =

5.752 προς τα δεξιά, που µπορεί να γίνει µε τους παρακάτω τρόπους :
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• Αυξάνουµε το επίπεδο σηµαντικότητας α. ΄Ετσι διακινδυνεύουµε περισσότερο να απορρί-
ψουµε την Η0 ενώ είναι σωστή. Σίγουρα δε ϑα ϑέλαµε να αυξήσουµε τη δύναµη ελέγχου
µ΄ αυτόν τον τρόπο.

• ∆ιαλέγουµε τιµή µ0 > 6 για τη µηδενική υπόθεση. Προϕανώς έχουµε κάποιο λόγο να
ελέγξουµε για την τιµή µ0 = 6 και όχι για κάποια άλλη τιµή (ίσως είναι το τυπικό ποσοστό
πορώδους ηλίου που ϑα πρέπει να έχει ο γαιάνθρακας για να ϑεωρείται αποδεκτός).

• Υποθέτουµε ότι η διασπορά του ποσοστού πορώδους ηλίου στο γαιάνθρακα είναι µικρότερη
(σ2 < 0.4). Η µεταβλητότητα του ποσοστού πορώδους ηλίου όµως είναι ένα φυσικό φαινό-
µενο και δε µπορούµε να την ορίσουµε όπως ϑέλουµε (µπορούµε ϐέβαια να την εκτιµήσουµε
λάθος !).

• Μένει ο τελευταίος παράγοντας που είναι το µέγεθος του δείγµατος κι ας υποθέσουµε πως
αυξάνουµε το δείγµα έτσι ώστε n = 100. Τότε η αριστερή κρίσιµη τιµή της εκτιµήτριας x̄ για
το ίδιο επίπεδο σηµαντικότητας είναι

−1.96 =
x̄0.025 − 6
√

0.4/100
⇒ x̄0.025 = 5.876.

΄Οπως φαίνεται κι από το Σχήµα 3.3ϐ αυτό µειώνει σηµαντικά την πιθανότητα � σϕάλµατος
τύπου ΙΙ και µεγαλώνει σηµαντικά την περιοχή της δύναµης ελέγχου. Πράγµατι όταν το n
αυξάνει από 25 σε 100 η διασπορά σ2

n της εκτιµήτριας x̄ µειώνεται κατά τέσσερις φορές και
η δύναµη ελέγχου 1 − � γίνεται

P(x̄ < 5.876 | µ = 5.6) = P

(
x̄ − 5.6
√

0.4/100
<

5.876 − 5.6
√

0.4/100

)
= P(z < 4.36) ≃ 1.

Το παραπάνω παράδειγµα δείχνει πόσο σηµαντικό είναι για τον έλεγχο να επιδιώκουµε να
συλλέγουµε µεγάλα δείγµατα. Η σχέση της δύναµης ελέγχου 1−� µε το µέγεθος του δείγµατος
n χρησιµοποιείται στην πράξη για να καθορίσουµε το απαραίτητο µέγεθος του δείγµατος. Για
συγκεκριµένη δύναµη ελέγχου 1 − � και διαϕορά θ − θ0 που δίνεται έτσι ώστε να έχει αξία
ο έλεγχος που ϑέλουµε να κάνουµε µπορούµε να ϐρούµε το µέγεθος του δείγµατος που ϑα
χρειαστούµε. Γι αυτό υπάρχουν στατιστικοί πίνακες που µας δίνουν για δεδοµένα α, 1 − � και
διαϕορά θ − θ0 την τιµή του n για έλεγχο της κάθε παραµέτρου θ.

3.3.3 ∆ίπλευρος έλεγχος και διάστηµα εµπιστοσύνης

Είδαµε στα παραδείγµατα ότι το (1−α)% διάστηµα εµπιστοσύνης για µια παράµετρο θ είναι
σε συµϕωνία µε την απόϕαση του αντίστοιχου δίπλευρου ελέγχου. Αν η µηδενική υπόθεση
ενός δίπλευρου ελέγχου Η0 : θ = θ0 απορρίπτεται τότε η τιµή θ0 δεν ανήκει στο διάστηµα
εµπιστοσύνης της θ ενώ αν δεν απορρίπτεται ανήκει. Αυτό συµβαίνει γιατί και τα δύο αποτελέ-
σµατα ϐασίζονται στη γνωστή κατανοµή κάποιας κατάλληλης τ.µ., στην οποία µετασχηµατίζεται
η εκτιµήτρια θ̂ (z ή t όταν η παράµετρος θ είναι µ, µ1 − µ2, p ή p1 − p2 και χ2 όταν θ είναι σ2).

Παράδειγµα 3.9. Στο Παράδειγµα 2.10 από ένα δείγµα 25 παρατηρήσεων του πορώδους ηλίου
σε γαιάνθρακα µε δειγµατική µέση τιµή x̄ = 5.67, ϐρήκαµε το 95% διάστηµα εµπιστοσύνης
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[5.42, 5.92] για το µέσο ποσοστό πορώδους ηλίου µ, όπου ϑεωρήσαµε άγνωστη διασπορά. Στο
Παράδειγµα 3.2, για το ίδιο δείγµα κάναµε δίπλευρο έλεγχο για τη µηδενική υπόθεση Η0 : µ =
µ0 = 6 και την απορρίψαµε σε επίπεδο σηµαντικότητας α = 0.05. Μάλιστα ϑα απορρίπταµε την
Η0 για οποιαδήποτε τιµή µ0 µεγαλύτερη του 5.92 (και µικρότερη του 5.42 αν µας ενδιέϕερε να
ελέγξουµε για µικρά ποσοστά πορώδους ηλίου).

Το παραπάνω παράδειγµα φανερώνει ότι το διάστηµα εµπιστοσύνης δίνει περισσότερη πλη-
ϱοϕορία από τον έλεγχο. Ο έλεγχος µας δίνει µια απόϕαση τύπου ’ναι / όχι’ (απόρριψη ή µη
απόρριψη) για το αν µια τιµή µπορεί να είναι πιθανή για µια παράµετρο θ, ενώ το διάστηµα
εµπιστοσύνης µας δίνει ένα σύνολο πιθανών τιµών για τη θ, και φυσικά το συµπληρωµατικό
σύνολο απίθανων τιµών. Για παράδειγµα για δύο κοιτάσµατα γαιάνθρακα Α και Β, µας εν-
διαϕέρει να δούµε αν έχουν το ίδιο µέσο ποσοστό πορώδες ηλίου κι αν όχι να εκτιµήσουµε
πόση είναι η διαϕορά τους. Ο έλεγχος της Η0 : µ1 − µ2 = 0 µπορεί να δώσει απάντηση στο
πρώτο ερώτηµα αλλά όχι στο δεύτερο (αν απορρίψουµε την Η0). Το διάστηµα εµπιστοσύνης
όµως απαντάει ταυτόχρονα και στα δύο ερωτήµατα. Αν η διαϕορά δεν είναι σηµαντική, τότε
το διάστηµα εµπιστοσύνης της διαϕοράς µ1 − µ2 ϑα περιέχει το 0. Αν δεν το περιέχει και το
διάστηµα είναι ϑετικό τότε εκτιµούµε ότι το µέσο ποσοστό πορώδους ηλίου µ1 του γαιάνθρακα
από το κοίτασµα Α είναι µεγαλύτερο από το αντίστοιχο µ2 για το κοίτασµα Β, κατά ένα µέγεθος
που κυµαίνεται µεταξύ των άκρων του διαστήµατος εµπιστοσύνης. Αντίστοιχα αν το διάστηµα
εµπιστοσύνης είναι αρνητικό εκτιµούµε ότι µ1 < µ2 κατά ένα µέγεθος που κυµαίνεται µεταξύ
των άκρων του διαστήµατος εµπιστοσύνης.

Σηµείωση Η συµϕωνία διαστήµατος εµπιστοσύνης και δίπλευρου ελέγχου δεν ισχύει στην
περίπτωση που η παράµετρος είναι η αναλογία p για τον εξής λόγο. Η διασπορά της εκτιµήτριας
p̂ για το διάστηµα εµπιστοσύνης ϑεωρείται άγνωστη και εκτιµάται από το δείγµα ως p̂(1−p̂)

n (όπου
p̂ είναι η εκτιµούµενη τιµή της αναλογίας από το δείγµα), ενώ για το δίπλευρο έλεγχο ϑεωρείται
γνωστή κάτω από τη µηδενική υπόθεση Η0 : p = p0 και είναι p0(1−p0)

n . ΄Ετσι οι υπολογισµοί για
το διάστηµα εµπιστοσύνης και για το δίπλευρο έλεγχο γίνονται για διαϕορετικές τιµές της
διασποράς της εκτιµήτριας p̂ και γι αυτό τα αποτελέσµατα δεν είναι ισοδύναµα.


