
συνολική επιφάνεια κτιρίου   ~   

επιφάνεια που καλύπτεται από παράθυρα 

ΣΥΣΧΕΤΙΣΗ ΚΑΙ ΠΑΛΙΝ∆ΡΟΜΗΣΗ

Παραδείγµατα

παλαιότητα κτιρίου  ~  
απώλεια θερµικής ενέργειας

κατανάλωση ηλεκτρικής ενέργειας κατοικίας  ~   
κατανάλωση νερού   ~   
µέγεθος κατοικίας

Εξαρτάται η µια τ.µ. από την άλλη?

Εξαρτιούνται και οι δύο από κάποια άλλη?



● ρ δεν εξαρτάται από τη µονάδα µέτρησης των X και Y

● ρ είναι συµµετρικός ως προς τις X και Y. 

● ρ ∈ [-1,1] 

συντελεστής συσχέτισης
YX

XY

σσ
σρ =

● εκφράζει τη γραµµική συσχέτιση δύο τ.µ. δηλαδή την
αναλογική µεταβολή (αύξηση ή µείωση) της µιας τ.µ. που
αντιστοιχεί σε µεταβολή της άλλης µεταβλητής

● εξαρτάται από τις µονάδες µέτρησης των δύο τ.µ.

],Cov[ YXXY ≡σσυνδιασπορά

YXYXXY Y XYX µµµµσ −=−−= ]E[)])(E[(

∆ύο τ.µ.: X µε διασπορά , Y µε2
Xσ 2

Yσ



● ρ=1: υπάρχει τέλεια θετική σχέση µεταξύ των X και Y.

● ρ=0: δεν υπάρχει καµιά (γραµµική) σχέση µεταξύ των X και Y.

● ρ=-1: υπάρχει τέλεια αρνητική σχέση µεταξύ των X και Y.

● “ρ κοντά στο 1 ” 
η γραµµική συσχέτιση των δύο τ.µ. είναι θετική και ισχυρή

● “ρ κοντά στο -1 ” 
η γραµµική συσχέτιση των δύο τ.µ. είναι αρνητική και ισχυρή

● “ρ κοντά στο 0 ” οι τ.µ. είναι πρακτικά ασυσχέτιστες

Ερµηνεία της τιµής του συντελεστή συσχέτισης

Παρατηρήσεις των δύο
τ.µ. X και Y κατά ζεύγη

( ) ( ) ( ){ }nn yxyxyx ,,,,,, 2211 …

για ποιοτική εκτίµηση της συσχέτισης 
διάγραµµα διασποράς
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Σηµειακή εκτίµηση του συντελεστή συσχέτισης

Σηµειακή εκτίµηση του ρ από το δείγµα των 
n ζευγαρωτών παρατηρήσεων των X και Y
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XYsαµερόληπτη εκτιµήτρια
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αµερόληπτες εκτιµήτριες και
είναι οι τετραγωνικές ρίζες των δειγµατικών διασπορών

Xs Ys
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προσδιορισµού
r2 ή   100r2



Θέλουµε να διερευνήσουµε τη 
συσχέτιση της κατανάλωσης νερού και 
κατανάλωσης ρεύµατος νοικοκυριού. 

Παράδειγµα
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Ποιοτική εκτίµηση
συσχέτιση της κατανάλωσης νερού και 
ρεύµατος είναι θετική και ισχυρή 



Υπολογισµός του r
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Η µεταβλητότητα της µιας τ.µ. (κατανάλωση νερού ή ρεύµατος) µπορεί 
να εξηγηθεί σε µεγάλο ποσοστό από τη συσχέτιση της µε την άλλη 

Συµπέρασµα
Η γνώση της µιας τ.µ. µας επιτρέπει να προσδιορίσουµε 
την άλλη µε µεγάλη ακρίβεια 

%6.90952.0100100 22 =⋅=rΣυντελεστής προσδιορισµού 



Μελέτη της µεταβλητότητα µιας τ.µ. Υ χρησιµοποιώντας 
την πληροφορία από κάποια άλλη µεταβλητή Χ

ανάλυση παλινδρόµησης

Απλή Γραµµική Παλινδρόµηση

Επίδραση του µεγέθους της κατοικίας στην 
κατανάλωση νερού του νοικοκυριού?

Ζητάµε να εκτιµήσουµε την (γραµµική)  εξάρτηση της 
κατανάλωσης νερού από το µέγεθος της κατοικίας. 

εξαρτηµένη µεταβλητή Υ:

ανεξάρτητη µεταβλητή Χ:

απλή: σχέση εξάρτησης µόνο ως προς µια ανεξάρτητη µεταβλητή
γραµµική: η πιο απλή σχέση εξάρτησης 

απλή γραµµική παλινδρόµηση

κατανάλωση νερού

µέγεθος κατοικίας



για κάθε τιµή x της Χ? )|( xXyFY =

xxXY βα +==Ε ]|[

]|[ xXY =Ε για κάθε τιµή x της Χ?

γραµµική παλινδρόµηση της Υ στη Χ

α: διαφορά ύψους, σταθερός όρος, η τιµή του y για x=0

β: κλίση ή συντελεστής παλινδρόµησης

εi: σφάλµα παλινδρόµησης

για κάποια τιµή xi της Χ µπορεί να
αντιστοιχούν διαφορετικές τιµές yi

της Υ yi είναι τ.µ. µε )|( iiY xXyF =

iii xy εβα ++=

[ ]iii xXYy =Ε−= |ε



Υποθέσεις για την ανάλυση της γραµµικής παλινδρόµησης:

• Η µεταβλητή Χ είναι ελεγχόµενη

• Η εξάρτηση της Υ από τη Χ είναι γραµµική

• και

(οµοσκεδαστικότητα) 
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Σηµειακή εκτίµηση παραµέτρων γραµµικής παλινδρόµησης

Εκτίµηση των τριών παραµέτρων της παλινδρόµησης:

• της διαφοράς ύψους της ευθείας παλινδρόµησης α
• του συντελεστή της ευθείας παλινδρόµησης β
• της διασποράς σφάλµατος της παλινδρόµησης σ2



Η εκτίµηση των παραµέτρων α και β γίνεται µε τη µέθοδο των 
ελαχίστων τετραγώνων
βρίσκει την ευθεία παλινδρόµησης µε παραµέτρους α και β έτσι ώστε το 
άθροισµα των τετραγώνων των κατακόρυφων αποστάσεων των σηµείων 
από την ευθεία να είναι το ελάχιστο. 

Εκτίµηση των α και β

Οι εκτιµήσεις των α και β δίνονται από την ελαχιστοποίηση 
του αθροίσµατος των τετραγώνων των σφαλµάτων 
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Τα a και b ορίζουν την ευθεία

xbay +=ˆ ευθεία ελαχίστων τετραγώνων

Για κάθε xi ii xbay +=ˆ

υπόλοιπο ή σφάλµα ελαχίστων τετραγώνων 

iiiii xbayyye −−=−= ˆ

ei είναι η εκτίµηση του εi, 

iii xy βαε −−=

Εκτίµηση της διασποράς του 
σφάλµατος σ2

δειγµατική διασπορά s2 των 
υπολοίπων ei
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Παρατηρήσεις

• Η ευθεία ελαχίστων τετραγώνων περνάει από το σηµείο

Άρα η ευθεία ελαχίστων τετραγώνων µπορεί επίσης να οριστεί ως

• Για κάθε τιµή x0 της Χ µπορούµε να προβλέψουµε την αντίστοιχη
τιµή y0 της Y από την ευθεία ελαχίστων τετραγώνων

( )yx,

( )xxbyy ii −=−

00ˆ xbay +=

Προσοχή:
x0 πρέπει να ανήκει στο εύρος των τιµών της Χ
που έχουµε από το δείγµα



Παράδειγµα
Θέλουµε να µελετήσουµε τη µεταβολή της 
κατανάλωσης ρεύµατος µε το µέγεθος του 
διαµερίσµατος για να προβλέψουµε, αν είναι 
δυνατόν, την κατανάλωση ρεύµατος για 
κάποιο διαµέρισµα
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Υποθέτουµε πως η κατανάλωση ηλεκτρικού 
ρεύµατος για ένα διαµέρισµα εξαρτάται 
γραµµικά από το µέγεθος του διαµερίσµατος.    

Σωστή υπόθεση? 



Εκτίµηση των παραµέτρων a και b της ευθείας ελαχίστων τετραγώνων 
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s2: Η εκτίµηση της διασποράς γύρω από την ευθεία
παλινδρόµησης για κάθε τιµή του X (που ανήκει στο διάστηµα
τιµών του πειράµατος) είναι 2318.8(kW/h)2

Το τυπικό σφάλµα της εκτίµησης της παλινδρόµησης είναι
48.15kW/h 

η τυπική κατανάλωση ρεύµατος για κάποιο διαµέρισµα
µεγέθους xi βρίσκεται στο διάστηµα

15.48ˆ ±iy

όπου είναι η εκτίµηση από την ευθεία ελαχίστων
τετραγώνων της µέσης κατανάλωσης ρεύµατος για διαµέρισµα
µεγέθους xi

iŷ

Ερµηνεία των αποτελεσµάτων:

b: Για αύξηση του µεγέθους του διαµερίσµατος κατά 1m2 η 
κατανάλωση ηλεκτρικού ρεύµατος αυξάνει κατά περίπου
6kW/h (για ακρίβεια 6.148kW/h)

a: Για µηδενικό µέγεθος διαµερίσµατος η  κατανάλωση
ρεύµατος είναι -1.94kW/h  (???) 



η κατανάλωση ρεύµατος είναι 489.9 kW/h

Συµπέρασµα:

∆ε µπορούµε να βγάλουµε συµπεράσµατα για την κατανάλωση
του ρεύµατος σε µεγέθη διαµερισµάτων εκτός του εύρους των
τιµών του δείγµατος

Με βάση το µοντέλο παλινδρόµησης που εκτιµήσαµε µπορούµε να
προβλέψουµε κατανάλωση ρεύµατος για κάθε διαµέρισµα µεγέθους
από 32m2 ως 127m2. 

Για διαµέρισµα 80m2 ( ) 800 =x

9.48980148.694.10 =⋅+−=y


