
ΟΜΟΙΟΜΟΡΦΗ ΣΥΓΚΛΙΣΗ ΣΕΙΡΩΝ ΣΥΝΑΡΤΗΣΕΩΝ
Εστω {fn(x), n ∈ N} µια ακολουθία συναρτήσεων ορισµένων στο διά-
στηµα I = [a, b] (ή (a, b] ή [a, b) ή (a, b) )

ΟΡΙΣΜΟΣ

Η σειρά συναρτήσεων συγκλίνει οµοιόµορφα (uniform convergence) στην συνάρτηση
S(x) αν

∞∑

k=1

fk(x) = S(x), οµοιόµορφα

m

Η ακολουθία των µερικών αθροισµάτων Sn(x) =
n∑

k=1

fk(x) συγκλίνει οµοιόµορφα

στην συνάρτηση S(x)

m

∀ ε ∀x ∈ I ∃N (ε) : n > N (ε) Ã |Sn(x)− S(x)| =
∣∣∣∣∣

n∑

k=1

fk(x)− S(x)

∣∣∣∣∣ < ε

m

∀ ε ∀ x ∈ I ∃N (ε) : n > m > N (ε) Ã |Sn(x)− Sm(x)| =
∣∣∣∣∣

n∑

k=m+1

fk(x)

∣∣∣∣∣ < ε

Παράδειγµα 1: Η ῾῾ γεωµετρική σειρά ᾿᾿ συγκλίνει οµοιόµορφα για κάθε
|x| < 1

∞∑

k=0

xk =
1

1− x

Αποδ.: Εστω Ic = [−c, c] και 0 < c < 1

n−1∑

k=0

xk − 1

1− x
=

1− xn

1− x
− 1

1− x
= − xn

1− x

∣∣∣∣∣
n−1∑

k=0

xk − 1

1− x

∣∣∣∣∣ =
|x|n

1− x
<

cn

1− c
< ε < 1 Ã n >

ln ((1− c)ε)

ln c
≡ δ(ε)

1



2

Οπότε για κάθε x ∈ Ic έχουµε ότι η σειρά συγκλίνει οµοιόµορφα, και
αυτό ισχύει για κάθε c < 1, διότι

∀ ε < 1 και ∀x ∈ Ic ∃ δ(ε) : n > δ(ε) Ã
∣∣∣∣∣
n−1∑

k=0

xk − 1

1− x

∣∣∣∣∣ < ε

Εποµένως η σειρά συγκλίνει οµοιόµορφα για κάθε −1 < x < 1.

Πρόταση 6

|fn(x)| ≤ vn(x) ΚΑΙ
∞∑

n=1

vn(x) συγκλίνει οµοιόµορφα

⇓
∞∑

n=1

fn(x) συγκλίνει οµοιόµορφα

Αποδ.
∞∑

n=1

vn(x) συγκλίνει οµοιόµορφα ⇔

∀ ε ∀x ∈ I ∃N (ε) : n > m > N (ε) Ã
n∑

k=m+1

vk(x) < ε

αλλά ∣∣∣∣∣
n∑

k=m+1

fk(x)

∣∣∣∣∣ ≤
n∑

k=m+1

|fk(x)| ≤
n∑

k=m+1

vk(x) < ε

Πρόταση 7 Weierstrass M-Test

|fn(x)| ≤ Mn ΚΑΙ
∞∑

n=1

Mn συγκλίνει

⇓
∞∑

n=1

fn(x) συγκλίνει οµοιόµορφα

Αποδ. Είναι η ίδια πρόταση όπως η Πρόταση 6, αλλά εδώ vn(x) = Mn.

Παράδειγµα 2: Η ῾῾ εκθετική σειρά ᾿᾿ συγκλίνει οµοιόµορφα για κάθε
x ∈ R
Αποδ. Για κάθε x υπάρχει ένα m ∈ N τέτοιο ώστε |x| < m και

∀ ` ≥ 0 Ã x

m + `
≤ x

m
< 1



3

ex ≡
∞∑

n=0

xn

n!
=

m−1∑
n=0

xn

n!
+

∞∑

`=0

xm+`

(m + `)!
=

=
m−1∑
n=0

xn

n!
+

xm

m!

(
1 +

x

m + 1
+

x2

(m + 1)(m + 2)
+

x3

(m + 1)(m + 2)(m + 3)
+ · · ·

)

∣∣∣∣∣∣∣∣

ex −
m−1∑
n=0

xn

n!

xm

m!

∣∣∣∣∣∣∣∣
=

(
1 +

|x|
m + 1

+
|x|2

(m + 1)2
+

|x|3
(m + 1)3

+ · · ·
)

︸ ︷︷ ︸
γεωµετρική σειρά

δηλαδή η εκθετική σειρά ϕράσσεται από την γεωµετρική σειρά για κάθε
|x| < m. Οπότε Πρόταση 6 Ã η σειρά συγκλίνει οµοιόµορφα.

Πρόταση 8

Αν η σειρά
∞∑

n=0

fn(x) = S(x) συγκλίνει οµοιόµορφα και οι συνάρτήσεις fn(x) είναι

συνεχείς σε ένα διάστηµα I τότε και η συνάρτηση S(x) είναι συνεχής
Αποδ. Είναι άµεσο συµπέρασµα της πρότασης 3

Πρόταση 9

Αν η σειρά
∞∑

n=0

fn(x) = S(x) συγκλίνει οµοιόµορφα και οι συνάρτήσεις fn(x) και S(x)

είναι ολοκληρώσιµες και συνεχείς σε ένα διάστηµα I τότε
∞∑

n=0

b∫

a

fn(x) dx =

b∫

a

S(x) dx

Αποδ. Είναι άµεσο συµπέρασµα της πρότασης 4

Παράδειγµα 3: Από την γεωµετρική σειρά έχουµε
∞∑

k=0

xk =
1

1− x
Ã

∞∑

k=0

x∫

0

tk dt =

x∫

0

dt

1− t

ln (1− x) = −
∞∑

k=0

xk+1

k + 1
= −

(
x +

x2

2
+

x3

3
+

x4

4
+ · · ·

)

Παράδειγµα 4:
1

1 + t2
= 1− t2 + t4 − t6 + · · · Ã arctan x = x− x3

3
+

x5

5
− x7

7
+ · · ·
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Πρόταση 10

Αν η σειρά
∞∑

n=0

fn(x) = S(x) συγκλίνει οµοιόµορφα και οι συνάρτήσεις f ′n(x) και

S ′(x) είναι συνεχείς σε ένα διάστηµα I και η σειρά
∞∑

n=0

f ′n(x) συγκλίνει οµοιόµορφα

τότε ∞∑
n=0

f ′n(x) = S ′(x)

Αποδ. Είναι άµεσο συµπέρασµα της πρότασης 5

Ασκήσεις

Ασκηση 1) Η σειρά
∞∑

n=1

x

nα (1 + nx2)
, συγκλίνει οµοιόµορφα για α > 1

2

και x ≥ 0
(Σηµείωση: Αποδείξτε ότι x

1+nx2 ≤ 1
2
√

n
για x ≥ 0)

Ασκηση 2) Η σειρά
∞∑

n=1

xn

n2
, συγκλίνει οµοιόµορφα για |x| < 1

Ασκηση 3) Η σειρά
∞∑

n=1

xn

n (n + 1)
, συγκλίνει οµοιόµορφα για |x| < 1

Ασκηση 4) Η σειρά
∞∑

n=1

x2n

n2 + x2n
, συγκλίνει οµοιόµορφα για |x| < 1

Ασκηση 5) Η σειρά
∞∑

n=1

1

n4 + n2x2
, συγκλίνει οµοιόµορφα για |x| <

R < ∞
Ασκηση 6)

∞∑
n=2

xn

n (n− 1)
= x + (1− x) ln (1− x)

Ασκηση 7)
1∫

0

( ∞∑
n=1

xn

n2

)
dx =

∞∑
n=1

1

n2 (n + 1)

Ασκηση 8) Να αποδειχθεί ότι η παρακάτω σειρά συγκλίνει οµοιόµορφα
για x ≥ 0

−1 +
e−2x

22 − 1
+

e−4x

42 − 1
+ · · · =

∞∑
n=0

e−2nx

22n2 − 1


