
ΘΕΩΡΗΜΑΤΑ ΜΕΣΗΣ ΤΙΜΗΣ
Πρ. 20a

Αν f(x) ϕραγµένη στο [a, b] m ≤ f(x) ≤ M
και g(x) ολοκληρώσιµη µε σταθερό πρόσηµο

και f(x)g(x) ολοκληρώσιµη

⇓

∃µ ∈ [m, M ] Ã
b∫

a

f(x)g(x) dx = µ

b∫

a

g(x) dx

Αποδ: Εστω g(x) ≥ 0 m ≤ f(x) ≤ M Ã mg(x) ≤ f(x)g(x) ≤ Mg(x)

(Σηµ: αν
b∫

a

g(x) dx = 0 Ã
b∫

a

f(x)g(x) dx = 0)

Εστω
b∫

a

g(x) dx 6= 0 τότε

m ≤

b∫
a

f(x)g(x) dx

b∫
a

g(x) dx

= µ ≤ M

(Αν g(x) ≤ 0 Ã −g(x) ≥ 0 και εργαζόµαστε όπως προηγούµενα)
Πρ. 20b: Πρώτο Θεωρηµα Μέσης Τιµής

Αν f(x) συνεχής στο [a, b]
και g(x) ολοκληρώσιµη
µε σταθερό πρόσηµο

Ã f(x)g(x)
ολοκληρώσιµη

⇓

∃ ξ ∈ [a, b] Ã
b∫

a

f(x)g(x) dx = f(ξ)

b∫

a

g(x) dx

Αποδ: Αφού η f(x) είναι συνεχής, αν

m = inf f(x), M = sup f(x), γιαx ∈ [a, b]
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τότε ∃ ξ : f(ξ) = µ όπου µ ορίστηκε στην προηγούµενη πρόταση.
Πόρισµα

Αν f(x) συνεχής στο [a, b] ∃ ξ ∈ [a, b] Ã
b∫

a

f(x) dx = f(ξ) (b− a)

Αποδ: ϑέτουµε g(x) = 1 στην προηγούµενη πρόταση.
Πρ. 20c

Αν f(x) µονότονη και g(x) ολοκληρώσιµη µε σταθερό πρόσηµο
⇓

∃ ξ ∈ [a, b] Ã
b∫

a

f(x)g(x) dx = f(a)

ξ∫

a

g(x) dx + f(b)

b∫

ξ

g(x) dx

Αποδ: Υποθέτουµε f(x) αύξουσα και g(x) ολοκληρώσιµη µε σταθερό ϑε-
τικό πρόσηµο

F (z) =

b∫

a

f(x)g(x) dx − f(a)

z∫

a

g(x) dx − f(b)

b∫

z

g(x) dx

F (a) =

b∫

a

f(x)g(x) dx − f(b)

b∫

a

g(x) dx =

b∫

a

(f(x) − f(b))g(x) dx ≤ 0

F (b) =

b∫

a

f(x)g(x) dx − f(a)

b∫

a

g(x) dx =

b∫

a

(f(x) − f(a))g(x) dx ≥ 0

επειδή F (z) συνεχής F (a)F (b) ≤ 0 Ã ∃ ξ : F (ξ) = 0.
Πρ. 20c΄: ∆εύτερο Θεωρηµα Μέσης Τιµής
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Αν f(x) µονότονη συνεχής και ∃ f ′(x)
και g(x) συνεχής

⇓

∃ ξ ∈ [a, b] Ã
b∫

a

f(x)g(x) dx = f(a)

ξ∫

a

g(x) dx + f(b)

b∫

ξ

g(x) dx

Αποδ: Θεωρούµε f ′(x) ≤ 0.

b∫
a

f(x)g(x) dx =
b∫

a

f(x) d

(
x∫
a

g(t)dt

)
=

= f(b)

(
b∫

a

g(t)dt

)
−

b∫
a

f ′(x)

(
x∫
a

g(t)dt

)
dx

(
x∫
a

g(t)dt

)
συνεχής

f ′(x) ολοκληρώσιµη και διατηρεί πρόσιµο
b∫

a

f(x)g(x) dx = f(b)

(
b∫

a

g(t)dt

)
−

(
ξ∫
a

g(t)dt

)(
b∫

a

f ′(x)dx

)
=

= f(b)

(
b∫

a

g(t)dt

)
−

(
ξ∫
a

g(t)dt

)
(f(b)− f(a)) =

= f(b)

(
b∫

a

g(t)dt−
ξ∫
a

g(t)dt

)
+ f(a)

ξ∫
a

g(t)dt =

= f(a)
ξ∫
a

g(t)dt + f(b)
b∫
ξ

g(t)dt
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