
Βασική Ανισότητα

m ≤ f(x) ≤ M Ã

Ã m (b− a) ≤
b∫

a

f(x) dx ≤ M (b− a)

Αποδ.: Από την Πρ. 12 (¨Θετικότηττα¨) αποδεικνύεται η ϐασική ανισότητα ολοκλη-
ϱώνοντας στο διάστηµα [a, b]

Ανισότητα Cauchy-Schwartz
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Αποδ.: Γιά κάθε λ ∈ R

0 ≤ (λf(x) + g(x))2 = λ2f2(x) + 2λf(x)g(x) + g2(x) Ã
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Ανισότητα Minkowski
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Αποδ.:
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Λήµµα:

Αν η συνάρτηση f(x) είναι ϕραγµένη
σε ένα διάστηµα I = [c, d]

m = inf {f(x), x ∈ I}
M = sup {f(x), x ∈ I}

⇓
∀u ∈ I ∀ v ∈ I Ã |f(u)− f(v)| ≤ M −m

και
sup {|f(u)− f(v)| , u ∈ I, v ∈ I} = M −m

Αποδ.:
∀u Ã f(u) ≤ M ∀ v Ã −f(v) ≤ −m ⇒ f(u)−f(v) ≤ M−m και f(v)−f(u) ≤ M−m

⇒ |f(u)− f(v)| ≤ M −m

M = sup {f(x), x ∈ I} Ã ∀ ε > 0 ∃u : M − ε

2
< f(u) ≤ M

m = inf {f(x), x ∈ I} Ã ∀ ε > 0 ∃ v : m ≤ f(v) < m+
ε

2
Ã −m− ε

2
< −f(v) ≤ −m

∀ ε > 0 ∃u, v Ã M −m− ε < f(u)− f(v) ≤ |f(u)− f(v)|
Οπότε

sup {|f(u)− f(v)| , u ∈ I, v ∈ I} = M −m

Πρ. 13:
Αν f(x) ολοκληρώσιµη στο [a, b]

⇓
Η |f(x)| ολοκληρώσιµη στο [a, b]

Αποδ.: Εστω P = {a = x0, x1, x2, . . . , xn = b}, M∗
k = sup {|f(x)|, x ∈ Ik} και

m∗
k = inf {|f(x)|, x ∈ Ik}, Ik = [xk−1, xk] τότε

|(|f(u)| − |f(v)|)| ≤ |f(u)− f(v)| Ã︸︷︷︸
Λήµµα

M∗
k −m∗

k ≤ Mk −mk

U (P, f)−L (P, f) =
n∑

k=1

(Mk −mk) 4xk και U (P, |f |)−L (P, |f |) =
n∑

k=1

(M∗
k −m∗

k) 4xk

⇒ U (P, |f |)− L (P, |f |) ≤ U (P, f)− L (P, f) Ã
Από την Πρ.6 έχουµε

f ολοκληρώσιµη ⇔ ∀ ε > 0 ∃P : U (P, f)− L (P, f) < ε

∀ ε > 0 ∃P : U (P, |f |)− L (P, |f |) ≤ U (P, f)− L (P, f) < ε ⇒ |f | ολοκληρώσιµη
Πρ. 14:

Αν f(x) και g(x) ολοκληρώσιµες στο [a, b]
⇓

Η f(x) · g(x) ολοκληρώσιµη στο [a, b]

Αποδ.: Αν |f(x)| < Bf και |g(x)| < Bg τότε αν x ∈ [xk−1, xk] και y ∈ [xk−1, xk].
Εστω P = {a = x0, x1, x2, . . . , xn = b},
|(f(x)g(x)− f(y)g(y))| ≤ |f(x) (g(x)− g(y)) + (f(x)− f(y)) g(y)| ≤ Bf |g(x)− g(y)|+Bg |f(x)− f(y)|

⇒︸︷︷︸
Λήµµα

|(f(x)g(x)− f(y)g(y))| ≤ Bf (Mg
k −mg

k) + Bg

(
Mf

k −mf
k

)



όπου
Mf

k = sup{f(x), xk−1 ≤ x ≤ xk}, Mg
k = sup{g(x), xk−1 ≤ x ≤ xk}

mf
k = inf{f(x), xk−1 ≤ x ≤ xk}, mg

k = inf{g(x), xk−1 ≤ x ≤ xk}
άρα

Mfg
k −mfg

k = sup {|(f(x)g(x)− f(y)g(y))| , x, y ∈ [xk−1, xk]}
f ολοκληρώσιµη ⇔ ∀ ε > 0 ∃P1 : U (P1, f)− L (P1, f) <

ε

Bg

g ολοκληρώσιµη ⇔ ∀ ε > 0 ∃P2 : U (P2, f)− L (P2, f) <
ε

Bf

⇒ ∀ ε > 0 ∃P = P1

⋃
P2 : U (P, f)− L (P, f) ≤︸︷︷︸

Πρ.2 και 3
U (P1, f)− L (P1, f) < ε

Bg

U (P, g)− L (P, g) ≤︸︷︷︸
Πρ.2 και 3

U (P2, g)− L (P2, g) < ε
Bf

⇒ ∀ ε > 0 ∃P : U (P, fg)− L (P, fg) < ε ⇔ fg ολοκληρώσιµη

Πρ. 15:
Αν f(x) ολοκληρώσιµη στο [a, b] και

inf {|f(x)| , x ∈ [a, b]} > 0
⇓

Η 1
f(x)

ολοκληρώσιµη στο [a, b]

Αποδ.:
0 < γ = inf {|f(u)| , u ∈ [a, b]} Ã 0 <

1
f(x)

≤ 1
γ∣∣∣∣

1
f(x)

− 1
f(y)

∣∣∣∣ =
1

f(x)f(y)
|f(x)− f(y)| ≤ 1

γ2
|f(x)− f(y)|

Ã M
1/f
k −m

1/f
k ≤ 1

γ2

(
Mf

k −mf
k

)

κλπ κλπ όπως στις προηγούµενες προτάσεις
Πρ. 16:

Αν f(x) ολοκληρώσιµη και
g(x) συνεχής στο [a, b]

⇓
Η h(x) = g (f(x)) ολοκληρώσιµη στο [a, b]

(Απόδειξη δυσκολώτερη αλλά στο πνεύµα των προηγουµένων, δεν έγινε στην τάξη)

ΑΣΚΗΣΕΙΣ

(1) Αποδείξτε f ολοκληρώσιµη Ã f2 ολοκληρώσιµη
(2) Αποδείξτε f > 0 ολοκληρώσιµη Ã

√
f ολοκληρώσιµη

(3) Αποδείξτε f > 0 ολοκληρώσιµη Ã 3
√

f ολοκληρώσιµη


