
Πρ. 8: f(x) µονότονη και ϕραγµένη στο [a, b]
� f(x) (Darboux)-ολοκληρώσιµη

Πρ. 9: f(x) συνεχής στο [a, b]
� f(x) οµοιόµορφα συνεχής στο [a, b]

� f(x) (Darboux)-ολοκληρώσιµη

Ορισµός: Ολοκλήρωµα Riemann

διαµέριση P = {x0, x1, x2, . . . , xn, }
επιλογή σηµείων T = {ξ1, ξ2, . . . , ξn, }

όπου xk−1 ≤ ξk ≤ xk

άθροισµα
Riemann

S (P, T, f) =
n∑

k=1
f(ξk)�xk

∃ ολοκλήρωµα
Riemann

⇔ ∃ lim
|P |→0

S (P, T, f) = IR(f)

∀ ε > 0 ∃ δ > O :
∀ |P | < δ και T επιλογή σηµείων
⇒ |S (P, T, f) − IR(f)| < ε

Αν υπάρχει το ολοκλήρωµα Riemann τότε είναι µοναδικό

Πρ. 10:
ολοκλήρωµα

Riemann
IR(f) = IQ(f)

ολοκλήρωµα
Darboux



Πρ. 11 (Θεώρηµα Darboux) :
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a +
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n
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n
(b − a)

]

b∫
a

f(x) dx = lim
n→∞

b − a

n

n∑
k=1

f
(
ξk,n

)

Πρ. 12 Ιδιότητες ολοκληρωµάτων

Γραµµικότητα

b∫
a

(c1 f(x) + c2 g(x)) dx =

= c1

b∫
a

f(x) dx + c2

b∫
a

g(x) dx

¨Θετικότητα¨

f1(x) ≤ f2(x) �
b∫

a

f1(x) dx ≤
b∫

a

f2(x) dx

¨Τριγωνική ιδιότητα¨
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b∫
a

f(x) dx
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≤

b∫
a

|f(x)| dx




