
Αναδροµικές σχέσεις

In =
∫

xn eαx dx

I0 =
1

α
eαx

In = 1
α

∫
xn d (eαx) dx =

= 1
α xn eαx − n

α

∫
xn−1 eαx dx

In =
1

α
xn eαx − n

α
In−1

κατασκευάζουµε διαδοχικά το I1, I2, . . . In

Αναδροµικές σχέσεις

Sn =
∫

xn sin (αx + β) dx S0 = −cos (αx + β)

α

Cn =
∫

xn cos (αx + β) dx C0 =
sin (αx + β)

α

Sn = −1
α

∫
xn d cos (αx + β) =

= −1
α xn cos (αx + β) + n

α

∫
xn−1 cos (αx + β) dx

Cn = 1
α

∫
xn d sin (αx + β) =

= 1
α xn sin (αx + β) − n

α

∫
xn−1 sin (αx + β) dx

Sn = −1
α xn cos (αx + β) + n

α Cn−1

Cn = 1
α xn sin (αx + β) − n

α Sn−1

κατασκευάζουµε διαδοχικά τα

S0, C0, S1, C1, S2, C2, . . . Sn, Cn,



Ιδιότητες τριγωνοµετρικών- υπερβολικών συναρτήσεων

cosh x ≡ ex + e−x

2
sinh x ≡ ex − e−x

2

cos x =
eix + e−ix

2
sin x =

eix − e−ix

2i

cos3 x =
(

eix+e−ix

2

)3
=

= e3ix+e−3ix

8 + 3
8

(
eix + e−ix

)
=

= cos 3x
4 + 3cos x

4

sinh 5x

sinh x
=

(ex)5 −
(
e−x

)5

ex − e−x
=

= (ex)4 +(ex)3
(
e−x

)
+ (ex)2

(
e−x

)2
+

+ (ex)
(
e−x

)3
+

(
e−x

)4
=

= 2cosh 4x + 2cosh 2x + 1

sin (a + b) = sin a cos b + cos a sin b

cos (a + b) = cos a cos b − sin a sin b

∫
sin(ax) cos(bx) dx =

=
1

2

∫
(sin(a + b)x + sin(a − b)x) dx

∫
cos(ax) cos(bx) dx =

=
1

2

∫
(cos(a − b)x + cos(a + b)x) dx

∫
sin(ax) sin(bx) dx =

=
1

2

∫
(cos(a − b)x − cos(a + b)x) dx



῾῾ Προσδιοριστέοι συντελεστές ᾿᾿:

I =
∫

P (x) eαx dx P (x) πολυώνυµο ϐαθµού n

∫
P (x) eαx dx = R(x)eαx + c

d (R(x)eαx)

dx
= P (x)eαx � R′(x)+αR(x) = P (x)

πχ ∫
x2 e3x dx =

(
Ax2 + Bx + C

)
e3x + c

d
{(

Ax2 + Bx + C
)
e3x

}
dx

= x2e3x

(2Ax + B) + 3
(
Ax2 + Bx + C

)
= x2

3A = 1
2A + 3B = 0
B + 3C = 0

⎫⎪⎬
⎪⎭ ⇒ A =

1

3
, B = −2

9
, C =

2

27

Προσδιοριστέοι συντελεστές

I =
∫

P (x) eαx dx P (x) πολυώνυµο ϐαθµού n

Κάνοντας µια ολοκλήρωση κατά µέρη:

I =
∫

P (x) eαx dx = 1
α

∫
P (x) deαx =

= 1
αP (x)eαx − 1

α

∫
P ′(x) eαx dx

Το P ′(x) είναι πολυώνυµο ϐαθµού n − 1. Επαναλαµβά-

νοντας την ολοκλήρωση κατά µέρη:

I =
1

α
P (x)︸ ︷︷ ︸

πολ. ϐαθµού n

eαx − 1

α

∫
P ′(x) eαx dx =

=
(
1

α
P (x) − 1

α2
P ′(x)

)
︸ ︷︷ ︸

πολ. ϐαθµού n−1

eαx +
1

α2

∫
P ′′(x) eαx dx

= .... κλπ κλπ =
= R(x)eαx + c

� R(x) πολυώνυµο ϐαθµού n

d (R(x)eαx)

dx
= P (x)eαx � R′(x) + αR(x) = P (x)



Προσδιοριστέοι συντελεστές

Sn =
∫

xn sin (αx + β) dx

Sn = Pn(x) sin (αx + β) + Qn(x) cos (αx + β)

Pn(x), Qn(x) πολυώνυµα ϐαθµού n

xn sin (αx + β) =

= d
dx {Pn(x) sin (αx + β) + Qn(x) cos (αx + β)}

Cn =
∫

xn cos (αx + β) dx

Cn = P̃n(x) sin (αx + β) + Q̃n(x) cos (αx + β)

P̃n(x), Q̃n(x) πολυώνυµα ϐαθµού n

xn cos (αx + β) =

= d
dx

{
P̃n(x) sin (αx + β) + Q̃n(x) cos (αx + β)

}

Προσδιοριστέοι συντελεστές

∫
xn ebx sin ax dx =

= Pn(x)e
bx sin ax + Qn(x)e

bx cos ax∫
xn ebx cos ax dx =

= Rn(x)e
bx sin ax + Sn(x)e

bx cos ax

Υπολογισµός του
∫

x2e5x sin3(2x) cos3 x dx

10 ϐήµα: Αναλύω το sin3(2x) cos3 x σε άθροισµα ηµι-

τόνων και συνηµιτόνων

20 ϐήµα: Υπολογίζω ολοκληρώµατα της µορφής∫
P (x)ebx sin ax dx και

∫
Q(x)ebx cos ax dx

µε προσδιοριστέους συντελεστές


