
ΥΠΟΛΟΓΙΣΜΟΣ ΕΜΒΑ∆ΩΝ

♦ εµβαδόν µεταξύ µιας καµπύλης µε y = f(x) ≥ 0 και

του άξονα Ox

S =

x=b∫
x=a

y dx =

x=b∫
x=a

f(x) dx

♦ εµβαδόν µεταξύ µιας καµπύλης µε y = f(x) και µιας

καµπύλης y = g(x)

S =

x=b∫
x=a

|f(x) − g(x)| dx

Εµβαδόν που περικλείεται από την υπερβολή xy = a2, τόν

άξονα 0x και τις ευθείες x = a και x = 2a

Εµβαδόν που περικλείεται από την καµπύλη y = x3, τον

άξονα Oy και την ευθεία y = 2



Να ϐρεθεί το εµβαδόν που περικλείεται από την καµπύλη

y = a cosh (x/a), τον άξοναOx, από το σηµείοO ως και

την ευθεία x = b

ΥΠΟΛΟΓΙΣΜΟΣ ΕΜΒΑ∆ΟΥ ΚΑΜΠΥΛΗΣ – ΠΑΡΑΜΕΤΡΙΚΗ ΜΟΡ-

ΦΗ

♦ x = x(t), y = y(t) ≥ 0 α ≤ t ≤ β

� S =

x=max(x(α),x(β))∫
x=min(x(α),x(β))

y dx =

∣∣∣∣∣∣∣
t=β∫

t=α

y(t)dx(t)

∣∣∣∣∣∣∣

Να ϐρεθεί το εµβαδόν που περικλείεται από την καµπύλη

x1/2 + y1/2 = a1/2, και την ευθεία x + y = a

( Θέσατε x = a cos4 t, x = a sin4 t, π/2 ≥ t ≥ 0 )



Να ϐρεθεί το εµβαδόν που περικλείεται από την υποκυκλοει-

δή x = a cos3 t y = a sin3 t

Να ϐρεθεί το εµβαδόν που περικλείεται από την καρδιοειδή

r = f(θ) = a (1 + cos θ)

ΜΗΚΟΣ ΚΑΜΠΥΛΗΣ

♦ x = x(t), y = y(t) α ≤ t ≤ β

L =

t=β∫
t=α

√
dx2 + dy2 =

t=β∫
t=α

√(
dx

dt

)2
+

(
dy

dt

)2
dt

L =

xmax∫
xmin

√
1 +

(
dy

dx

)2
dx

♦ r = f(θ)

L =

θmax∫
θmin

√(
f ′(θ)

)2
+ (f(θ))2 dx



Μήκος υποκυκλοειδούς x = a cos3 t, y = a sin3 t

Μήκος καρδιοειδούς r = f(θ) = a (1 + cos θ)

Να ϐρεθεί το εµβαδόν και το µήκος της καµπύλης y = ln x

για 1 ≤ x ≤ a.



ΟΓΚΟΣ ΣΩΜΑΤΟΣ ΑΠΟ ΤΟ ΕΜΒΑ∆ΟΝ ΠΑΡΑΛΛΗΛΩΝ ΤΟ-

ΜΩΝ

♦ S = S(x) εµβαδόν µιας παράλληλης τοµής.

όγκος V =

b∫
a

S(x) dx

♦ Αν έχουµε ένα σώµα παράγεται από την περιστροφή της

καµπύλης y = f(x) έχει εµβαδόν µιας παράλληλης

τοµής S = πy2 = πf2(x)

όγκος V = π

b∫
a

f2(x) dx

Να υπολογισθεί ο όγκος του ελλειψοειδούς

x2

a2
+

y2

b2
+

z2

c2
= 1

( V = 4πabc/3)

Να υπολογισθεί ο όγκος της αλλυσοειδούς που προκύπτει

από την περιστροφή της καµπύλης y = a cosh (x/a) για

0 ≤ x ≤ b

( V = πa3

4
sinh(2b/a) + πa2b/2)

Να υπολογισθεί ο όγκος του σώµατος που προκύπτει από την

περιστροφή του κυκλοειδούς

x = a(t − sin t) y = a(1 − cos t) 0 ≤ 0 ≤ 2π

γύρω από τον άξονα Ox. ( V = 3πa2)



ΕΜΒΑ∆ΟΝ ΣΩΜΑΤΟΣ ΑΠΟ ΠΕΡΙΣΤΡΟΦΗ

♦ Αν έχουµε ένα σώµα παράγεται από την περιστροφή της

καµπύλης y = f(x) ≥ 0 η επιφάνεια δίνεται από τον

τύπο

S = 2π

b∫
a

y
√

(dx)2 + (dy)2

Αν y = f(x)

S = 2π

b∫
a

f(x)
√

1 + (f ′(x))2 dx

Αν x = x(t), y = y(t)

S = 2π

tM∫
tm

y(t)

√(
dx

dt

)2
+

(
dy

dt

)2
dt

Να υπολογισθεί το εµβαδόν του παραβολοειδούς που δη-

µιουργείται από την καµπύλη y2 = 2πx, 0 ≤ x ≤ a


