
Θεωρήµατα Μέσης Τιµής

(1) a > 0, lim
n→∞

1
n∫
1

n+a

sin(x2)

x2︸ ︷︷ ︸
f(x)

1

x2︸︷︷︸
g(x)

dx = lim
n→∞

f(ξn)

1
n∫
1

n+a

g(x) dx =

a, ξn ∈ [ 1
n+a

, 1
n
]

(2) f(x) συνεχής γύρω από το 0, a > 0, lim
n→∞

1
n2∫
1

(n+a)2

f(x)

x3/2
dx = 2af(0)

(3) ¨συνάρτηση δέλτα¨
f(x) συνεχής γύρω από το 0, Dn(x) ≥ 0 και Dn(x) = 0 όταν x /∈[
− 1
n
, 1
n

]
και

1
n∫
− 1

n

Dn(x) dx = 1 τότε lim
n→∞

1
n∫
− 1

n

Dn(x)f(x) dx = f(0)

(4) Θεώρηµα Bonnet
f(x) ≥ 0, f(a) 6= 0 και ϕθίνουσα στο [a, b] ( ολοκληρώσιµη),

g(x) ολοκληρώσιµη και σταθερού προσήµου, τότε

∃ ξ ∈ [a, b] :

b∫
a

f(x)g(x) dx = f(a)

ξ∫
a

g(x) dx

(5) f(a) > a > 0 και

b∫
a

f(x) dx < b2−a2
2

τότε ∃ ξ ∈ [a, b] : f(ξ) = ξ

(Σηµ: Θέτουµε F (x) =
x∫
a

f(t)dt)

(6) f(x), g(x) συνεχείς για x ∈ [0, 1] και f(x) > 0, g(x) < 0 τότε

∃ ξ ∈ [0, 1] :
ξ∫
0

f(x)dx+
ξ∫
1

g(x)dx = 0

(7) ∃ f ′′(x) και f(a) = f(b) = k και

b∫
a

f(x)dx = k(b − a) τότε η

f ′(x) έχει δύο ϱίζες και ∃ ξ ∈ (a, b) : f ′′(ξ) = 0

(8) f(x) συνεχής στο [a, b] και f(a) > 0 και

b∫
a

f(x)dx < 0 τότε (α)

∃ c ∈ (a, b) : f(c) = 0 και ∃ ξ ∈ (a, b) :
ξ∫
a

f(x)dx = 0

(9)
π2

9
<

π/2∫
π/6

1

sin x︸ ︷︷ ︸
f(x)

x︸︷︷︸
g(x)

dx <
2π2

9
(Απόδειξη Θ.Μ.Τιµής)

1



(10)
1

2
<

1∫
0

dx√
4− x2 + x3

<
π

6
(Απόδειξη µε ανισότητες συναρτήσε-

ων)

(11) (α΄) f(x) συνεχής και

b∫
a

f(x)dx = 0 ∃ ξ ∈ (a, b) : f(ξ) = 0

(ϐ΄) f(x), g(x) συνεχής και

b∫
a

f(x)dx =

b∫
a

g(x)dx  ∃ ξ ∈

(a, b) : f(ξ) = g(ξ)


