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ΘΕΜΑ 1
o (1.5 ϐ.)

i ∆ώστε τον ορισµό της οµοιόµορφης σύγκλισης µιας ακολουθίας συναρτήσεων.
ΛΥΣΗ: δες ορισµό στην ϑεωρία.

ii Αποδείξτε ότι αν η ακολουθία συναρτήσεων fn(x) συγκλίνει οµοιόµορφα στην συνάρτηση
f(x) ορισµένη για x σε ένα διάστηµα I = [a, b], τότε Mn = sup

x∈I
|fn(x)− f(x)| →

n→∞
0

και αντίστροφα.
ΛΥΣΗ: ∆ες απόδειξη από την ϑεωρία.

ΘΕΜΑ 2
o (1.5)

Να υπολογισθεί το όριο

lim
n→∞

n∑
k=1

n3

(n2 + k2)2

ΛΥΣΗ: Εφαρµόζουµε το ϑεώρηµα Darboux για την διαµέριση:

Pn =

{
xk =

k

n
, k = 0, 1, . . . n

}
⇒ ∆xk =

1

n

και την επιλογή

Tn =

{
ξk =

k

n
, k = 1, . . . n

}
οπότε

lim
n→∞

n∑
k=1

n3

(n2 + k2)2
=

1∫
0

1

(1 + x2)2
dx

Για να λύσουµε το ολοκλήρωµα κάνουµε αλλαγή µεταβλητής x = tan t, dx =
dt

cos2 t
.

1∫
0

1

(1 + x2)2
dx =

π/4∫
0

1(
1

cos2 t

)2

dt

cos2 t
=

π/4∫
0

cos2 tdt =
2 + π

8

ΘΕΜΑ 3
o (2 ϐ.) Να υπολογισθούν τα ολοκληρώµατα

(α):

∞∫
0

e−αx cos βx dx, α > 0

ΛΥΣΗ: Μπορούµε να το λύσουµε µε την µέθοδο των προσδιοριστέων συντελεστών (ή µε επανάληψη δύο
ϕορές ολοκλήρωσης κατά παράγοντες )∫

e−αx cosβx dx = Ae−αx cosβx + Be−αx sinβx ⇒ e−αx cosβx =
d

dx

(
Ae−αx cosβx + Be−αx sinβx

)
∫

e−αx cosβx dx =
e−αx(β sin(bx)− α cos(bx))

α2 + β2
⇒

∞∫
0

e−αx cosβx dx =
α

α2 + β2

1



(ϐ):

∫ (
x− 1

3

)2
√
9x2 − 6x+ 5

dx

ΛΥΣΗ:

∫ (
x− 1

3

)2
√

9x2 − 6x+ 5
dx =

∫ (
x− 1

3

)2√
9
(
x− 1

3

)2
+ 4

dx =︸︷︷︸
x− 1

3
= 2

3
sinh t

∫ 4
9

sinh2 t

3 cosh t
cosh t dt =

4

27

(
1

4
sinh(2t)− t

2

)

(γ):

∫ 1

sin3 x
dx

ΛΥΣΗ: Πρόκειται για ολοκλήρωµα της µορφής
∫
R(sin x, cos x) dx οπότε για να το λύσουµε χρησι-

µοποιούµε την αλλαγή µεταβλητής t = tan x
2

οπότε έχουµε

sin x =
2t

1 + t2
, dx =

2dt

1 + t2
⇒
∫

1

sin3 x
dx =

∫
1(

2t
1+t2

)3 2dt

1 + t2
=

1

4

∫ (
1 + t2

)2
t3

dt

(δ):

∫
ln (1 + x2) dx

ΛΥΣΗ:
Για να το λύσουµε κάνουµε ολοκλήρωση κατά παράγοντες :

∫
ln
(
1 + x2

)
dx = x ln

(
1 + x2

)
− 2

∫
x2

1 + x2
dx = x ln

(
1 + x2

)
− 2

∫
dx+ 2

∫
1

1 + x2
dx

ΘΕΜΑ 4
o (1.5 ϐ.) Να υπολογισθεί ο όγκος και η επιφάνεια του στερεού που προκύπτει

απο την περιστροφή γύρω από τον άξονα 0x του σχήµατος, το οποίο περιέχεται µεταξύ
της καµπύλης y =

√
x και της καµπύλης y = x− 2 και του άξονα Ox, γιά x ≥ 0.

ΛΥΣΗ:
Σχεδιάζουµε το σχήµα στο επίπεδο xy (ΕΙΝΑΙ ΑΝΑΓΚΑΙΟ ΓΙΑ ΝΑ ΛΥΣΟΥΜΕ ΤΗΝ ΑΣΚΗΣΗ!)

y � x

y � x - 2

2 4

-2

0

2

2 4

-2

0

2

Το στερεό σχήµα που δηµιουργείται από την περιστροφή αυτού του σχήµατος γύρω από τον άξονα Ox είναι το
παρακάτω



0

2

4
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Ο όγκος του σχήµατος περιστροφής είναι V = V1 −V2 όπου V1 είναι ο όγκος από την περιστροφή της καµπύλης
y =
√
x για 0 ≤ x ≤ 4

V1 = π

4∫
0

(√
x
)2
dx = 8π

και V2 είναι ο όγκος από την περιστροφή της καµπύλης y = x− 2 για 2 ≤ x ≤ 4

V2 = π

4∫
2

(x− 2)2 dx =
23

3
π

V = 8π − 23

3
π

Η επιφάνεια του στερεού είναι S = S1 + S2 όπου S1 είναι η επιφάνεια από την περιστροφή της καµπύλης y =
√
x

για 0 ≤ x ≤ 4

S1 = 2π

4∫
0

y

√
1 +

(
dy

dx

)2

dx = 2π

4∫
0

√
x

√
1 +

(
1

2
√
x

)2

dx = 2π

4∫
0

√
x+

1

4
dx = 2π

(
x+

1

4

)3/2

3/2

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
4

0

και S2 είναι η επιφάνεια από την περιστροφή της καµπύλης y = x− 2 για 2 ≤ x ≤ 4

S2 = 2π

4∫
2

y

√
1 +

(
dy

dx

)2

dx = 2π

4∫
2

(x− 2)

√
1 + (1)2 dx = 2

√
2π

22

2

S = S1 + S2 = 2π

(
4 +

1

4

)3/2

3/2
− 2π

(
1

4

)3/2

3/2
+ 4
√

2π



ΘΕΜΑ 5
o (1.5 ϐ.) Για ποιές τιµές του a υπάρχουν τα παρακάτω ολοκληρώµατα:

(i)I =

∞∫
0

sin4 x

xa
dx και (ii)I =

∞∫
0

x2

1 + xa
dx,

ΛΥΣΗ:

(i) Γιά 0 < x < 1 έχουµε sin x < x ⇒
1∫
0

sin4 x

xa
dx <

1∫
0

x4

xa
dx =

x5−a

5− a

∣∣∣∣1
0

⇒ 5− a > 0

Γιά 1 < x <∞ έχουµε | sin x| ≤ 1 ⇒
∞∫
1

sin4 x

xa
dx <

∞∫
1

1

xa
dx =

x1−a

1− a

∣∣∣∣∞
1

⇒ 1− a < 0

άρα 1 < a < 5

(ii) Γιά 0 < x < 1 έχουµε
x2

1 + xa
< x2 ⇒

1∫
0

x2

1 + xa
dx <

1∫
0

x2 dx =
1

3

Γιά 1 < x <∞ έχουµε
x2

1 + xa
<
x2

xa
⇒

∞∫
1

x2

1 + xa
dx <

∞∫
1

x2

xa
dx =

x3−a

3− a

∣∣∣∣∞
1

⇒ 3− a < 0

άρα 3 < a

ΘΕΜΑ 6
o (2 ϐ.)

Να υπολογισθεί το ολοκλήρωµα I =
1∫
−1
|x− t| |t| dt.

ΛΥΣΗ:

• Γιά x < −1

I =

0∫
−1

|x− t| |t| dt+

1∫
0

|x− t| |t| dt = −
0∫
−1

|x− t| t dt+

1∫
0

|x− t| t dt

I = −
0∫
−1

(t− x) t dt+

1∫
0

(t− x) t dt = (−x
2
− 1

3
) + (

1

3
− x

2
)

• Γιά −1 < x < 0

I =

x∫
−1

|x− t| |t| dt+

0∫
x

|x− t| |t| dt+

1∫
0

|x− t| |t| dt = −
x∫
−1

|x− t| t dt−
0∫
x

|x− t| t dt+

1∫
0

|x− t| t dt

I = −
x∫
−1

(x− t) t dt−
0∫
x

(t− x) t dt+

1∫
0

(t− x) t dt = (−x
3

6
+
x

2
+

1

3
) + (−x

3

6
) + (

1

3
− x

2
)

• Γιά 0 < x < 1

I =

0∫
−1

|x− t| |t| dt+

x∫
0

|x− t| |t| dt+

1∫
x

|x− t| |t| dt = −
0∫
−1

|x− t| t dt+

x∫
0

|x− t| t dt+

1∫
x

|x− t| t dt



I = −
0∫
−1

(x− t) t dt+

x∫
0

(x− t) t dt+

1∫
x

(t− x) t dt = (
x

2
+

1

3
) + (

x3

6
) + (

x3

6
− x

2
+

1

3
)

• Για x > 1

I =

0∫
−1

|x− t| |t| dt+

1∫
0

|x− t| |t| dt = −
0∫
−1

|x− t| t dt+

1∫
0

|x− t| t dt

I = −
0∫
−1

(x− t) t dt+

1∫
0

(x− t) t dt = (
x

2
+

1

3
) + (

x

2
− 1

3
)


