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ΘΕΜΑ 1o (0.5+0.75+0.75=2)

α) Ποιός είναι ο ορισµός µιας σειράς συναρτήσεων
∞∑

n=1

fn(x) η οποία συγκλίνει οµοιόµορφα σε

ένα διάστηµα [a, b];

ϐ) Απόδείξτε το κριτήριο Weierstrass(M−test), ότι δηλαδή άν |fn(x)| ≤ Mn και η σειρά
∞∑

n=1

Mn

συγκλίνει τότε και η σειρά συναρτήσεων συγκλίνει οµοιόµορφα.

γ) Αποδείξτε ότι η σειρά
∞∑

n=1

(
x

1+n2x2

)2 συγκλίνει οµοιόµορφα για x ≥ 0

Λύση: Για το (α) και (ϐ) δες την ϑεωρία στο δίκτυο Οµοιόµορφη σύγκλιση σειρών Πρόταση 7.
Η σειρά συναρτήσεων συγκλίνει οµοιόµορφα (uniform convergence) στην συνάρτηση S(x) αν

∞∑

k=1

fk(x) = S(x), οµοιόµορφα

m

Η ακολουθία των µερικών αθροισµάτων Sn(x) =
n∑

k=1

fk(x) συγκλίνει οµοιόµορφα στην συνάρτηση S(x)

m

∀ ε ∀x ∈ I ∃N (ε) : n > N (ε) Ã |Sn(x)− S(x)| =
∣∣∣∣∣

n∑

k=1

fk(x)− S(x)

∣∣∣∣∣ < ε

m

∀ ε ∀x ∈ I ∃N (ε) : n > m > N (ε) Ã |Sn(x)− Sm(x)| =
∣∣∣∣∣

n∑

k=m+1

fk(x)

∣∣∣∣∣ < ε

Weierstrass M-Test

|fn(x)| ≤ Mn ΚΑΙ
∞∑

n=1

Mn συγκλίνει

⇓
∞∑

n=1

fn(x) συγκλίνει οµοιόµορφα



Αποδ. ∞∑
n=1

Mn συγκλίνει ⇔

∀ ε ∀x ∈ I ∃N (ε) : n > m > N (ε) Ã
n∑

k=m+1

Mk < ε

αλλά ∣∣∣∣∣
n∑

k=m+1

fk(x)

∣∣∣∣∣ ≤
n∑

k=m+1

|fk(x)| ≤
n∑

k=m+1

Mk < ε

Για το (γ), έχουµε

gn(x) =
x

1 + n2x2
, g′n(x) =

1− n2x2

1 + n2x2
Ã g′n(1/n) = 0 Ã gn(1/n) = max {gn(x)} =

1
2n

; Ã gn(x) ≤ 1
2n

, για x ≥ 0

οπότε (
x

1 + n2x2

)2

≤ Mn =
1

4n2
Ã

∞∑
n=1

Mn < ∞ Ã

Η σειρά συγκλίνει
Αλλη λύση:(Από ένα γραπτό)

fn(x) =
(

x

1 + n2x2

)2

≤ x2

1 + n2x2
≤ 1

1
x2 + n2

<
1
n2

= Mn !!!

Αυτή η ανισότητα ισχύει για 0 < x < ∞. Αλλά και για x = 0 έχουµε fn(0) = 0 < Mn οπότε ικανοποιούνται οι
υποθέσεις για το M-test 0 ≤ x < ∞

ΘΕΜΑ 2o (0.5+0.75+0.75=2) Να υπολογισθούν τα ολοκληρώµατα

(α)
1∫
0

(arctan x)n

1+x2 dx =
(π

4 )
n+1

n+1

Λύση:
1∫

0

(arctan x)n

1 + x2
dx =

1∫

0

(arctan x)n
d (arctan x) =

(arctan x)n+1

n + 1

∣∣∣∣∣

x=1

x=0

=

(
π
4

)n+1

n + 1

(ϐ)
π∫
0

dx
5+4 cos x

= π
3
,

Λύση:

t = tan
x

2
Ã x

2
= arctan t Ã dx =

2
1 + t2

1 + t2 =
1

cos2 x
2

Ã cos2
x

2
=

1 + cos x

2
Ã cos x =

1− t2

1 + t2

π∫

0

dx

5 + 4 cos x
=︸︷︷︸

t=tan x
2

∫ t=∞

t=0

1(
5 + 4 1−t2

1+t2

) 2 dt

1 + t2
=

t=∞∫

t=0

2dt

9 + t2
=︸︷︷︸

t=3u

2
3

u=∞∫

u=0

du

1 + u2
=
6 2
3

π

6 2



(γ)
3∫
2

x√
(3−x)(x−2)

dx = 5π
2

Λύση:

(3− x)(x− 2) = −6 + 5x− x2 = −6 +
25
4
−

(
52

22
− 2

5
2
x + x2

)
=

1
4
−

(
x− 5

2

)2

Ã x− 5
2

=
1
2

sin t

3∫

2

x√
(3− x)(x− 2)

dx =︸︷︷︸
x= 1

2 sin t + 5
2

t= π
2∫

t=−π
2

( 1
2 sin t + 5

2
1
2 cos t

)
1
2

cos t dt =
5
2
π

ΘΕΜΑ 3o (2) Να ϐρεθεί το όριο :

lim
n→∞

n∑

k=0

n

n2 + k2
=

π

4

Λύση:

I = lim
n→∞

n∑

k=0

n

n2 + k2
= lim

n→∞

n∑

k=0

1
n

1

1 +
(

k
n

)2

Αν ϑεωρήσουµε το διάστηµα [0, 1] και την διαµέριση

Pn =
{

x0 = 0, x1 =
1
n

, x2 =
2
n

, . . . , xk =
k

n
, . . . , xn =

n

n
= 1

}
Ã 4xk =

1
n

διαλέγουµε την επιλογή σηµείων :

Tn =
{

ξ1 =
1
n

, ξ2 =
2
n

, . . . , ξk =
k

n
, . . . , ξn = 1

}

Αν f(x) =
1

1 + x2
τότε το άθροισµα Riemann

S(Pn, Tn, f) =
n∑

k=1

f(ξk)4xk =
n∑

k=1

1
n

1

1 +
(

k
n

)2

Επειδή η συνάρτηση f(x) είναι ολοκληρώσιµη, δηλαδή υπάρχει το ολοκλήρωµα Riemann

lim
n→∞

S(Pn, Tn, f) =

1∫

0

dx

1 + x2
= arctan x

∣∣∣
1

0
=

π

4

ΘΕΜΑ 4o Να ϐρεθεί το εµβαδόν της επιφάνειας, που δηµιουργείται από την περιστροφή γύρω
από τον άξονα Ox του τµήµατος της κυκλοειδούς που δίνεται από την παραµετρική εξίσωση:

x = a (θ − sin θ) , y = a (1− cos θ) , 0 ≤ θ ≤ π

2

Λύση:

S = 2π

∫ B

A

y
√

dx2 + dy2 = 2π

∫ θ= π
2

θ=0

y

√(
dx

dθ

)2

+
(

dy

dθ

)2

dθ =



= 2πa2

∫ π
2

0

(1− cos θ)
√

(1− cos θ)2 + (sin θ)2 dθ = 2πa2
√

2
∫ π

2

0

(1− cos θ)
√

1− cos θ dθ =

= 23πa2

∫ π
2

0

(
sin

θ

2

)3

dθ = −24πa2

∫ θ= π
2

θ=0

(
1−

(
cos

θ

2

)2
)

d

(
cos

θ

2

)
=

=︸︷︷︸
u=cos θ

2

24πa2

∫ u=1

u=1/
√

2

(
1− u2

)
du = 24πa2

(
u− u3

3

)∣∣∣∣
u=1

u=1/
√

2

= 24πa2

(
1− 1√

2
− 1

3
+

1
6
√

2

)

ΘΕΜΑ 5o (2 ϐ.) Μελετείστε την ύπαρξη των ολοκληρωµάτων

(a)

∞∫

0

e−x

x1/2
dx, (b)

1∫

0

x(1− x)

ln x
dx

Λύση: (a) Το ολοκλήρωµά µας είναι άθροισµα δυο γενικευµένωνν ολοκληρωµάτων

∞∫

0

e−x

x1/2
dx =

1∫

0

e−x

x1/2
dx

︸ ︷︷ ︸
ϐ΄ είδους

+

∞∫

1

e−x

x1/2
dx

︸ ︷︷ ︸
α΄ είδους

για x ∈ [0, 1]
e−x

x1/2
≤ 1

x1/2
και

1∫

0

1
x1/2

dx = 2 Ã
1∫

0

e−x

x1/2
dx ≤ 2

για x ∈ [1, 1∞]
e−x

x1/2
≤ e−x και

∞∫

1

e−x dx =
1
e

Ã
∞∫

1

e−x

x1/2
dx ≤ 1

e

(b) Θέτουµε f(x) = x(1−x)
ln x . Η συνάρτηση αυτή είναι συναχής στο διάστηµα [0, 1], γιατί για x ∈ (0, 1) ορίζεται και

είναι συνεχής.

για x = 0 lim
x→0

x(1− x)
ln x

= 0, για x = 1 lim
x→1

x(1− x)
ln x

= lim
x→1

x lim
x→1

(1− x)
ln x

= −1

οπότε η f(x) είναι ολοκληρώσιµη στο [0, 1].


