
1. Ασκησεις Επαγωγης

Ασκηση 1.1. Αποδείξτε ότι ο αριθμός n3 − n είναι πολλαπλάσιο του 6.
Ασκηση 1.2. Αποδείξτε ότι 2n > 10n2

για n ≥ 10

Ασκηση 1.3. Αποδειξτε ότι

(i) ( Ανισότητα Bernoulli ) Αν x ≥ −1 τότε (1 + x)n ≥ 1 + nx

(ii) Αν x ≥ 0 τότε (1 + x)n ≥ 1 + nx+
n(n− 1)

2
x2

(iii) Αν 0 < x <
1

n
τότε (1 + x)n <

1

1− nx
(iv) Αν 0 ≤ x ≤ 1 τότε 1− nx ≤ (1− x)n ≤ 1

1 + nx

Ασκηση 1.4. Αποδείξτε ότι

(i) 1+cos x+cos 2x+cos 3x+· · ·+cos nx =
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)
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(ii) sin x+ sin 2x+ sin 3x+ · · ·+ sin nx =
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(
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)
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(
1
2
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)
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(
x
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)
Ασκηση 1.5. Αποδείξτε ότι: 1 + 3 + 5 + · · ·+ (2n− 1) = n2

Ασκηση 1.6. (Γενίκευση της ανισότητας Bernoulli Αν xk > 0 για
k = 1, 2, . . . , n (ή −1 < xk < 0 για k = 1, 2, . . . , n ) τότε αποδειξτε ότι

n∏
k=1

(1 + xk) ≥ 1 +
n∑

k=1

xk

Ασκηση 1.7. Αν xk > 0 για k = 1, 2, . . . , n και
n∏

k=1

xk = 1 τότε

αποδειξτε ότι

n∑
k=1

xk ≥ n

Ασκηση 1.8. Αν xk > 0 για k = 1, 2, . . . , n τότε αποδειξτε ότι
n∑

k=1

xk

n
≥ n

√√√√ n∏
k=1

xk ≥
n

n∑
k=1

1

xk

Αριθμητικός μέσος ≥ Γεωμετρικός μέσος ≥ Αρμονικός μέσος
Σημ: Χρησιμοποιείστε την άσκηση 1.7

Ασκηση 1.9. Εστω σ(n) το άθροισμα των (θετικών) διαιρετών του n
και τ(n) ο αριθμός των (θετικών) διαιρετών του n. Να αποδειχθεί ότι

σ(n) ≥ τ(n)
√
n

1
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Ασκηση 1.10. Να αποδείξετε ότι:

n∑
k=0

(
n

k

)
= 1 και

n∑
k=0

(−1)k
(
n

k

)
= 0

n∑
k άρτιος

(
n

k

)
xk =

(1 + x)n + (1− x)n

2

n∑
k περιττός

(
n

k

)
xk =

(1 + x)n − (1− x)n

2

Ασκηση 1.11. Να αποδειχθεί ότι ο αριθμός

(
1 +
√
5
)n

+
(
1−
√
5
)n

2
είναι φυσικός

Ασκηση 1.12. Αποδείξτε ότι(
p+ q

k

)
=

k∑
`=0

(
p

`

)(
q

k − `

)
Σημ: Χρησιμοποείστε την σχέση (1 + x)

p+q
= (1 + x)

p
(1 + x)

q


