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Ασκηση 1: 0 < a < 1,  an −→
n→∞

0

ΛΥΣΗ:

0 < a < 1,  a = 1
1+x , x = 1

a − 1 > 0
(1 + x)n ≥ nx  1

nx ≥
1

(1+x)n

an = 1
(1+x)n ≤

1
nx <

1
Nx = ε N(ε) = 1

xε

∀ ε > 0,∃N(ε) = 1
xε : an < ε⇒ an −→

n→∞
0

Ασκηση 2: 0 < a < 1,  nan −→
n→∞

0 ΛΥΣΗ:

Newton x > 0, (1 + x)n ≥ n(n−1)
2 x2  2

(n−1)x2 ≥ n
(1+x)n

0 < a < 1  a = 1
1+x  nan = n

(1+x)n ≤
2

(n−1)x2 −→
n→∞

0

Ασκηση 3: an −→
n→∞

0 και an > 0, β > 0 (an)
β −→
n→∞

0

(Εφαρµογή:
1
nβ
−→
n→∞

0)

ΛΥΣΗ:{
an −→

n→∞
0
}
⇔ {∀ε, ∃N(ε) : n > N(ε) an < ε}

an < ε (an)β < (ε)β = ε̃ ε = ε̃
1
β{

∀ε̃, ∃Ñ(ε̃) ≡ N(ε̃1/β) : n > Ñ(ε̃) (an)β < ε̃(= εβ)
}
⇔
{

(an)
β −→
n→∞

0
}

Ασκηση 4: 0 < a < 1, β > 0  nβan −→
n→∞

0

Ασκηση 5: Εστω a > 0, τότε n
√
a −→

n→∞
1

Ασκηση 6:
n
√
n −→

n→∞
1

ΛΥΣΗ:

Newton x > 0, (1 + x)n ≥ n(n−1)
2 x2  x2 ≤ 2(1+x)n

n(n−1)

x = n
√
n− 1 ( n

√
n− 1)2 ≤ 2(1+ n

√
n−1)n

n(n−1) = 2
n−1 −→n→∞ 0

Ασκηση 7: a > 1, xn −→
n→∞

0 axn −→
n→∞

1

Ασκηση 8: Αποδείξτε ότι αν xn → 0 τότε και ln (1 + xn) −→
n→∞

0

Ασκηση 9: Να αποδειχθεί ότι οι παρακάτω ακολουθίες είναι µηδενικές :

n
n2−5

, n2

n3−2n2−5
, 1√

n
, 3√

n2+1
,

1−
√
n

n3 ,
(
1 + 1

n

)10 − 1, sin n3

n
, sin n2 +cos n

n2+2
,√

n2 + 1−
√
n2 − 1, n

(√
n4 + 16− n2

)
,
(

8
√
n2 + 2− 4

√
n+ 1

)
, nm

2n

1



2

Ασκηση 10: Να µελετηθεί η σύγκλιση της ακολουθίας an = n!
nn

για

n→∞ (Ιαν. 2005)

ΛΥΣΗ: Εχουµε∣∣∣∣an+1

an

∣∣∣∣ = (n+ 1)!
(n+ 1)n+1

nn

n!
=

nn

(n+ 1)n
=

1(
1 + 1

n

)n →︸︷︷︸
n→∞

1
e
< 1

οπότε η ακολουθία συγκλίνει στο µηδέν (η άσκηση είναι το λυµένο

παράδειγµα σελ. 53 του ϐιβλίου Κυβεντίδη)

Εναλλακτικός τρόπος λύσης:

an =
n!
nn

=
1 · 2 · 3 · 4 · · · (n− 1) · n

n · · ·n · n︸ ︷︷ ︸
n ϕορές

=
1
n
· 2
n
· · · n− 1

n
· n
n︸ ︷︷ ︸

n−1 ϕορές

≤ 1
n
→ 0 =⇒ an → 0

Ασκηση 11: (∆ύσκολη) Αποδείξτε ότι αν lim
n→∞

an = a και an > 0 και

a > 0 τότε lim
n→∞

an
r = ar, r ∈ R

Ασκηση 12: Εστω a1 > a2 > · · · > am > 0. Αποδείξτε ότι

lim
n→∞

n
√
an1 + an2 + · · · anm = a1

Ασκηση 13: Χρησιµοποιώντας τον εψιλοντικό ορισµό του ορίου αποδείξτε

την ακόλουθη πρόταση:

Αν lim
n→∞

an = a και an > 0 και a > 0 τότε lim
n→∞

√
an =

√
a

(Σεπτ. 2005)

ΛΥΣΗ:

lim
n→∞

an = a ⇔ ∀ ε > 0 ∃N(ε) > 0 : n > N(ε) ⇒ |an − a| < ε

Επειδή

|
√
an −

√
a| = |an − a|√

an +
√
a
<
|an − a|√

a
<

ε√
a

= ε′

οπότε

∀ ε′ > 0 ∃N ′(ε′) = N(ε′
√
a) > 0 : n > N ′(ε′) ⇒ |

√
an −

√
a| < ε′

Αλλη λύση

|
√
an −

√
a| < |

√
an +

√
a|  

(
|
√
an −

√
a|
)2
< |an − a| < ε2 = ε′ ⇒

οπότε

∀ ε′ > 0 ∃N ′(ε′) = N(
√
ε′) > 0 : n > N ′(ε′) ⇒ |

√
an −

√
a| < ε′
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Ασκηση 14: Αποδείξτε ότι αν lim
n→∞

an = a και an > 0 και a > 0 τότε

lim
n→∞

m
√
an = m

√
a, m ∈ N

ΛΥΣΗ:

m
√
an − m

√
a = an−a

( m
√
an)m−1+( m

√
an)m−2( m

√
a)+( m

√
an)m−3( m

√
a)2+···+( m

√
an)( m

√
a)m−2+( m

√
a)m−1

an −→
n→∞

a τελικά
a
2 < an <

3a
2  

| m√an − m
√
a| ≤ |an−a|

(m+1)am−1/2

Ασκηση 15: ∆ώστε τον εψιλοντικό ορισµό µιας ακολουθίας xn, η οποία

δεν συγκλίνει στο όριο x.
Ασκηση 16: Αν το όριο µια ακολουθίας xn υπάρχει, αποδείξτε ότι είναι

µοναδικό.

Ασκηση 17: Αν xn −→
n→∞

x τότε αν ορίσουµε την ακολουθία

yn =
x1 + x2 + · · ·+ xn

n
αποδείξτε ότι yn −→

n→∞
x. Ισχύει το αντίστροφο ;


