
ΛΟΓΙΣΜΟΣ ! CALCULUS
(Διαφορικός Λογισμός, Απειροστικός Λογισμός)

1670 ∼ 1740 Ουράνια Μηχανική

Isaac Newton
1648-1727

Gottfried Wilhelm Leibniz
1646-1716

I απειροστά(=πολύ μικρά) μεγέθη,
I άπειρο(=πάρα πολύ μεγάλο),
I όριο συνάρτησης lim

x→a
f(x), παράγωγος , . . .

Iυπολογισμός ταχυτήτων, ροπών, ορμών...
ΕΜΠΕΙΡΙΚΗ ΓΛΩΣΣΑ

Περιγραφή  Γλώσσα  
Θεσπιση
αυστηρών
κανόνων

ANALUSH! ANALYSIS
∼ 1820�s mera

Susthmatik  melèth: Pwc orÐzetai o arijmìc? Axi¸mata pou
jemeli¸noun to sÔnolo twn pragmatik¸n arijm¸n

Orismìc sÔgklishc, ìriou ...

akoloujÐec, seirèc...

Orismìc sunèqeiac...

DhmiourgÐa AUTOSUNEPOUS GLWSSAS

LOGISMOS ≺ M�jhma ≺ An�lush

Advanced Calculus   Elementary Analysis
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ISTORIKH KATASKEUH PRAGMATIKWN ARIJMWN

Generic Construction
Arqaiìthta N = {1, 2, 3, . . .} Axi¸mata

Peano
⇓ ↓

(LÔseic x+ n = 0)
⇓ ↓

(IndoÐ) Z = {0, ±1, ±2, . . .} Prosjetik 
Om�da

⇓ ↓
Arqaiìthta (LÔseic qx− p = 0)

⇓ ↓

Q = {p/q, p ∈ Z, q ∈ N}
Puknì

pedÐo (field) /
s¸ma

⇓ ↓
Anagènnhsh

LÔseic αx2 + βx+ γ = 0
∆ = β2 ≥ 4αγ

Tomèc
Dedekind

⇓ ↓

Nèoi Qrìnoi R
Puknì pedÐo
me di�taxh
<<suneqèc >>

N ⊂ Z ⊂ Q ⊂ R



FusikoÐ arijmoÐ

SUSTHMA Peano
AXIWMATA Peano

Orismìc sunìlou fu-

sik¸n arijm¸n N

i) 1 ∈ N
ii) ∀n ∈ N  n+ 1 ∈ N
iii) ∀n ∈ N  n+ 1 > 1

iv) n = m  n+ 1 = m+ 1

v) An èna uposÔnolo M ⊆ N kataskeu�zetai wc ex c:

1 ∈M
m ∈M  m+ 1 ∈M

}
⇒ M = N

Arq  Epagwg c

Apìdeixh me epagwg / Proof by induction

An P (m) eÐnai mia prìtash h opoÐa exart�tai apì to m ∈ N
(i) P (1) alhjeÔei

(ii) gia èna n ∈ N h prìtash P (n) alhjeÔei  P (n+ 1) alhjeÔei

sunep�getai ìti h prìtash P (n) eÐnai alhjin  gia k�je n ∈ N

BASIKES TAUTOTHTES

Gewmetrikì Ajroisma

1 + t+ t2 + · · ·+ tn =
n∑

k=0

tk = 1−tn+1

1−t

TÔpoc Newton
(
n

k

)
=

(
n− 1

k − 1

)
+

(
n− 1

k

)
 (a+ b)n =

n∑
k=0

(
n
k

)
akbn−k

TÔpoi <<Gauss>>

1 + 2 + 3 + · · ·+ n = n(n+1)
2

1 + 22 + 32 + · · ·+ n2 =
n (n+ 1) (2n+ 1)

6
TÔpoc <<Bernoulli>>

x ≥ −1  (1+ x)n ≥ 1+ nx

TÔpoc Newton

paragontikì/factorial
0! = 1
n! = n · (n− 1)!  n! = 1 · 2 · 3 · · · (n− 1) · n

Sundiasmìc n pragm�twn an� k
(
n
k

)
=

n!

k! (n− k)!
(
n
0

)
= 1,

(
n
1

)
= n,

(
n
2

)
=
n(n− 1)

2
,
(
n
3

)
=
n(n− 1)(n− 2)

3!
,

(
n
k

)
=
n(n− 1) · · · (n− (k − 1))

k!

(a+ b)n =bn + nabn−1 +
n(n− 1)

2
a2bn−2 + · · ·+

+

(
n

m

)
ambn−m + · · ·+ nan−1b+ an

(
n

k

)
=

(
n− 1

k − 1

)
+

(
n− 1

k

)
 (a+ b)n =

n∑
k=0

(
n
k

)
akbn−k



Eic �topon apagwg 

Apìdeixh <<di� th̃c eÊc �topon apagwgh̃c>>/ proof by contradiction

Gia na apodeÐxoume thn sunepagwg  twn prot�sewn P ⇒ Q arkeÐ na
apodeÐxoume ìti h upìjesh { P alhj c kai Q analhj c } sunep�getai
mia antÐfash (<<�topon>>)

ParadeÐgmata

{ An n ∈ N kai n > 2 } ⇒ n− 1 ∈ N

{ MetaxÔ twn fusik¸n arijm¸n n kai n+ 1 den up�rqei �lloc fusikìc
arijmìc}! {To sÔnolo N den eÐnai puknì}

To (Z, +) eÐnai abelian  om�da

To sÔnolo Z eÐnai to mikrìtero sÔnolo, pou perièqei to N kai èqei
dom  abelian c om�dac   eÐnai to mikrìtero sÔnolo to opoÐo perièqei
to N kai tic lÔseic thc exÐswshc x+ p = 0 ìpou to p ∈ Z.
Το σύνολο Z είναι ένα σύνολο στοιχείων όπου έχουμε ορίσει την πράξη της
πρόσθεσης

Z× Z 3 (α, β) −→ α+ β ∈ Z

με τις ιδιότητες

A1 α+ β = β + α αβελιανή ιδιότητα
A2 α+ 0 = α ∃ ουδέτερο στοιχείο
A3 α+ (−α) = 0 ∃ αντίθετο στοιχείο
A4 α+ (β + γ) = (α+ β) + γ προσεταιριστική ιδιότητα





Ιδιότητες
αβελιανής
ομάδας

Αλλα σύνολα που έχουν την δομή μιας αβελιανής ομάδας:
Q (ρητοί αριθμοί), R (πραγματικοί αριθμοί), C (μιγαδικοί αριθμοί),
διανύσματα στο χώρο

PedÐo/S¸ma - Field

Το (F, +) είναι αβελιανή ομάδα

A1 α+ β = β + α αβελιανή ιδιότητα
A2 α+ 0 = α ∃ ουδέτερο
A3 α+ (−α) = 0 ∃ αντίθετο
A4 α+ (β + γ) = (α+ β) + γ προσεταιριστικότητα

Το (F\{0}, ·) είναι αβελιανή ομάδα

A5 α · β = β · α αβελιανή ιδιότητα
A6 α · 1 = α ∃ ουδέτερο
A7 α · (α−1) = 1 ∃ αντίθετο
A8 α · (β · γ) = (α · β) · γ προσεταιριστικότητα

Η επιμεριστικότητα - distributivity συνδέει πρόσθεση και πολλαπλασιασμό

A9 (α+ β) · γ = (α · γ) + (β · γ)
Το πεδίο F είναι χαρακτηριστικής n αν

∀α ∈ F, α 6= 0; αn = 1

Orismìc rht¸n arijm¸n

Το Q είναι το μικρότερο πεδίο/σώμα χαρακτηριστικής 0, που περιέχει Z
ή

Το Q είναι το σύνολο των λύσεων της εξίσωσης qx+ p = 0, όπου p και q
στοιχεία του Z

ή

Q =
{m
n

: m ∈ Z, n ∈ N
}

√
2 6∈ Q (απαγωγή σε άτοπο)
Το σύνολο

{
a+ b

√
2 : a και b ∈ Q

}

( ⇒ a2 − 2b2 6= 0) είναι πεδίο χαρακτηριστικής 0 (ευθεία απόδειξη)
(
α+
√
2β

)
+

(
α′ +

√
2β′

)
= (α+ α′) +

√
2 (β + β′)(

α+
√
2β

)
·
(
α′ +

√
2β′

)
= (αα′ + 2ββ′) +

√
2 (αβ′ + α′β)

(
α+
√
2β

)−1

=
α

α2 − 2β2
−

√
2β

α2 − 2β2

(
a+ b

√
2
)n

= 1  n = 0



To sÔnolo Z2 ≡
{
0, 1

}
eÐnai pedÐo. Me qarakthristik  1.

0 + 0 = 0 0 · 0 = 0
0 + 1 = 1 + 0 = 1 0 · 1 = 1 · 0 = 0
1 + 1 = 0 1 · 1 = 1

 
{
a 6= 0 ⇒ a = −a

⇒ a1 = 1

}

To sÔnolo Z3 ≡
{
0, 1, 2

}
eÐnai pedÐo. Me qarakthristik  2.

0 + 0 = 0 0 · 0 = 0
0 + 1 = 1 + 0 = 1 0 · 1 = 1 · 0 = 0
1 + 1 = 2 1 · 1 = 1
0 + 2 = 2 + 0 = 2 0 · 2 = 2 · 0 = 0
1 + 2 = 2 + 1 = 0 1 · 2 = 2 · 1 = 2
2 + 2 = 1 2 · 2 = 1

 
{
a 6= 0⇒ a2 = 1

−1 = 2, −2 = 1, 2
−1

= 2

}

2 + 2 · 2−1 − 1 = 2

To sÔnolo Z4 den eÐnai pedÐo. (2 · 2 = 0)

Par�deigma Z5 =
{
0, 1, 2, 3, 4

}

0 = {0, 5, 10, 15, 20, . . .}

1 = {1, 6, 11, 16, 21, . . .}

2 = {2, 7, 12, 17, 22, . . .}

3 = {3, 8, 13, 18, 23, . . .}

4 = {4, 9, 14, 19, 24, . . .}
+ 0 1 2 3 4

0 0 1 2 3 4

1 1 2 3 4 0

2 2 3 4 0 1

3 3 4 0 1 2

4 4 0 1 2 3

· 0 1 2 3 4

0 0 0 0 0 0

1 0 1 2 3 4

2 0 2 4 1 3

3 0 3 1 4 2

4 0 4 3 2 1

To Z5 eÐnai pedÐo/s¸ma qarakthristik c 4
(
2 + 4

)
+ 3 = 2 +

(
4 + 3

)
, −3 = 2, (3)−1 = 2

(−1) · 3 = 2 = −3
2

4
= 3

4
= 4

4
= 1Orismìc:

To sÔnolo X eÐnai olik� diatetagmèno an ∃ mia sqèsh di�taxhc ≤

A10 ∀x y ∈: X ⇒ x ≤ y   y ≤ x
A11 ∀x  x ≤ x autopaj c idiìthta

A12 x ≤ y kai y ≤ x  x = y (anti)summetrik  idiìthta

A13 x ≤ y kai y ≤ z; x ≤ z metabatik  idiìthta

ParadeÐgmata:

Ta Q kai Z eÐnai olik� diatetagmèna sÔnola

To X = {(m, n) : m, n ∈ N} me thn sqèsh di�taxhc

(m, n) �
(
m′, n′

)
⇔ m ≤ m′ kai n ≤ n′

den eÐnai olik� diatetagmèno.

X = Ellhnikèc lèxeic sto lexikì, eÐnai olik� diatetagmèno sÔnolo.

Orismìc:
To pedÐo F, pou eÐnai olik� diatetagmèno onom�zetai
diatetagmèno pedÐo an

A14 x ≤ y  x+ z ≤ y + z

A15 0 ≤ x kai 0 ≤ y  0 ≤ x · y
ParadeÐgmata:

To Q eÐnai èna olik� diatetagmèno pedÐo.

To Z2 =
{
0, 1

}
eÐnai mh diatetagmèno.

(ta peperasmèna pedÐa den eÐnai olik� diatetagmèna !)



AXIWMATA R

(A1) α + β = β + α abelian  idiìt.
(A2) α + 0 = α ∃ oudètero
(A3) α + (−α) = 0 ∃ antÐjeto
(A4) α + (β + γ) = (α + β) + γ prosetairist.

(A5) α · β = β · α abelian  idiìt.
(A6) α · 1 = α ∃ oudètero
(A7) α · (α−1) = 1 ∃ antÐjeto
(A8) α · (β · γ) = (α · β) · γ prosetairist.

(A9) (α + β) · γ = (α · γ) + (β · γ) epimeristikìt.

(A10) ∀ x, y ∈: R ⇒ x ≤ y   y ≤ x
(A11) ∀ x  x ≤ x autopaj c id.

(A12) x ≤ y kai y ≤ x; x = y antisummetrik 

(A13) x ≤ y kai y ≤ z; x ≤ z metabatik  id.

(A14) x ≤ y  x + z ≤ y + z
(A15) 0 ≤ x kai 0 ≤ y  0 ≤ x · y

Parat rhsh ìlec autèc oi idiìthtec eÐnai koinèc kai gia to Q kai gia
to R

AXIWMATIKH JEMELIWSH R

koinèc idiìthtec twn sunìlwn Q kai R

AxÐwma I

To R eÐnai pedÐo me qarakthristik  0

AxÐwma II

To R eÐnai èna olik� diatetagmèno pedÐo

idiìthta mìno tou sunìlou R

AxÐwma III

Gia k�je �nw fragmèno sÔnolo A ⊂ R ⇒ sup A ∈ R

Dom  majhmatik c jewrÐac:

OrismoÐ  Axi¸mata  

 Prot�seic (jewr mata)  Prot�seic  · · ·

Infimum

Orismìc k�tw fr�gmatoc sunìlou A

Το σύνολο A ⊆ R είναι κάτω φραγμένο αν

∃ k ∈ R : ∀x ∈ A  k ≤ x

k = κάτω φράγμα

Orismìc infimum tou sunìlou A

inf A = infimum του συνόλου A ≡ Το μεγαλύτερο από τα κάτω φράγματα

m = inf A ⇔





(i) ∀x ∈ A  m ≤ x

(ii) ∀ r > m, ∃ y ∈ A : y < r

Orismìc infimum tou sunìlou A

inf A = infimum του συνόλου A ≡ Το μεγαλύτερο από τα κάτω φράγματα

m = inf A ⇔





(i) ∀x ∈ A  m ≤ x

(ii) ∀ r > m, ∃ y ∈ A : y < r

Κάτω φράγματα

m=inf A

r

Ορισμός: inf R≡−∞



Orismìc �nw fr�gmatoc sunìlou A

To sÔnolo A ⊆ R eÐnai �nw fragmèno an

∃ ` ∈ R : ∀x ∈ A  x ≤ ` ìpou ` = �nw fr�gma

Orismìc supremum tou sunìlou A

sup A = supremum tou sunìlou A ≡ To mikrìtero apì ta �nw
fr�gmata

M = sup A ⇔





(i) ∀x ∈ A  x ≤M

(ii) ∀ r < M, ∃ y ∈ A : r < y

Orismìc supremum tou sunìlou A

sup A = supremum tou sunìlou A ≡ To mikrìtero apì ta �nw
fr�gmata

M = sup A ⇔





(i) ∀x ∈ A  x ≤M

(ii) ∀ r < M, ∃ y ∈ A : r < y

άνω φράγματα

M=sup A

r

Orismìc: sup R≡∞

An inf A ∈ A  inf A = min A.
Genik� to inf A 6∈ A dhl. to min A den up�rqei p.q.

A =

{
1 +

1

n
, n ∈ N

}
=

{
2,

3

2
,
4

3
,
5

4
, . . .

}

inf A = 1 6∈ A

An sup A ∈ A  sup A = max A.
Genik� to sup A 6∈ A dhl. to max A den up�rqei p.q.

A =

{
1− 1

n
, n ∈ N

}
=

{
0,

1

2
,
2

3
,
3

4
, . . .

}

sup A = 1 6∈ A

(ApodeÐxeic dia thc apagwg c se �topo)

Ask.(1) inf (A+B) = inf A+ inf B

Ask.(2) inf A > 0 kai inf B > 0  inf (A ·B) = (inf A) · (inf B)

Ask.(3) sup (A+B) = sup A+ sup B

Ask.(4) A > 0 kai B > 0  sup (A ·B) = (sup A) · (sup B)

Ask.(5) − inf A = sup(−A)
Ask.(6) inf A > 0  (inf A)−1 = sup

(
A−1

)


