
Το Q είναι γνήσιο υποσύνολο του R, διότι ∃x 6∈ Q : x ∈ R, πχ x =
√

2

Το A =
{
q ∈ Q : q > 0 και q2 ≤ 2

}
συνεπάγεται ότι sup A =

√
2 6∈ Q

Μπορεί να υπάρχει A ⊂ Q αλλά sup A 6∈ Q

 !"#$%$& '() !"&*+,-./" $( Q &'# $( R

 !"#$% &&&'  !"#$% ()*+,-./

0"& 123/ 4,&5678( ',(9 $& 28+ :;8(<( A ⊂ R ⇒ sup A ∈ R

Αν sup A ∈ A  sup A = max A

ΠΡΟΣΟΧΗ A ⊂ R ⇒ υπάρχει πάντα το sup A ∈ R, αλλά το max A

μπορεί να μην ορίζεται πχ

A =
{
q ∈ R : q > 0 και q2 < 5

}
 

sup A =
√

5 αλλά 6 ∃ max A
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 !"#$% "&"'()(*% (+# ,-#'.+# Q  /" R

 !"#$% &

 ! R "#$%& '"(#! )" *%+%,-.+&/-&,0 0

 !"#$% &&

 ! R "#$%& 1$% !2&,3 (&%-"-%4)1$! '"(#!

"&"'()(/ 0'#! (!- ,-#'.!- R

 !"#$% &&&

5&% ,36" 3$7 8+%4)1$! /9$!2! A ⊂ R ⇒ sup A ∈ R

:!)0 )%6.)%-&,0; 6"7+#%;<

=+&/)!#  >?&@)%-%  

 A+!-3/"&; B6"7+0)%-%C  A+!-3/"&;  · · ·



 !" #$%&'!( )* sup N +)* R ⇔ )* N ,!" !-".( %"/ 0&.123"*

x ∈ R  ∃n ∈ N : x < n

 !"#$%&'# #&#()%) 

a > 0 4.( b ∈ R ⇒ ∃n ∈ N : n a > b

x > 0  ∃n ∈ N : n ≤ x < n + 1  n = [x]

5" α < β  ∃ ρ ∈ Q : α < ρ < β

6#2$78 9!).:; ,;* $&.12.)(4<" #$%&'!( )*#=%'(+)*" 3".> &?)@>

 9!).:; ,;* $&.12.)(4<" #$%&'*#" %$!(&*( &?)*-

5" α < β  ∃ r 6∈ Q : α < r < β

6#2$78 9!).:; ,;* $&.12.)(4<" #$%&'!( )*#=%'(+)*" 3".> %&&?)*>

 9!).:; ,;* $&.12.)(4<" #$%&'*#" %$!(&*( %&&?)*(
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 !" #$%&'!( )* sup N +)* R ⇔ )* N ,!" !-".( %"/ 0&.123"*

'(")*+,&

 !"#$%&4 ∃ z = sup, N ∈ R ⇒ 1(. r = z − 1 < z 2$*&*52! ". 6&*52!

n ∈ N  n > r = z − 1  n + 1 > z7 .88% n + 1 ∈ N  z ,!" !-".(

."/ 0&%12.7 ,98: z  !" !-".( supremum )*# N  '()!)

 !"#$%&

x ∈ R  ∃n ∈ N : x < n

'(")*+,&

 !"#$%&4 ∀n ∈ N : n ≤ x ⇒ x %"/ 0&%12. )*# N  ;* N !-".(

%"/ 0&.123"*  '()!)

'-./0123/' /2/4515'

a > 0 <.( b ∈ R ⇒
∃n ∈ N : n a > b

'(")*+,&

x = b
a
 ∃n ∈ N : n > x = b

a
 n · a > b



 !"#$%&

x > 0  ∃n ∈ N : n ≤ x < n + 1  n = [x]

'(")*+,&

S = {m ∈ N : x < m} ⊂ N  x ≤ min S  !

x = min S  [x] = n = min S

 n = x < n + 1
 ! x < min S  [x] = n = min S − 1
 n < x < n + 1
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 ! α < β  ∃ ρ ∈ Q : α < ρ < β

'(")*+,&

 !"#" α < β  0 < β − α

 #$%&'()*  ∃n ∈ N : n (β − α) > 1  
nα + 1 < nβ +,-./&0 [nα] = m  

nα < m + 1 ≤ nα + 1 < nβ  α <
m + 1

n
< β

1/&2,#34&3" 50-367 (7. 2#38&3-%9:! /2;#$0% -./<;$%4=

-.! ,!3* #)->*  50-367 (7. 2#38&3-%9:!

/2;#$./! ;20%#.% #)-.?
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 ! α < β  ∃ r 6∈ Q : α < r < β

'(")*+,&

�  !"#" α < β  ∃ ρ ∈ Q : α < ρ < β

ρ < β  ∃n ∈ N : n (β − ρ) >
√

2  

nα < nρ +
√

2 < nβ  α < ρ +

√
2

n
< β

'--& $(")*+,&

∃ ρ ∈ Q :
α√
2

< ρ <
β√
2
 α <

√
2 ρ < β

r =
√

2 ρ 6∈ Q

Συμπέρασμα: Μεταξύ δύο πραγματικών υπάρχει τουλάχιστον ένας άρρητος

 

Μεταξύ δύο πραγματικών υπάρχουν άπειροι άρρητοι
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Q = {x ∈ R : px = q, p  !" ∈ Z}

Q+ =
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,
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,
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}
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Q+ =

{

1, 2,

1

2
, 3,

1

3
, 4,

3

2
,

2

3
,

1

4
, 5, . . .

}

←→ N



Ανοικτό διάστημα ≡ (a, b) = {x ∈ R : a < x < b}

 !"#$%& '()"*+,& -.!")/,& , 00#1'2!'&33 , 00$-45'&33

(x0 − ǫ, x0 + ǫ) ≡ B(x0, ǫ) ≡  !"#$%&'( )*+$#,' &#- x0 !%&."!/ ǫ
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 !"#$% &'&&()#'&!*

x0  !"#$%  &  '(#& !) *%& A

∀ ǫ > 0 (B(x0, ǫ)− {x0})
⋂

A 6= ∅ +

∀ ǫ > 0 ∃x ∈ A ,-. x 6= x0  |x− x0| < ǫ

Παράδειγμα: A =
{

1

n
, n ∈ N

}
, το 0 6∈ A είναι σημείο συσσώρευσης του A.

+,%"%-."/-% 0 "#"%-."/-% &!"#$%

x0 -/%"%01"20% + "#"%01"20%  !"#$% *%& A ⇔ *% x0 3#0 #$0-.  !"#$%

 &  '(#& !)

∃ ǫ > 0 B (x0, ǫ)
⋂

A = {x0} +

∃ ǫ > 0 ∀x ∈ A ,-. x 6= x0  |x− x0| ≥ ǫ

Παράδειγμα: A =
{

1

n
, n ∈ N

}
, το 1

5
∈ A είναι απομονωμένο σημείο του A.



 !"#$%& Bolzano Weierstrass

 !"#$%&

 ! a "#!$% &'("#) &*&&+,"*&'- .)* A ⇒ /) A 01"% 23"%,) $,%4(5

&.)%1"#6!7

'()!&*$ Bolzano Weierstrass

824" 92!6 :$% :2.6; <,$=(0!) $3"%,)&>!)?) A 01"% .)*?21%&.)! 0!$

&'("#) &*&&+,"*&'-

+,*-.!$%*$

A <,$=(0!) $3"%,)&>!)?) ⇒ ∃ &'("#) &*&&+,"*&'-
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 !"#$%&

 ! a "#!$% &'("#) &*&&+,"*&'- .)* A ⇒ /) A 01"% 23"%,) $,%4(5

&.)%1"#6!7

'(")*+,&

8&.6 A = {a1, a2, . . . , an} 01"% n &.)%1"#$ 9$%

&'("#) &*&&+,"*&'- .) a 40.)*("

ǫ = min

{
1

2
|ak − a|, k = 1, 2, . . . , n

}

∀x ∈ A |a− x| > ǫ  a 51% &'(7 &*&&+,"*&'-

  .)3)



 !"#$%& Bolzano Weierstrass

 !"# $!%& '() '!*&+ ,-(./0%1 (2#)-134%151 A 06#) *175!6)3*1% 0%(

38/#91 3733:-#738;

'()*!+,$

∀x ∈ A  inf A = m0 ≤ x ≤M0 = sup A

d0 = M0 −m0  d1 =
d0

2
=

M0 −m0

2

<

=&-9>17/# *1 ?)!3*8/( [m0, M0] 3# ?41 93( /0-8@ 3# '!21)1 (2A (7*!
72!-617% !2#)-( 3*1)6#9( *17 A (7*A *1 ?)!3*8/( *1 1%1/!>17/#

[m1, M1]  d2 = d1

2 = d0

22 B C2(%(5(/D!%17/# *8% ?)(?)'(39( n ,1-0;B

m0 ≤ m1 ≤ · · · ≤ mn ≤Mn ≤ · · · ≤M1 ≤M0

dn =
Mn−1 −mn−1

2
=

d0

2n

sup {mn, n ∈ N} = ξ ≤ η = inf {Mn, n ∈ N}

E21" ξ < η  ∃ k ∈ N :
d0

2k
< η − ξ < Mk −mk =

d0

2k
 !*121

F-( ξ = η

∀ k ∈ N  ξ −mk ≤
d0

2k
'() Mk − ξ ≤ d0

2k
 [mk, Mk] ⊂ B(ξ,

d0

2k
)

∀ ǫ > 0 ∃ k ∈ N : ǫ >
d0

k
>

d0

2k
 [mk, Mk] ⊂ B(ξ,

d0

2k
) ⊂ B(ξ, ǫ)

[mk, Mk]
⋂

A 6= ∅  B(ξ, ǫ)
⋂

A 6= ∅

 ! B(ξ, ǫ)
⋂

A "#$% &'$%() *+!%#$,) +!- A $'!."/01 +! ξ $,/)% *2.$,!

*-**3($-*21 +!- A
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 !"#"$%&' {xn}n∈N
≡ #&()' ()"*+,&-. (x1, x2, . . . , xn, . . .)/

xn ≡ ,&.'* " 0,.*!12 13"2

'#()*+,$(& (!"#$%&

 !"#"$%&' ,&.'* 4*' '5,*!1.*(6 )"$ N ()" R

N ∋ n
f−→ f(n) = xn ∈ R

⊲ Παράδειγμα: Δίδεται ο γενικός όρος

xn =
1

n(n + 1)
≡ {xn}n∈N

=

(
1

2
,
1

6
,

1

12
,

1

20
, . . .

)

⊲ Παράδειγμα: Αναδρομική σχέση

x1 = 1, xn =
n

2
xn−1  xn =

n!

2n−1

⊲ Παράδειγμα: Αναδρομική σχέση Fibonacci

x1 = 1, x2 = 1 xn = xn−1 + xn−2

{xn}n∈N
= (1, 1, 2, 3, 5, 8, 13, 21, . . .)
( √ )n ( √ )n



⊲  !"#$%&'(!) *+!,,!--.(/+0 !1.,.234!

xn =







−1 '&# n = 2k

1 '&# n = 2k + 1
 

xn = (−1)n+1 = − cos nπ

{xn}n∈N
= (1,−1, 1,−1, 1,−1, . . .)

⊲  !"#$%&'(!)

xn =







1
n

'&# n = 2k

n−1
n

'&# n = 2k + 1

xn =
1

n
· 1 + (−1)n

2
+

n− 1

n
· 1− (−1)n

2

{xn}n∈N
=

(

0,
1

2
,
2

3
,
1

4
,
4

5
, . . . ,

1

2k
,

2k

2k + 1
, . . .

)
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 !"#$% &'()*+

x = +!"#$% 1'()*+  !" {xn}n∈N
≡ #$ x %&'() *!+%&$ *,**-.%,*!"

 !" {xn}n∈N

/ 012.3$,' 21%).$) 4.$) = x

⊲ Παράδειγμα: Ακολουθία με γενικό όρο

xn =
sin2

(
nπ

2

)

n
+

(n + 1) cos2
(

nπ

2

)

n
, n ∈ N

(

1,
3

2
,

1

3
,

5

4
,

1

5
,

7

6
,

1

7
, . . .

)

οριακά σημεία 0 και 1
⊲ Παράδειγμα: Ακολουθία με γενικό όρο

xn = 1 +
(n + 1) cos2

(
nπ

2

)

n
, n ∈ N

(

1,
5

2
, 1,

9

4
, 1,

13

6
, 1, . . .

)

οριακά σημεία 2 και 1
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 !"#$#%&'! {xn}n∈N
(%)"$'*+, (-# x lim

n→∞
xn = x . xn −→

n→∞
x !*

),! "/&+ 0+1,#2. -#% x 33-+$,"/44 5$#, #, 51#, -67 !"#$#%&'!7

0+1,82#*-!, (+ !%-.

lim
n→∞

xn = x ≡ ∀ ǫ > 0 ∃N(ǫ) > 0 : ∀n > N(ǫ)  xn ∈ B(x, ǫ)

12"3456"7%& 4!"#$%&

lim
n→∞

xn = x ≡ ∀ ǫ > 0 ∃N(ǫ) > 0 : ∀n > N(ǫ)  |xn − x| < ǫ

9,/ (%)$'*#%(! !"#$#%&'! 82+,  !"# 8*! 51,#



{ lim
n→∞

xn = x} ≡ {∀ ǫ > 0 ∃N(ǫ) > 0 : ∀n > N(ǫ)  |xn − x| < ǫ}

 !"#$%&'(!)

xn = 1
n
 lim

n→n
xn = 0

 *+,-.*+ /

n > N  |xn − x| =
∣
∣
∣
∣

1

n
− 0

∣
∣
∣
∣
=

1

n
︸︷︷︸

0123456!7

<
1

N
= ǫ

1

N
= ǫ, N(ǫ) = 1

ǫ

∀ ǫ > 0 ∃N(ǫ) =
1

ǫ
: ∀n > N(ǫ)  |xn| < ǫ



{ lim
n→∞

xn = x} ≡ {∀ ǫ > 0 ∃N(ǫ) > 0 : ∀n > N(ǫ)  |xn − x| < ǫ}

 !"#$%&'(!)

xn = 1
n2+en  lim

n→n
xn = 0

 *+,-.*+ /

n > N  |xn − x| = 1

n2 + en
≤ 1

en
︸︷︷︸

0123456!7

<
1

eN
= ǫ

1

eN
= ǫ  N(ǫ) = ln 1

ǫ

∀ ǫ > 0 ∃N(ǫ) = ln
1

ǫ
: n > N(ǫ)  |xn| < ǫ



a > 1,  lim
n→∞

n
√

a = 1

1 + x > 0  (1 + x)n ≥ 1 + nx ( Bernoulli)  

a > 1  a =



 n
√

a− 1
︸ ︷︷ ︸

x

+1





n

≥ 1 + n



 n
√

a− 1
︸ ︷︷ ︸

x



  

n
√

a− 1 ≤ a− 1

n

 !"#$%!&

n > N  
n
√

a− 1 ≤ a− 1

n
<

a− 1

N
= ǫ  N(ǫ) = a−1

ǫ

∀ ǫ > 0 ∃N(ǫ) = a−1
ǫ

:

n > N(ǫ)  | n
√

a− 1| ≤ |a−1|
n

<
|a−1|

N
= ǫ



lim
n→∞

n!

nn
= 0

n!
nn =

1 · 2 · 3 · · · · (n− 2) · (n− 1) · n
nn

= 1
n
· 2

n
· (1− 2

n
) · (1− 1

n
)

= 1
n
·

n−2∏

k=1

(

1− k

n

)

︸ ︷︷ ︸

<1

< 1
n

 !"#$%!&

n!

nn
<

1

n
<

1

N
= ǫ  N(ǫ) =

1

ǫ

∀ ǫ > 0 ∃N(ǫ) = 1
ǫ

:

n > N(ǫ)  

∣
∣
∣
∣

n!

nn

∣
∣
∣
∣
≤ 1

n
<

1

N(ǫ)
= ǫ



lim
n→∞

n3

2n
= 0

2n = (1 + 1)n =
n∑

k=0

(
n
k

)
= · · ·+

(
n
4

)
+ · · · =

= · · ·+ n(n−1)(n−2)(n−3)
4! + · · ·

2n >
n(n− 1)(n− 2)(n− 3)

4!

n > 6  n− k >
n

2
 !" k = 1, 2, 3

2n >
n4

23 4!
 

23 · 4!

n
>

n3

2n

#$%&'!$(

n3

2n
<

23 · 4!

n
<

23 · 4!

N
= ǫ  N(ǫ) =

23 · 4!

ǫ

∀ ǫ > 0 ∃N(ǫ) = 23·4!
ǫ

:

n > N(ǫ)  
∣
∣
∣
n3

2n

∣
∣
∣ < 23·4!

n
< 23·4!

N(ǫ) = ǫ


