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ΕΙΣΑΓΩΓΗ 
 
ΜΗΧΑΝΙΚΗ  εξετάζει κίνηση-παραμόρφωση της ύλης & των 

δυνάμεων που προκαλούν την κίνηση αυτή 
 

• Βασίζεται στις έννοιες του χρόνου, χώρου, δύναμης, ενέργειας & 
ύλης 

• Χρήσης στη φυσική, χημεία, βιολογία, κατασκευές κλπ 
 
ΥΛΗ  Μόρια  Άτομα  Υποατομικά σωματίδια  

⇒ Η ύλη δεν είναι συνεχής 
 

∃ Πολλά φαινόμενα της καθημερινότητας που μπορούν να περιγραφούν 
και να προβλεφτούν από θεωρίες που δεν λαμβάνουν άμεσα υπόψη τη 
μοριακή δομή των υλικών. Π.χ.  

• η επιμήκυνση μιας χαλύβδινης ράβδου υπό τη δράση δυνάμεων 
• ο ρυθμός εκροής νερού σε μια σωλήνα υπό δεδομένη διαφορά πίεσης 
• η οπισθέλκουσα δύναμη που ασκείται σε ένα σώμα που κινείται στον 
αέρα, κλπ. 

⇒ Αγνοούμε (άμεσα) μοριακή δομή ⇒ ΥΛΗ  ≡ ΣΥΝΕΧΕΣ ΜΕΣΟ 
 
ΣΥΝΕΧΕΣ ΜΕΣΟ  μοντέλο στο οποίο η ύλη θεωρείται κατανεμημένη 
συνεχώς, δηλ. γεμίζει πλήρως & συνεχώς το χώρο. 
 
 
 

Κλασσική Μηχανική 
(νόμοι Newton) 

[έννοια υλικού σημείου] 

Μηχανική του συνεχούς 
[έννοια σωματιδίου ή "γειτονιάς" 

υλικού σημείου] 
 
ΘΕΡΜΟΜΗΧΑΝΙΚΗ ΣΥΝΕΧΟΥΣ ΜΕΣΟΥ 
 
 
 

Κλασσική Μηχανική 
(έννοια υλικού σημείου) 

Θερμομηχανική του συνεχούς 
(έννοια σωματιδίου ή "γειτονιάς" 

υλικού σημείου) Κλασσική Θερμοδυναμική
(έννοια συστήματος σε 

θερμοδυναμική ισορροπία)
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ΓΕΩΜΕΤΡΙΚΗ ΠΑΡΑΣΤΑΣΗ ΤΟΥ ΣΩΜΑΤΟΣ 
 
Κάθε σώμα παριστάνεται συνήθως ως μια (απλά συνεκτική) περιοχή στον 
τρισδιάστατο (3D) ευκλείδειο χώρο 
 
• Αρχική θέση (θέση αναφοράς / reference configuration), Βο  (t = 0) 
 

 
 X3

Po    X •
Bo 

∂Bo 
X2 

X1  
 

-- Κάθε αυθαίρετη περιοχή Po ⊆ Βο αποτελείται από υλικά σημεία 
-- Κάθε υλικο σημείο αντιπροσωπεύεται από ένα διάνυσμα θέσης Χ 
 
• Τρέχουσα ή παρούσα θέση (current configuration), Βt  (t ≠ 0) 
 

 
 

Po    X •
Bo 

∂Bo 

t = 0 

•  x  

Bt 
∂Bt

Pt

t = t

 
 

Κίνηση : 1-1 απεικόνιση Bo → Bt η οποία συμβολίζεται ως 
 x = χ(X,t),  με  χ(Χ,0) = Χ 
 

Ταχύτητα :  ( ), t
( , t)

t
∂

= = ≡
∂
X

v v X x
χ

 

 

Επιτάχυνση :  ( ) ( )2

2

, t , t
( , t)

t t
∂ ∂

= = = ≡ ≡
∂ ∂

v X X
α α X v x

χ
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AΞΙΩΜΑΤΑ - ΑΡΧΕΣ ΤΗΣ ΜΗΧΑΝΙΚΗΣ ΣΥΝΕΧΟΥΣ ΜΕΣΟΥ 
 

 ΜΕΓΕΘΗ 
 

 Μάζα :  
t

t
P

m(P ) ( , t) dv= ρ∫ x  

 
 Δύναμη :  

t t

t
P P

(P ) ( , t) d   ( , t) ( , t) dv
∂

= + ρ∫ ∫nf t x a x b x  

 
 Ορμή : 

t

t
P

(P )  ( , t) ( , t) dv= ρ∫l x v x  

 
 ( , t)ρ x  → πυκνότητα μάζας (μάζα / μον. όγκου) 
 ( , t)nt x  → διάνυσμα τάσης (δύναμη / μον. επιφάνειας) 
 ( , t)b x  → δύναμη πεδίου [π.χ. βαρύτητα] (δύναμη / μον. μάζας) 
 

 ΑΞΙΩΜΑΤΑ ΔΙΑΤΗΡΗΣΗΣ 
 

 Μάζας : tm(P ) 0=   t t( P B )∀ ⊆   tdiv( ) 0 ( B )
t

∂ρ
⇒ + ρ = ∀ ∈

∂
v x  

 
 Ορμής : t t(P ) (P )=f l   t t( P B )∀ ⊆   tdiv( ) ( B )⇒ + ρ = ρ ∀ ∈T b v x  

 
 Στροφορμής  ⇒  T=T T  
 
 ( , t)T x  → τανυστής τάσης (δύναμη / μον. επιφάνειας) 
 ( , t) ( , t)= ⋅nt x T x n  
 n → μοναδιαίο διάνυσμα κάθετο στην επιφάνεια da που δρα η ( , t)nt x  
 

 ΕΠΙΛΥΣΗ ΠΡΟΒΛΗΜΑΤΩΝ 
 

 
T

( / t) div( ) 0 1
div( ) 3

3

⎫∂ρ ∂ + ρ = →
⎪+ ρ = ρ → ⎬
⎪= → ⎭

v
T b v

T T
 7 εξισώσεις με 

1
(ή ) 3

9

ρ →⎧ ⎫
⎪ ⎪→⎨ ⎬
⎪ ⎪→⎩ ⎭

x v
T

 13 αγνώστους 

 
∴  Ανάγκη για 6 επιπλέον εξισώσεις 
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ΚΑΤΑΣΤΑΤΙΚΕΣ ΕΞΙΣΩΣΕΙΣ 
 

 Συσχετίζουν ποσότητες που εκφράζουν απόκριση του σώματος 
(καταστατικές συναρτήσεις) με ποσότητες που εκφράζουν τα αίτια 
(καταστατικές μεταβλητές) 

 
 Μορφή καταστατικών εξισώσεων  ⇐  συνήθως εμπειρικά (δηλ. Από 
πείραμα – παρατήρηση) 

 
 Υπαγορεύονται από: 

1) Μαθηματική αναγκαιότητα (αριθμ. εξισώσεων = αριθμ. αγνώστων) 
2) Φυσική συνέπεια: διαφορετική συμπεριφορά για διαφορετικά υλικά 

(στερεά, υγρά, πολυμερή, μέταλλα, γεωυλικά, κλπ) 
 
Παράδειγμα: ( , t)T x  εκφράζει δυνάμεις επαφής (ανά μον. επιφάνειας) 
& οφείλεται στις μοριακές δυνάμεις επαφής ή συνοχής ⇒ η 
συνεκτικότητα του σώματος & η φύση του ( , t)T x  θα διαφέρει από 
υλικό σε υλικό. Π.χ. 
 
• Τέλεια υγρά:  p( )= − ρT 1 
 
• Ασυμπίεστα γραμμικά ιξώδη υγρά (νευτωνικά υγρά): 

  p( ) 2= − ρ + μT 1 D        όπου      { }Tgrad( grad(
1 ) [ )]
2

= +D v v  

 
• Ισότροπα γραμμικά ελαστικά στερεά:      [tr( )] 2G= λ +T 1ε ε  

 όπου  { }Tgrad( grad(
1 ) [ )]
2

= +u uε ,  με   u = x – Χ  

 
ΠΕΡΙΛΗΨΗ  ΜΑΘΗΜΑΤΟΣ 

 
1) Θεωρία μηχανικής του συνεχούς μέσου σε μια διάσταση (1D) 
 
2) Aνασκόπηση θεωρίας διανυσμάτων & τανυστών  
 
3) Θεωρία μηχανικής του συνεχούς μέσου σε 3D χρησιμοποιώντας 

τανυστικό λογισμό και συμβολισμό με δείκτες (συμβολισμός Einstein) 
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MEΡΟΣ Ι 
 
 

ΜΗΧΑΝΙΚΗ ΤΟΥ ΜΟΝΟΔΙΑΣΤΑΤΟΥ 

ΣΥΝΕΧΟΥΣ ΜΕΣΟΥ 
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ΚΕΦΑΛΑΙΟ 1: Η ΕΝΝΟΙΑ ΤΗΣ ΚΙΝΗΣΗΣ 
 

 
 

 X – ← 0 → + 
(   ) • 

 Po 

Bo 
(     )

Bt 

 Pt 
• 
 x  

t = 0 t = t  
 

Κίνηση : 1-1 απεικόνιση Bo → Bt η οποία συμβολίζεται ως 
 x = χ(X,t),  με  χ(Χ,0) = Χ 
 χ είναι ομαλή συνάρτηση  ∃ 1−χ  
 

Ταχύτητα : ( )X, t
v v(X, t) x

t
∂χ

= = ≡
∂

 

 

Επιτάχυνση :  ( ) ( )2

2

v X, t X, t
(X, t) v x

t t
∂ ∂ χ

α = α = = ≡ ≡
∂ ∂

 

 
 
ΤΡΟΠΟΙ ΠΕΡΙΓΡΑΦΗΣ ΤΗΣ ΚΙΝΗΣΗΣ 
 

 Περιγραφή Lagrange (Π.L.): σταθερή παρατήρηση ενός 
συγκεκριμένου υλικού σημείου X του σώματος κατά τη διάρκεια της 
κίνησης (καταλληλότερη για μελέτη στερεών) 

 
 Περιγραφή Euler (Π.Ε.): σταθερή παρατήρηση ενός συγκεκριμένου 
σημείου x του χώρου κατά τη διάρκεια της κίνησης (καταλληλότερη 
για μελέτη ρευστών) 

 
Παράδειγμα: για τη θερμοκρασία θ ενός σώματος: 
 

(Π.L.): f (X, t)θ =  ,  (Π.E.): f (x, t)θ =  
 
όπου, για δεδομένη κίνηση x = χ(X,t), θα πρέπει:  
 

f (x, t) f ( (X, t), t) f (X, t)θ = = χ =  
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 Υλική ως προς χρόνο παράγωγος (Υ.Χ.Π.): 
 

 
X σταθ.

f (X, t)f
t =

∂=
∂

 ... παράγωγος Π.L. 

 
 Χωρική ως προς χρόνο παράγωγος (Χ.Χ.Π.): 

 

 
x σταθ.

f f (x, t)
t t =

∂ ∂=
∂ ∂

 ... παράγωγος Π.Ε. 

 
 Σχέση μεταξύ f  & ∂f / ∂t 

 

t 0 t 0

f (X, t t) f (X, t) f ( (X, t t), t t) f ( (X, t), t)f lim lim
t tΔ → Δ →

+ Δ − χ + Δ + Δ − χ= =
Δ Δ

 (*) 

 
Θέτουμε: x (X, t t) (X, t) (X, t t) (X, t) xΔ = χ + Δ − χ ⇒ χ + Δ = χ + Δ  
Σειρά Taylor γύρω από (x,t) για την f ( (X, t t), t t)χ + Δ + Δ : 

2f ( (X, t t), t t) f (x, t) f (x, t) / x x f (x, t) / t t ( t )⎡ ⎤ ⎡ ⎤χ + Δ + Δ = + ∂ ∂ Δ + ∂ ∂ Δ + Δ⎣ ⎦ ⎣ ⎦ O

(*) ⇒  
( ) ( ) 2

t 0

f / x x f / t t ( t ) f ff lim x
t x tΔ →

∂ ∂ Δ + ∂ ∂ Δ + Δ ∂ ∂= = +
Δ ∂ ∂

O
 

 
 
 f ff v

t x
∂ ∂= +
∂ ∂

κανόνας παραγώγισης σύνθετων 
συναρτήσεων (chain rule) 

∴ 
 

 

Παράδειγμα 1:  v vv v
t x

∂ ∂α = = +
∂ ∂

 

 
Παράδειγμα 2:  x (X, t) (1 t)X= χ = +  
⇒  v x (X, t) / t {(1 t)X}/ t X= = ∂χ ∂ = ∂ + ∂ =  = v(X,t) ... (Π.L.) 
 x /(1 t)= +  v(x, t)=   ... (Π.E.)  
 
⇒  v 0α = =   [επειδή v(X,t) =X ανεξάρτητο του t] 

 
2

v v -x  1 xv 0
t x (1+t) (1+t) (1+t)

∂ ∂= + = + =
∂ ∂
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ΚΕΦΑΛΑΙΟ 2: Η ΕΝΝΟΙΑ ΤΗΣ ΜΑΖΑΣ 
 
ΜΑΖΑ: πρότυπη εμπειρική έννοια (την αισθανόμαστε, την κατανοούμε, 
δεν μπορούμε όμως να την ορίσουμε) 
 
ΠΥΚΝΟΤΗΤΑ ΜΑΖΑΣ: ένα μέγεθος ρ > 0, που ορίζεται ως το πηλίκο 
της μάζας προς το μήκος σε κάθε θέση του σώματος Β, έτσι ώστε: 
 

o

o o
P

m(P ) dX= ρ∫ , όπου  o o o(X,0) (X)ρ = ρ = ρ → αρχική ή πυκνότητα αναφοράς 

t

t
P

m(P ) dx= ρ∫ ,  όπου  (x, t)ρ = ρ  →  τρέχουσα πυκνότητα (σε χρόνο t) 

 

ΑΞΙΩΜΑ ΔΙΑΤΗΡΗΣΗΣ ΤΗΣ ΜΑΖΑΣ: 
 

o tm(P ) m(P ) m(P)= = ,   P B∀ ⊆  
 

⇒ 
o t

o
P P

(X,0)dX (x, t)dxρ = ρ∫ ∫ ,   με   ot 0
(x, t) (X,0)

=
ρ = ρ  

 

ενδιαφέρει ο μετασχηματισμός της ολοκληρωτική εξίσωσης που ισχύει για 
P B∀ ⊆  σε εξίσωση που εκφράζει την εν λόγω αρχή ∀ x ∈ B ⇒ εξίσωση 

πεδίου (διατήρησης της μάζας) 
 

• Κλίση παραμόρφωσης: F F(X, t) (X, t) / X= ≡ ∂χ ∂  
 

[ ] [ ]t σταθ. X σταθ.
dx (X, t) / X dX (X, t) / t dt

= =
= ∂χ ∂ + ∂χ ∂  

 
[ ]t σταθ.

dx (X, t) / X dX dx FdX
=

⇒ = ∂χ ∂ ⇒ =  
 

δηλ. η F εκφράζει κατά πόσο η αρχική απειροστή υλική ίνα dX 
επιμηκύνεται ή συρρικνούται στο τρέχον μήκος dx. 
Σύνολο τιμών: F ≠ {0, ∞}  ⇔  ∃ 1−χ  με 1X (x, t)−= χ  

οπότε: 
t 0

F 1 0
=

= >  ⇒  F > 0,  ∀ t 
 

Έτσι, o oP B∀ ⊆ :  
     

o t o o o

o o o
P P P P P

dX dx dX FdX ( F)dX 0ρ = ρ ⇒ ρ = ρ ⇒ ρ − ρ =∫ ∫ ∫ ∫ ∫  (*) 
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ΘΕΩΡΗΜΑ: Αν  
oP

f dX 0=∫ , o oP B∀ ⊆ , όπου f(X) συνεχής συνάρτηση 

ορισμένη στο Bo, τότε f  ≡ 0 παντού στο Βο. 
 
Απόδειξη: Έστω ∃ Χο ∈ Βο, τέτοιο ώστε f(Χο) ≠ 0, ας πούμε f(Χο) > 0. 
Τότε, επειδή η f είναι συνεχής  ⇒ ∃ 
περιοχή δ( Χο) τέτοια ώστε f(X) > 0 
⇒ 

o

o o o
P

f dX 0,   P (X ) B> ∀ ⊆ δ ⊆∫   

άτοπο. Ομοίως αποδεικνύεται για 
f(Χο) < 0. Άρα, f(X) ≡ 0,  ∀ X ∈ Bo. 

 

 
 f 

f(X)

Xo X
 

 

Έτσι, (*) ⇒  o F 0ρ − ρ =  ⇒      o

F
ρρ =       ... εξίσωση συνέχειας Π.L. 

 
Παρατήρηση: από ένα μικρό μέρος o oP B⊆  μεγάλης πυκνότητας 
μπορούμε να κατασκευάσουμε ένα μεγάλο μέρος  t tP B⊆  μικρής 
πυκνότητας 
 

 o Fρ = ρ   ⇒   o F Fρ = ρ + ρ   ⇒  F F 0ρ + ρ =  ($) 

 F (X, t) / X (X, t))/ X (X, t)) / X v / X
• •

= ∂χ ∂ = ∂χ ∂ = ∂χ ∂ = ∂ ∂ =  
 ( v / x)( x / X) ( v / x)F= ∂ ∂ ∂ ∂ = ∂ ∂  ⇒  F ( v / x)F= ∂ ∂  ($$) 
 
Σημείωση: σε 3D, v / x grad( )∂ ∂ → v  ... κλίση ταχύτητας (σημαντική 
παράμετρος στη ρευστομηχανική) 
 

{($), ($$)} ⇒ v vF 0 0
x x

∂ ∂⎛ ⎞ρ + ρ = ⇒ ρ + ρ =⎜ ⎟∂ ∂⎝ ⎠
,   ∀ ρ(x,t) > 0 

 

η οποία, λαμβάνοντας υπόψη ότι v
t x

∂ρ ∂ρρ = +
∂ ∂

, δίνει 

 

 
( v) 0, (x, t) 0

t x
∂ρ ∂ ρ+ = ∀ ρ >
∂ ∂

 ... εξίσωση συνέχειας Π.E. 
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ΣΥΜΠΛΗΡΩΜΑ ΣΤΗΝ ΤΟΠΙΚΗ ΚΙΝΗΜΑΤΙΚΗ 
 
 

X X′ x x′ 

Bo 

o  
Bt

t = 0 t = t
( ( ) ) 

 
 

 Μετατόπιση (displacement):  u = x – X = χ(X,t) – X = u(X,t) 
 

 Ανηγμένη μετατόπιση (stretch) 
 

X X X X X X
t σταθ. o

dx x x (X , t) (X, t)lim lim lim
dX X X X X′ ′ ′→ → →

=

′ ′− χ − χλ ≡ = = =
′ ′− −  

 

 

 άρα:   
0 1 συρρίκνωση στο X

F(X, t)
1 επιμήκυνση στο X

< λ < →⎧
λ = ⇒ ⎨λ > →⎩

 

 
 Ανηγμένη παραμόρφωση (strain) 

 

o

X X
t σταθ. o

dx - dX lim 1 F 1
dX ′→

=

−ε ≡ = = λ − = −  

 

 άρα:   
0 συρρίκνωση στο X (θλίψη)(x X) u
0 επιμήκυνση στο X (εφελκυσμός)X X

ε < →⎧∂ − ∂ε = = ⇒ ⎨ε > →∂ ∂ ⎩
 

 

 Ανηγμένη ταχύτητα (ρυθμός) μετατόπισης (stretching): 
x x
lim

′→
κ ≡  

 
x X

x X

x  x dy F(Y, t)dY
′ ′

′= − = =∫ ∫
X X x

X X x

v vFdY FdY dy
y y

′ ′ ′∂ ∂
⇒ = = =

∂ ∂∫ ∫ ∫  (#) 

 

x x x x

v(x ) v(x) v(x ) v(x) vv(x ) v(x) lim lim
x x x x x′ ′→ →

′ ′− − ∂′⇒ = − ⇒ = ⇒ κ = = =
′ ′− − ∂

 
 

 Εναλλακτικά, από (#) & θεώρημα μέσης τιμής ολοκληρωτ. λογισμού:  

 ⇒ 
y y

v (x x)
y =

∂ ′= −
∂

 
y y

v
y =

∂
⇒ =

∂
,    y [x,x ]′∈  

 για 0→  (δηλ. x x′ → ) ⇒ y x→ , έχουμε: 
x x

vlim
x′→

∂κ = =
∂
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ΚΕΦΑΛΑΙΟ 3: ΟΙ ΕΝΝΟΙΕΣ ΔΥΝΑΜΗΣ & ΟΡΜΗΣ 
 

1. ΔΥΝΑΜΗ 
 

 Επιφανειακές ή δυνάμεις επαφής (contact forces), Τ(x,t) → τάσεις: 
αμοιβαίες πιέσεις (δύναμη / μον. επιφάνειας σε 3D, δύναμη σε 1D) μεταξύ 
γειτονικών σημείων στο x ∈ Βt ή γενικά μεταξύ σωμάτων που εφάπτονται 

 

 
 

Επιφάνεια επαφής 

Οριακή (εξωτερική) επιφάνεια του 
συνεχούς μέσου 

Ιδεατή επιφάνεια στο εσωτερικό του 
συνεχούς μέσου  

 

Τ(x,t) = φαινομενολογικός μέσος όρος των μοριακών δυνάμεων μεταξύ 
γειτονικών υλικών σημείων 

 
 Μαζικές δυνάμεις (body forces), b(x,t): προέρχονται από τον 
εξωτερικό για το σώμα κόσμο & ενεργούν σε κάθε σημείο x ∈ Bt. 
Εκφράζονται ως δύναμη / μον. μάζας. Οφείλονται σε ένα εξωτερικό πεδίο 
δυνάμεων, π.χ. βαρυτικό, ηλεκτρομαγνητικό κ.λ.π. 

 

b(x,t) = φαινομενολογικός μέσος όρος των δυνάμεων στα μόρια της 
γειτονιάς υλικού σημείου από εξωτερικό πεδίο 
 

 
0 

+ – Bt

x1 x x2

Pt = [x1, x2]

( )

T(x1,t) T(x2,t)

x 

b(x,t)  

(i) Συνoλ. δύναμη επαφής στο Pt: 
2

1

x

c t 2 1
x

T(x, t)f (P ) T(x , t) T(x , t) dx
x

∂= − =
∂∫  

 

(ii) Συνολική μαζική δύναμη στο Pt:   
2 2

1 1

x x

b t
x x

f (P ) b(x, t) (x, t)dx b dx= ρ = ρ∫ ∫  

 

Συνολική δύναμη στο Pt: 
t

t b c t
P

f (P ) f f f (P )  ( T / x  b) dx= + ⇒ = ∂ ∂ + ρ∫  
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2. ΟΡΜΗ 
 

 Ορισμός: 
t

t
P

l(P )  v dx= ρ∫  

 
 Αξίωμα διατήρησης της ορμής (αξίωμα του Euler): 

 
 t t t tf (P )  l(P ) P B= ∀ ⊆  (*) 
 
 Σημείωση: ανάλογο του νόμου του Newton (F = ma) 
 

 Εξαγωγή της εξίσωσης πεδίου της διατήρησης της ορμής 
 

t o o o o t

t o o
P P P P P P

l(P )  v dx vF dX  v dX v dX = Fv dX = v dx
⋅ ⋅ ⋅

= ρ = ρ = ρ = ρ ρ ρ∫ ∫ ∫ ∫ ∫ ∫
 
(*)  

t tP P

( T / x b)dx v dx⇒ ∂ ∂ + ρ = ρ∫ ∫   

 

t

t t
P

( T / x b v)dx 0    P B⇒ ∂ ∂ + ρ − ρ = ∀ ⊆∫  

 
ποσότητα μέσα στο ολοκλήρωμα → συνεχής ⇒ 

 

 ∴    t
T b v x B
x

∂ + ρ = ρ ∀ ∈
∂

 … εξίσωση διατήρησης ορμής Π.E. 

 
 

o o

o

T/ X = ( T/ x)( x/ X) = ( T/ x)F
T 1 Tb v b v
x F X F F

/ F

∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ⎫
⎪ ρ ρ∂ ∂⎪+ ρ = ρ ⇒ + = ⇒⎬∂ ∂⎪

ρ = ρ ⎪⎭

 

 

 ∴    o o o
T b v X B
X

∂ + ρ = ρ ∀ ∈
∂

 … εξίσωση διατήρησης ορμής Π.L. 



 14 

ΚΕΦΑΛΑΙΟ 4 
 

1. ΑΝΑΚΕΦΑΛΑΙΩΣΗ 
 

 Εμπειρικές έννοιες: χώρος ή γεωμετρία (X), χρόνος (t), μάζα (m), 
δύναμη (f) 

 
 3 Άγνωστες συναρτήσεις: 

 
(i) Κίνηση:  x = χ(X,t)  [ή ισοδύναμα u(X,t) ή v(X,t)] 
 
(ii) Πυκνότητα:   ρ = ρ(x,t) 

 
(iii) Δυνάμεις επαφής ή τάσεις: T = T(x,t) 

 
Σημείωση: b(x,t) → γνωστές ή μετρήσιμες 

 
 2 Εξισώσεις πεδίου: 

 

(i) o Fρ = ρ    (Π.L.)      ή      ( v) 0
t x

∂ρ ∂ ρ+ =
∂ ∂

   (Π.E.) 

 

(ii) o o
T b v
X

∂ + ρ = ρ
∂

   (Π.L.)       ή      T b v
x

∂ + ρ = ρ
∂

   (Π.E.) 

 
⇒ 3 Αγνώστους ↔ 2 Εξισώσεις 
 
⇒ ∃ Μαθηματική απαίτηση για 1 επιπλέον εξίσωση. 
 
Επίσης, ∃ φυσική αναγκαιότητα για επιπλέον εξίσωση, έτσι ώστε να 
μπορούμε να περιγράψουμε τη συμπεριφορά διαφορετικών μεταξύ τους 
υλικών, μιας και οι υπόλοιπες εξισώσεις διατήρησης της μάζας και της 
ορμής ισχύουν για όλα τα υλικά (στερεά, υγρά, πολυμερή, μέταλλα, 
γεωυλικά, κλπ) 
 

Επιπλέον εξίσωση ≡ ΚΑΤΑΣΤΑΤΙΚΗ ΕΞΙΣΩΣΗ 
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2. ΠΑΡΑΔΕΙΓΜΑΤΑ ΚΑΤΑΣΤΑΤΙΚΩΝ ΕΞΙΣΩΣΕΩΝ 
 

 ΕΛΑΣΤΙΚΑ ΥΛΙΚΑ 
 

Οι τάσεις σε κάποιο σημείο δεν εξαρτώνται από το ρυθμό 
παραμόρφωσης, αλλά μόνο από το αρχικό και το τελικό σχήμα 
 
  Τ = f(F(X,t))  ομογενές ελαστικό μέσο 
  Τ = f(F(X,t),X)  μη ομογενές ελαστικό μέσο 
 
δηλ. συσχέτιση απόκρισης του υλικού (Τ) με την αιτία (F)  
 
Σημείωση: σε μη ομογενές μέσο, εξάρτηση από Χ ⇒ ενώ οι παραμορφώσεις για διαφορετικά 
υλικά σημεία μπορεί να είναι ίδιες, οι τάσεις μπορεί να είναι διαφορετικές 
 

συνήθως : ⎧⎨
⎩

 
Ελαστικά Στερεά  Ελαστικά Ρευστά 
Τ = f(F,X) = g(ε,Χ)  Τ = f(F,X) = h(ρ,Χ) 
 ε = ∂u/∂X = F - 1         ρ = ρο/F 

 
 ΙΞΩΕΛΑΣΤΙΚΑ ΥΛΙΚΑ 

 
Οι τάσεις εξαρτώνται & από το ρυθμό παραμόρφωσης 

 
    f (F, F, F, F,...)Τ =      →   υλικά διαφορικού τύπου 
 
Παραδείγματα: 
 p = υδροστατική πίεση 

μ = συντελεστής ιξώδους 
v / x F / F∂ ∂ =  

Νευτωνικά υγρά:   Τ = –p(ρ) + μ(∂v/∂
)

⎧
⎪
⎨
⎪
⎩  

 

 k = ελαστική σταθερά 
μ = συντελεστής ιξώδους Kelvin-Voigt στερεά:   T k= ε + με ⎧⎨

⎩  
 

 ΕΛΑΣΤΟ-ΠΛΑΣΤΙΚΑ ΥΛΙΚΑ 
 

o

n
o

k , ελαστική συμπεριφορά
T

k , T πλαστική συμπεριφορά∗

ε Τ < σ →⎧
= ⎨ ε ≥ σ →⎩

 

oσ  = τάση διαρροής 
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 ΜΗ-ΤΟΠΙΚΗ ΣΥΜΠΕΡΙΦΟΡΑ & ΥΛΙΚΑ ΜΕ ΒΑΘΜΙΔΕΣ 
 

Τάση εξαρτώμενη από παραμόρφωση στο εν λόγω σημείο & τις τιμές 
της παραμόρφωσης στα γειτονικά του σημεία. Προσεγγιστικά → 
βαθμίδες παραμόρφωσης, π.χ. 
  

 
2

2T k c
X

∂ ε= ε −
∂

        → στερεά 

 

 
2

2T p( ) c
X

∂ ρ= − ρ +
∂

 → υγρά 
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ΚΕΦΑΛΑΙΟ 5: ΓΡΑΜΜΙΚΑ ΕΛΑΣΤΙΚΑ ΣΤΕΡΕΑ 
 

 

ϕ 

T 

0 

k = tanϕ 

ε 

Τ = kε 
 
ε = ∂u/∂X 

 
 
 Μη-ομογενές υλικό →  k = k(X) > 0 
 Ομογενές υλικό →  k = σταθερά > 0 
  ≡ μέτρο ελαστικότητας, E 
 

 Σύστημα Εξισώσεων: 
 

o

o o

/ F
(X, t)

T b v (X, t) [ή F(X, t)]
X

T(X, t)T k

ρ = ρ ⎫ ρ⎧⎪∂ ⎪ ⎪+ ρ = ρ ⇒ χ⎬ ⎨∂ ⎪ ⎪
⎩= ε ⎪⎭

(*)

(**)

(***)

 

 
 Δεδομένου ότι: u x X u x v v u= − ⇒ = = ⇒ = ,    u / Xε = ∂ ∂  

 
 [(**) & (***)]   ⇒    XX o oku, b  u+ ρ = ρ             (#)  ... [για k = σταθ.] 
 

 (#) ⇒ 
u

F 1X
u F

∂ε= = +ε∂
⇒ ε ⇒ ,            (*)  ⇒ (X, t)ρ ,           (**)  ⇒  Τ(Χ,t) 

 
 

Επίλυση της εξίσωσης (#) στο Bo = {X / X ∈ [0, L]} 
 

 
0 L 

• Γραμμική διαφορική εξίσωση με μερικές παραγώγους
• Εξίσωση κύματος σε 1D 

 

• Οριακές συνθήκες: 
ˆu(0, t) u(t)

u(L, t) u(t)
=⎧

⎨ =⎩
 

 

• Αρχικές συνθήκες: 
o

o

u(X,0) u (X)
u(X,0) v (X)

=⎧
⎨ =⎩

 

γνωστές συναρτήσεις του t

γνωστές συναρτήσεις του Χ 
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Απόδειξη Μοναδικότητας της Λύσης 
 
Εάν ∃ 2 λύσεις u1(X,t) & u2(X,t), τότε η w(X,t) = u1(X,t) – u2(X,t) είναι 
λύση του προβλήματος: 
 

   
XX okw,   w

w(0, t)  0, w(L, t)  0, w(X,0)  0, w(X,0)  0

= ρ ⎫⎪
⎬

= = = = ⎪⎭
  (Α) 

 
Αρκεί να αποδειχθεί ότι η μοναδική λύση του (Α) είναι η  w 0≡  
 

(Α)1 ⇒   XX okw, w ww= ρ    ⇒   1 2
XX o2kw, w (w)

⋅
= ρ    ⇒ 

 

 ⇒   
L L

1 2
XX o2

0 0

kw, w dX (w) dX
⋅

= ρ∫ ∫    ⇒  

 ⇒  ( )
L L

1 2
X X X X o2

0 0

k w, w , w, w, dX  (w) dX

⋅

− = ρ⎡ ⎤⎣ ⎦∫ ∫  ⇒ 

 

 

 
LL

L 1 2
X X X o20

00

k (w, w) kw, w, dX (w) dX⇒ − = ρ ⇒∫∫
i0 (λόγω οριακ. συνθ.)

 
L LL

1 1 12 2 2 2
X o X o2 2 2

0 00

k(w, ) dX (w) dX k(w, ) (w) dX 0⇒ − = ρ ⇒ + ρ =∫ ∫∫
i i

i

 

 

 

[ ] [ ]
L L

1 12 2 2 2
X o X o2 2

0 0t t 0

k(w, ) (w) dX k(w, ) (w) dX 0
=

⎧ ⎫ ⎧ ⎫
⇒ + ρ − + ρ =⎨ ⎬ ⎨ ⎬

⎩ ⎭ ⎩ ⎭
∫ ∫

0 0 
(λόγω αρχικ. συνθ.) 

 
 

 [ ]
L

1 2 2
X o2

0

k(w, ) (w) dX 0⇒ + ρ =∫ ,     με  k > 0  &   ρo > 0 

 

 ⇒ { Xw, 0=  & w 0= },     ∀ Χ ∈ Βο 
 

Xw, 0=  ⇒  w = f(t),             {w = f(t), w 0= } ⇒  w = σταθ. 
 

{ w = σταθ., 
t 0

w 0
=

= }  ⇒  w ≡ 0  ⇒  1 2u u=  
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ΑΣΚΗΣΗ 1: Ίδιες αρχικές συνθήκες & μικτές συνοριακές συνθήκες, δηλ.  
 

• Αρχικές συνθήκες: 
o

o

u(X,0) u (X)
u(X,0) v (X)

=⎧
⎨ =⎩

 

 

• Οριακές συνθήκες: 
ˆT(0, t) p(t)

u(L, t) u(t)
=⎧

⎨ =⎩
 

 
Επιπλέον k = k(Χ) > 0 (μη-ομογενές μέσο) 
Δείξτε τη μοναδικότητα του ελαστοδυναμικού προβλήματος 
 
ΛΥΣΗ 
 

o o( T / X) b v
T k

u / X, v u

∂ ∂ + ρ = ρ ⎫
⎪= ε ⇒⎬
⎪ε = ∂ ∂ = ⎭

 XX X X o oku, k, u, b  u+ + ρ = ρ  

 
X 0ˆ ˆT(0, t) p(t) k(0)[ u / X] p(t)== ⇒ ∂ ∂ =  

 
Εάν ∃ 2 λύσεις u1(X,t) & u2(X,t), τότε η w(X,t) = u1(X,t) – u2(X,t) είναι 
λύση του προβλήματος: 
 

 
XX X X o

X

kw, k, w,   w

w(X,0)  0, w(X,0)  0, w, (0, t)  0, w(L, t)  0

+ = ρ ⎫⎪
⎬

= = = = ⎪⎭
  (Β) 

 
Αρκεί να αποδειχθεί ότι η μοναδική λύση του (Β) είναι η  w 0≡  
 

(B)1 ⇒ XX X X okw, w k, w, w ww+ = ρ ⇒ 1 2
XX X X o2kw, w k, w, w (w)

⋅
+ = ρ   

 

 ⇒   
L L L

1 2
XX X X o2

0 0 0

kw, w dX k, w, w dX (w) dX
⋅

+ = ρ∫ ∫ ∫    ⇒ 

 

γνωστές συναρτήσεις του t

γνωστές συναρτήσεις του Χ 
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[ ]
L L L L

L 1 2
XX X XX X X o20

0 0 0 0

kw, w dX k(w, w) kw, w dX kw, w, dX (w) dX
⋅

⇒ + − − = ρ∫ ∫ ∫ ∫
0 (λόγω οριακ. συνθ.)

 
L L L L

1 1 12 2 2
X X o X o2 2 2

0 0 0 0

kw, w, dX (w) dX k(w, ) dX (w) dX
⋅ ⋅

⇒ − = ρ ⇒ − = ρ∫ ∫ ∫ ∫
i

 

 
L

1 2 2
X o2

0

k(w, ) (w) dX 0⇒ + ρ =∫
i

 

 

[ ] [ ]
L L

1 12 2 2 2
X o X o2 2

0 0t t 0

k(w, ) (w) dX k(w, ) (w) dX 0
=

⎧ ⎫ ⎧ ⎫
⇒ + ρ − + ρ =⎨ ⎬ ⎨ ⎬

⎩ ⎭ ⎩ ⎭
∫ ∫

0 0 
(λόγω αρχικ. συνθ.) 

 
 

 [ ]
L

1 2 2
X o2

0

k(w, ) (w) dX 0⇒ + ρ =∫ ,     με  k > 0  &   ρo > 0 

 
 ⇒ { Xw, 0=  & w 0= },     ∀ Χ ∈ Βο 

 
Xw, 0=  ⇒  w = f(t),             {w = f(t), w 0= } ⇒  w = σταθ. 

 
{ w = σταθ., 

t 0
w 0

=
= }  ⇒  w ≡ 0  ⇒  1 2u u=  
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ΑΣΚΗΣΗ 2 
 
Δεδομένα 
 
♦ Ομογενές ελαστικό υλικό: T k= ε    (όπου k = σταθερά > 0) 
♦ Μηδενικές μαζικές δυνάμεις:  b = 0 
♦ oc k /= ρ  =  ταχύτητα του ήχου στο στερεό 
♦ u / Xε = ∂ ∂  
 
 
Να δειχθεί ότι: 
 
a) Το αξίωμα διατήρησης της ορμής δίνει τη διαφορική εξίσωση κύματος 

σε 1D: 2
XXu c u, 0− =  

 
b) Με τη βοήθεια της σύνθετης παραγώγισης και των μεταβλητών 

X ctξ = +  & X ctη = − , να δειχθεί ότι η εξίσωση κύματος 
2

XXu c u, 0− =  συνεπάγεται την εξίσωση: u, 0ξη = , της  οποίας η γενική 
λύση είναι: u( , ) f ( ) g( )ξ η = ξ + η , δηλ. u(X, t) f (X ct) g(X ct)= + + −  
(γενική λύση d’ Alembert) όπου f, g αυθαίρετες συναρτήσεις που 
προσδιορίζονται από τις αρχικές & συνοριακές συνθήκες του εκάστοτε 
προβλήματος 

 
c) Εάν Βο = {Χ / Χ ≥ 0}    …δηλ. ο ημιάπειρος μονοδιάστατος χώρος 
 

 
XX

X=0  
 

• Αρχικές συνθήκες: 
u(X,0) 0
u(X,0) 0

=⎧
⎨ =⎩

  ,          ∀ X ∈ Bo 

 

• Οριακές συνθήκες: 
ˆT(0, t) p(t)

T( , t) πεπερασμένο
=⎧

⎨ ∞ =⎩
  ,      ∀ t > 0 

 
να βρεθούν οι u(X,t) & T(X,t),    ∀ X ∈ Bo   &   t ≥ 0 
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ΛΥΣΗ 
 

a) Αξίωμα διατήρησης της ορμής (για b = 0): o o
T (k )v u
X X

∂ ∂ ε= ρ ⇒ = ρ ⇒
∂ ∂

 

 

 
2

o o o XX2

uk u k u u (k / )u, 0
X X

∂ε ∂
⇒ = ρ ⇒ = ρ ⇒ − ρ = ⇒

∂ ∂
 2

XXu c u, 0− =  

 
b) Αλλαγή μεταβλητών: u(X, t) u( , )→ ξ η , όπου X ctξ = +  & X ctη = −  
 

 X
u u u u uu, u, u,
X X X ξ η

∂ ∂ ∂ξ ∂ ∂η ∂ ∂≡ = + = + = +
∂ ∂ξ ∂ ∂η ∂ ∂ξ ∂η

 

 

 

2

XX 2

(u, ) (u, ) (u, ) (u, )uu,
X X X X X

(u, ) (u, ) (u, ) (u, )
u, 2u, u,

ξ ξ η η

ξ ξ η η
ξξ ξη ηη

∂ ∂ ∂ ∂∂ ∂ξ ∂η ∂ξ ∂η≡ = + + + =
∂ ∂ξ ∂ ∂η ∂ ∂ξ ∂ ∂η ∂

∂ ∂ ∂ ∂
= + + + = + +

∂ξ ∂η ∂ξ ∂η

 

 

 ( )u u u u uu c c c u, u,
t t t ξ η

∂ ∂ ∂ξ ∂ ∂η ∂ ∂= = + = − = −
∂ ∂ξ ∂ ∂η ∂ ∂ξ ∂η

 

 

( )

2

2

2 2

(u, ) (u, ) (u, ) (u, )uu c
t t t t t

(u, ) (u, ) (u, ) (u, )
c c u, 2u, u,

ξ ξ η η

ξ ξ η η
ξξ ξη ηη

∂ ∂ ∂ ∂⎡ ⎤∂ ∂ξ ∂η ∂ξ ∂η= = + − − =⎢ ⎥∂ ∂ξ ∂ ∂η ∂ ∂ξ ∂ ∂η ∂⎣ ⎦
∂ ∂ ∂ ∂⎡ ⎤

= − − + = − +⎢ ⎥∂ξ ∂η ∂ξ ∂η⎣ ⎦
 

 Άρα:  2 2
XXu c u, 0 4c u, 0ξη− = ⇒ − = ⇒    u, 0ξη =   u 0⎛ ⎞∂ ∂

⇒ = ⇒⎜ ⎟∂η ∂ξ⎝ ⎠
 

 

  
f ( )

u ( ) u ( )d g( )
ξ

∂
⇒ = φ ξ ⇒ = φ ξ ξ + η ⇒

∂ξ ∫  u( , ) f ( ) g( )ξ η = ξ + η  

 
 δηλ.   u(X, t) f (X ct) g(X ct)= + + −  
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c) Εφόσον: u(X, t) f (X ct) g(X ct)= + + −  (1) 
 

[ ]u(X, t) f (X ct) g (X ct) c f (X ct) g (X ct)
t t

∂ξ ∂η′ ′ ′ ′⇒ = + + − = + − −
∂ ∂

 (2) 

 
Θεωρώντας γενικές αρχικές συνθήκες της μορφής 
 

 u(X,0) R(X)
u(X,0) Q(X)

=⎧
⎨ =⎩

γνωστές συναρτήσεις του Χ 
[που στην παρούσα άσκηση είναι:   
  R(X) ≡ 0 & Q(X) ≡ 0 ]  

 

Οι εξισώσεις [(1) & (2)] [ ]
f (X) g(X) R(X)
c f (X) g (X) Q(X)

+ =⎧
⇒ ⎨ ′ ′− =⎩

 (3) 

 

Ολοκλήρωση της (3)2 στο διάστημα [0, Χ] ⇒ 
 

[ ] [ ]
X

0

c f (X) g(X) c f (0) g(0) Q(s)ds⇒ − − − = ⇒∫  

 

[ ]
X

0

1f (X) g(X) Q(s)ds f (0) g(0)
c

⇒ − = + −∫  (4) 

 

[(3)1 + (4)] [ ]
X

0

1 1 1f (X) R(X) Q(s)ds f (0) g(0)
2 2c 2

⇒ = + + −∫  (5) 

 

[(3)1 – (4)] [ ]
X

0

1 1 1g(X) R(X) Q(s)ds f (0) g(0)
2 2c 2

⇒ = − − −∫  (6) 

 

Αντικαθιστώντας στην (5) το όρισμα X με το X ctξ = + , και στην (6) 
το όρισμα X με το X ctη = − , προκύπτει: 
 

[ ]
X ct

0

1 1 1f (X ct) R(X ct) Q(s)ds f (0) g(0)
2 2c 2

+

⇒ + = + + + −∫  (7) 

 

[ ]
X ct

0

1 1 1g(X ct) R(X ct) Q(s)ds f (0) g(0)
2 2c 2

−

⇒ − = − − − −∫  (8) 
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Η εξίσωση (8), που δίνει τη συνάρτηση g(X ct)− , ισχύει για 
X ct 0 X ct− ≥ ⇔ ≥ , εφόσον η (6) έχει ληφθεί για τον ημιάπειρο χώρο, 
δηλ. για X 0≥ . Αντίστοιχος περιορισμός δεν προκύπτει για τη 
συνάρτηση f(X+ct), μιας και το όρισμα της είναι X ct 0+ ≥ , ∀ X ∈ Bo 
& t ≥ 0. 
 

[(1),(7),(8)]
X ct

X ct

R(X ct) R(X ct) 1u(X, t) Q(s)ds
2 2c

+

−

+ + −
⇒ = + ∫ , X ct 0− ≥  

 
η οποία για [R(X) ≡ 0 & Q(X) ≡ 0] ⇒ u(X,t) = 0,   για X ct 0− ≥  
 

uT k k
X

∂= ε =
∂

  ⇒ T(X,t) = 0,    για X ct 0− ≥  

 
Επίσης:  

u(X, t)T(X, t) k T(X, t) k f (X ct) g (X ct)
X X X

∂ ∂ξ ∂η⎡ ⎤′ ′= ⇒ = + + − ⇒⎢ ⎥∂ ∂ ∂⎣ ⎦
 

 
[ ]T(X, t) k f (X ct) g (X ct)′ ′⇒ = + + −  

 
η οποία, λόγω της οριακής συνθήκης ˆT(0, t) p(t)= , δίνει: 
 
 [ ] ˆk f (ct) g ( ct) p(t)′ ′+ − =  
 
Θέτουμε: ctζ = − , οπότε: [ ] ˆk f ( ) g ( ) p( / c)′ ′−ζ + ζ = −ζ ⇒  
 

 1 ˆg ( ) p( / c) f ( )
k

′ ′⇒ ζ = −ζ − −ζ  (9)  

 
Η τελευταία εξίσωση συσχετίζει την g με αρνητικό όρισμα ( 0ζ < ) και 
την f με θετικό όρισμα, η οποία δίνεται από την (5) που για R(Χ) ≡ 0 & 
Q(X) ≡ 0 δίνει [ ]1

2f (X) f (0) g(0) f (X) 0′= − ⇒ = , δηλ. f ( ) 0′ −ζ = .  
 

0

1 1ˆ ˆg ( ) p( / c) g( ) p( s / c)ds g(0)
k k

ζ

′⇒ ζ = −ζ ⇒ ζ = − +∫ ,  για 0ζ <  
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Θέτοντας s / cτ = − , η τελευταία σχέση γίνεται: 
 

 
/ c

0

c ˆg( ) p( )d g(0)
k

−ζ

ζ = − τ τ +∫ , για 0ζ <  

 
όπου αντικαθιστώντας το όρισμα ζ με το X ctη = − , προκύπτει: 
 

 
t X / c

0

c ˆg(X ct) p( )d g(0)
k

−

− = − τ τ +∫ , για X ct 0− <  

 
Όμως: [ ] [ ]1 1

2 2f (X) f (0) g(0) f (0) f (0) g(0) f (0) g(0)= − ⇒ = − ⇒ = − ⇒  
 

f (X) g(0) f (X ct) g(0)⇒ = − ⇒ + = −  
 

Άρα: 
t X / c

0

c ˆu(X, t) f (X ct) g(X ct) p( )d
k

−

= + + − = − τ τ∫ ,    για X ct 0− <  

 
και χρησιμοποιώντας τον κανόνα του Leibnitz για την παραγώγιση 
ολοκληρωμάτων: 
 

 
 

προκύπτει η τάση ως: 
 

u(X, t) ˆT(X, t) k p(t X / c)
X

∂= = −
∂

,    για X ct 0− <  
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ΣΗΜΕΙΩΣΗ ΓΙΑ ΜΗ-ΓΡΑΜΜΙΚΑ ΕΛΑΣΤΙΚΑ ΣΤΕΡΕΑ 
 

 

0 

Τ=g(ε) 

ε 

όχι 
XT g( ) g(u, )

g ( ) 0 (δηλ. γνησ.αύξουσα)

= ε =

′ ε >

 
 

X XX o og (u, ) u,  + b = u′⇒ ρ ρ  
 
δηλ. υπερβολικού τύπου μη-γραμμική διαφορική εξίσωση με μερικές 
παραγώγους 
 
Παράδειγμα: 
 

 

X=L 
l 

♦ Eλαστοστατικό πρόβλημα → u 0 u 0= ⇒ =  

♦ Bο = { X / 0 ≤ X ≤ L} 

♦ B = { Χ / 0 ≤ Χ ≤ l} 

♦ Οριακές συνθήκες: u(0,t) = 0 & T(L,t) = 0 

♦ Επίδραση βαρύτητας → b = G 

X = 0 

 
 

{ }
X

X XX o 1
o

X 0

g (u, ) u,   G  0
u(X) g G(L s) ds

u(0) 0, u, (L) 0
−′ + ρ =⎧ ⎫

⇒ ⇒ = ρ −⎨ ⎬= = ⎭⎩
∫  

 

Στη γραμμική περίπτωση: 1 1g( ) k g ( )
k

−ε = ε → ε = ε  

 

Οπότε προκύπτει:  oG Xu(X) L X
k 2

ρ ⎛ ⎞= −⎜ ⎟
⎝ ⎠
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ΚΕΦΑΛΑΙΟ 6: ΣΥΜΠΙΕΣΤΑ ΡΕΥΣΤΑ 
 

1. ΕΛΑΣΤΙΚΑ (ή ΒΑΡΟΤΡΟΠΙΚΑ) ΡΕΥΣΤΑ 
 
Η τάση T(X,t) εξαρτάται μόνο από την πυκνότητα: 
 

T = – p(ρ),      p ( ) 0′ ρ >  
 

oc p ( )′≡ ρ  = ταχύτητα  του ήχου στο ρευστό 
 

 Σύστημα Εξισώσεων: 
 

 

/ t ( v) / x 0 v vp ( ) b v
T x t xb v
x ( v) 0T p( ) t x

∂ρ ∂ + ∂ ρ ∂ = ⎫ ⎧ ⎫∂ρ ∂ ∂⎛ ⎞ ⎛ ⎞′− ρ + ρ = ρ +⎪ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎪ ⎪∂ ⎪ ⎪ ⎪∂ ∂ ∂⎝ ⎠ ⎝ ⎠+ ρ = ρ ⇒⎬ ⎨ ⎬∂ ∂ρ ∂ ρ⎪ ⎪ ⎪+ == − ρ ⎪ ⎪ ⎪∂ ∂⎩ ⎭⎭

 (*) 

 
 (*) → σύστημα εξισώσεων αεροδυναμικής (gas dynamics) 
 

 o

b 0
0

v 0 (κατάσταση ισορροπίας) x t
= ⎫ ∂ρ ∂ρ

⇒ = = ⇒ ρ = ρ⎬= ∂ ∂⎭
 = σταθ. 

 
 Καταστάσεις κοντά στην ισορροπία (v = 0, oρ = ρ ) με b = 0 

 
 o (x, t)ρ = ρ + ρ ,    o/ 1ρ ρ <<  
 

 v v(x, t)= ,   όπου  ( )ρ = O ε  & v ( )= O ε   με 1<<ε  
 

 Αντικατάσταση στο (*)
o o(1 / )

o o

o

p ( ) v vv
(1 / ) x t x

v ( v) 0
t x x

ρ=ρ +ρ ρ
′⎧− ρ ⎫∂ρ ∂ ∂⎛ ⎞ = +⎪ ⎪⎜ ⎟⎪ ⎪ρ + ρ ρ ∂ ∂ ∂⎝ ⎠⇒ ⎨ ⎬

∂ρ ∂ ∂ ρ⎪ ⎪+ ρ + =⎪ ⎪∂ ∂ ∂⎩ ⎭

 (#) 

 
 Όροι τάξης 2( ) 0→O ε  [δηλ. v( v / x) 0∂ ∂ →  & ( v) / x 0∂ ρ ∂ → ] & 

o1 / 1+ ρ ρ →  
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 (#) 

o

o

o

p ( ) v
x t

v
t x

′− ρ ∂ρ ∂⎧ ⎫=⎪ ⎪ρ ∂ ∂⎪ ⎪⇒ ⎨ ⎬
∂ρ ∂⎪ ⎪= −ρ⎪ ⎪∂ ∂⎩ ⎭

 σύστημα συζευγμένων διαφορικών εξισ. 

 
 Αποσύζευξη του συστήματος παραγωγίζοντας κάθε εξίσωση ως προς t 

& x: 
 

 ⇒     

2 2
o

2
o

2 2

o2

p ( ) v
x t t

v
t x t

′− ρ ∂ ρ ∂⎧ ⎫=⎪ ⎪ρ ∂ ∂ ∂⎪ ⎪
⎨ ⎬

∂ ρ ∂⎪ ⎪= −ρ⎪ ⎪∂ ∂ ∂⎩ ⎭

      &    

2 2
o

2
o

2 2

o 2

p ( ) v
x x t

v
x t x

′− ρ ∂ ρ ∂⎧ ⎫=⎪ ⎪ρ ∂ ∂ ∂⎪ ⎪
⎨ ⎬

∂ ρ ∂⎪ ⎪= −ρ⎪ ⎪∂ ∂ ∂⎩ ⎭

 

 
 από τις οποίες εύκολα λαμβάνεται: 
 

 

2 2

o 2 2

2 2

o 2 2

p ( )
x t
v vp ( )

x t

∂ ρ ∂ ρ⎧ ⎫′ ρ =⎪ ⎪⎪ ⎪∂ ∂
⎨ ⎬∂ ∂⎪ ⎪′ ρ =
⎪ ⎪∂ ∂⎩ ⎭

 … εξισώσεις διάδοσης κύματος με oc p ( )′= ρ  

 

 Άρα, λύση:  
f (X ct) g(X ct)

v (X ct) h(X ct)
ρ = + + −⎧
⎨ = φ + + −⎩

 

 
 
2. ΝΕΥΤΩΝΙΚΑ ΥΓΡΑ 
 
Ιξώδη ρευστά των οποίων η τάση T(X,t) εκτός από την πυκνότητα 
εξαρτάται και από τον ανηγμένο ρυθμό μετατόπισης (ή ρυθμό διάτμησης): 
 

T = f(ρ,κ)  με  κ = ∂v/∂x   ή   T = f(ρ,∂v/∂x) 
 

Ειδική περίπτωση → κλασσικά νευτωνικά υγρά: 
 

T = – p(ρ) + μ ∂v/∂x 
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p(ρ) = θερμοδυναμική πίεση (π.χ. καταστατική εξίσωση τέλειων αερίων) 
 

μ ∂v/∂x = τάση λόγω ιξώδους (εκδηλώνεται μόνο με την κίνηση) 
 

μ > 0 … συντελεστής ιξώδους 
 

 Σύστημα Εξισώσεων: 
 

 

( v) 0
t x
T v vb v
x t x

vT p( )
x

∂ρ ∂ ρ ⎫+ = ⎪∂ ∂ ⎪
∂ ∂ ∂ ⎪⎛ ⎞+ ρ = ρ + ⎬⎜ ⎟∂ ∂ ∂⎝ ⎠⎪

⎪∂= − ρ + μ ⎪∂ ⎭

 (Λ) 

 
Αντικατάσταση (Λ)3 στην (Λ)2 ⇒   

 ⇒ 
2

2

( v) 0
t x

p( ) v v vb v
x x t x

∂ρ ∂ ρ⎧ + =⎪ ∂ ∂⎪
⎨ ∂ ρ ∂ ∂ ∂⎛ ⎞⎪− + μ + ρ = ρ +⎜ ⎟⎪ ∂ ∂ ∂ ∂⎝ ⎠⎩

 (Ξ) 

 
 Επίλυση (Ξ) για μόνιμη κατάσταση (steady state) με b = 0 

 

Μόνιμη κατάσταση: 
0 (x)

t
v 0 v v(x)
t

∂ρ⎧ ⎫= ⇒ ρ = ρ⎪ ⎪⎪ ⎪∂
⎨ ⎬∂⎪ ⎪= ⇒ =
⎪ ⎪∂⎩ ⎭

 (#) 

 

 (Ξ)1 ⇒ ( v) 0 v (t)
x

∂ ρ = ⇒ ρ = φ
∂

  (*) 

 
[(#) & (*)] ⇒ vρ  = σταθερό 
 

Οριακές συνθήκες: o

o

(σταθερά), για x
v v (σταθερά), για x
ρ = ρ → −∞⎧
⎨ = → −∞⎩

 

 



 30 

  ∴ o ov vρ = ρ  (1) 
 
(1)  →  Π.E. αρχής διατήρησης της μάζας 
 
ενώ: o oF / v / v= ρ ρ =   →  Π.L. αρχής διατήρησης της μάζας 
 

(Λ)2 o o o o
T v v ˆv v T v v T(t)
x x x

∂ ∂ ∂
⇒ = ρ = ρ ⇒ = ρ +

∂ ∂ ∂
 

 

για  
ˆT T(t) ˆv 0 T(t)

T p( ) p( (x))
⎧ ⎫== ⇒ ⇒ =⎨ ⎬

= − ρ = − ρ ⎭⎩
 σταθ. 

 

για o o 2
o o o2

o o

T p( ) p
x σταθ. p v

T v σταθ.
= − ρ ≡ −⎧ ⎫

→ −∞ ⇒ ⇒ = − − ρ⎨ ⎬= ρ + ⎭⎩
 

 
Άρα: o o o oT v (v v ) p= ρ − −  (2) 
 
 
Εύρεση της v(x) 
 

[(Λ)3, (2)]  ⇒ o o o o o o

o

vp( v / v) v (v v ) p( )
x

v(x) v για x

∂⎧− ρ + μ = ρ − − ρ⎪ ∂⎨
⎪ → → −∞⎩

 (~) 

 
Αδιάστατη μεταβλητή: of (x) v(x) / v=  
 

(~) ⇒ 
2

o o o o o
fp( / f ) v v (f 1) p( )
x

f (x) 1 για x

∂⎧ ⎫− ρ + μ = ρ − − ρ⎪ ⎪
∂⎨ ⎬

⎪ ⎪→ → −∞⎩ ⎭

  … Π.Ε. ($) 

 
o

x (X,t )
o

f (x) v(x) / v συντεταγμένη x
F(X, t) f (x)

F(X, t) v(X, t) / v συντεταγμένη X =χ

= → ⎫
→ =⎬= → ⎭

 (+) 

 
μόνιμη κατάσταση

f / t 0
o

f f f fF v F v v F
t x x x

∂ ∂ =∂ ∂ ∂ ∂= + ⎯⎯⎯⎯⎯⎯→ = =
∂ ∂ ∂ ∂
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($) ⇒ 
2

o o o op( / F) (F/ F) v (F 1) p( )
F 1 για t

⎧ ⎫− ρ + μ = ρ − − ρ
⎨ ⎬

→ → −∞⎩ ⎭
  … Π.L. ($$) 

 
Μια λύση της ($) είναι η f (x) 1≡  που ισοδυναμεί με τη λύση F 1≡  της 
($$).  
Ποιοτικά γραφικές παραστάσεις άλλων λύσεων: 

 

 

 

v/vo=1 

f(x) = ρ/ρο = v/vo 

x  
 

 F(t)

t

F=1 

F vs. t για συγκεκριμένο υλικό 
σημείο X του μέσου 

 
 
 

ΠΕΡΙΠΤΩΣΗ 1: Ελαστικό (τέλειο) υγρό: T = –p(ρ),  δηλ.  μ ≡ 0 
 

($$) ⇒ 
2

o o o op( / F) v (F 1) p( )
...(αλγεβρ. εξίσωση)

F 1 για t
− ρ = ρ − − ρ⎧ ⎫
⎨ ⎬→ → −∞⎩ ⎭

  (%) 

 
Μια λύση της (%) είναι η F 1≡  
 
Έστω ότι ∃ 2η (ασυνεχής) λύση τέτοια ώστε: F = 1 – h, για t > to με 
| h | 1<<  
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(%)1  ⇒   o 2
o o o1 hp( ) v h p( )ρ

−− = −ρ − ρ  (^) 
 
Σειρά Taylor της o

1 hp( )ρ
−  γύρω από oρ : 

 

 o o o
o o o o o1 h

hp( ) p( ) p ( ) ... p( ) p ( ) ...
1 h 1 h

ρ
−

ρ ρ⎛ ⎞′ ′≅ ρ + ρ − ρ + = ρ + ρ +⎜ ⎟− −⎝ ⎠
 

 

(^)  ⇒   o o2
o o o 2 2

o

h p ( ) 1p ( ) v h h 1 h 1
1 h v M

′ρ ρ′− ρ = −ρ ⇒ = − ⇒ = −
−

 

 
op ( ) c′ ρ ≡  = ταχύτητα ήχου στο ρευστό 

 
2 2 2

oM v / c≡ =  αριθμός Mach 
 

Αν   
M 1 Υπερηχητική ροή
M 1 Υπoηχητική ροή

> →⎧
⎨ < →⎩

 

 
 F 

t 

1 

1/M2

 
 
 

ΠΕΡΙΠΤΩΣΗ 2:    –p(ρ) = (σταθερά)ρ,        μ ≠ 0 
 
Όμως:  o o op p( ) p= ρ ⇒ = (σταθερά) oρ  ⇒ (σταθερά) = o op /ρ  
 
Άρα:  o op( ) (p / )− ρ = ρ ρ  
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($$) ⇒  
2 2

o oF v (F 1)(F M )
F 1 για t

−⎧ ⎫μ = ρ − −
⎨ ⎬

→ → −∞⎩ ⎭
   (//) 

 

όπου: 2 2 2
o o o o oM v / p ( ) v / p′= ρ = ρ  

 

(//)1 ⇒ 
2

o o2 2 2 2 -2
o o o o

dF M F 1dt t ln t t
v (F 1)(F M ) v (M 1) F M−

μ μ −= − ⇒ = −
ρ − − ρ − −∫ ∫  

 

 ⇒  o
-2

t tF 1 exp
F M

−− ⎛ ⎞= ⎜ ⎟− τ⎝ ⎠
            … ot →   σταθ. ολοκλήρωσης 

 

όπου:  
2

2 2 2
o o o

M
v (M 1) p (M 1)

μ μτ ≡ =
ρ − −

 =  χαρακτηριστικός χρόνος δομής shock 

 

Παρατήρηση 1:  Μ > 1 (δηλ. τ > 0) 

o

o

o

t t
2

2

t t
2

2

t t

2

F 1F M        e
F M
1 FM F 1      e

F M
F 1F 1      e

F M

−
− τ

−

−
− τ

−

−
τ

−

⎧ −< → =⎪ −⎪
⎪ −

⇒ < < → =⎨ −⎪
⎪ −> → =⎪ −⎩

 

 
 F=v/vo=ρo/ρ

M-2

t = to

κλίση: 
2

o 2

M 1F(t )
4M

−= −
τ

2

o
1 MF(t )

2

−+= ,

1 

t 

 μόνος αποδεκτός κλάδος 
 F ≠ {0, ∞}  
 t → – ∞  ⇒ F → 1 

 

Όταν  μ → 0 ⇒ τ → 0 ⇒ oF(t ) → −∞  ⇒  δομή shock 
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Παρατήρηση 2:  Μ < 1 (δηλ. τ < 0) 

o

o

o

t t

2

t t
2

2

t t
2

2

F 1F 1      e
F M

1 F1 F M       e
F M

F 1F M    e
F M

−
τ

−

−
− τ

−

−
− τ

−

⎧ −< → =⎪ −⎪
⎪ −

⇒ < < → =⎨ −⎪
⎪ −> → =⎪ −⎩

 

 

 F=v/vo=ρo/ρ 

M-2

t = to

1 
t 

 
 

δηλ. t → – ∞  ⇒ F → 2M−  (όχι F → 1) 
Άρα για Μ < 1 αυτή η λύση απορρίπτεται & μοναδική λύση είναι η F ≡ 1 
 
 
Παρατήρηση 3:  Μ = 1,  οπότε: (//)1 ⇒ 2 2

o oF v (F 1)μ = ρ −  
 

⇒ o2 2 2
o o o o o

dF 1dt t F 1
v (F 1) v (t t )

μ μ= − ⇒ = −
ρ − ρ −∫ ∫  

 

 F=v/vo=ρo/ρ

t = to

1 

t 

 
 

Μολονότι,  t → – ∞  ⇒ F → 1, η λύση απορρίπτεται γιατί t → to ⇒ F → ∞ 
Άρα για Μ = 1 μοναδική λύση είναι η F ≡ 1 
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ΚΕΦΑΛΑΙΟ 7: ΙΞΩΕΛΑΣΤΙΚΑ ΥΛΙΚΑ 
 

Η τάση T(X,t) εξαρτάται όχι μόνο από την παραμόρφωση ανά πάσα 
χρονική στιγμή αλλά & από την ιστορία της παραμόρφωσης μέχρι τη 
συγκεκριμένη χρονική στιγμή: 
 

[ ]

[ ]

t

t

T (X,t) = F(X, ) ομογενή υλικά

 t

T(X,t) = F(X, ),X μη -ομογενή υλικά

∞

∞

⎫τ ⎪
⎪ ∀ τ ≤⎬
⎪τ ⎪⎭

-

-

f

f
 

 
f  → συναρτησιακό της συνάρτησης F(X,t) 

 
Π.χ., 1η εξίσωση ⇒ εάν γνωρίζουμε την F για όλους τους χρόνους από -∞ 
έως t, μπορούμε να προσδιορίσουμε την Τ στον παρόντα χρόνο t. 
 

Μετασχηματισμός: τ = t – s  →  [ ]
s 0

T (X,t) = F(t s)
∞

=
−f ,  για σταθερό Χ 

 
 
 

s

F(t-s) 
F(t)

F 

0 t t 
 

 
δηλ. μόνο το χρονικό διάστημα s από τον παρόντα χρόνο είναι σημαντικό. 
Π.χ. αν s = 10 μέρες, τότε το υλικό “θυμάται” μόνο ότι συνέβη σ’ αυτό 
μέσα στις 10 μέρες & τίποτε περισσότερο. 
 
Ορισμός:  F(t-s)= Ft(s) 
 

 
n n n

t n n (n)
s 0 s 0 tn n n

d d dF (s) | F(t s) | ( 1) F( ) | ( 1) F (t)
ds ds d= = τ=⇒ = − = − τ = −

τ
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ΠΕΡΙΠΤΩΣΗ 1:  s = 0 
 

  [ ]
s 0

T(t) = F(t 0)   T(t)  f (F(t))
∞

=
− ⇒ =f    … ελαστικό υλικό 

 
 
ΠΕΡΙΠΤΩΣΗ 2: Rivlin-Eriksen ή διαφορικού τύπου ιξωελαστικά 

υλικά 
 
• Μικρή εξάρτηση (short-range) από την ιστορία παραμόρφωσης 
 

• T(t) εξαρτάται από {Ft(0)= F(t), 
n

t t
s=0 s=0n

d dF (s)| ,..., F (s)|
ds ds

}, δηλ. 

 
(n)T(t)  f (F(t),  F(t),...,  F (t))=  

 
• Σημείωση: 

 
(n)

(n) (n) (n) (n)F (t) x / X  x / X ( x / x)( x / X) ( x / x)F= ∂ ∂ = ∂ ∂ = ∂ ∂ ∂ ∂ = ∂ ∂  
 

δηλ. για:  (1)n 1 x v &  F F ( v / x)F= → = = = ∂ ∂  
 (2)n 2 x v &  F F ( / x)F= → = = = ∂α ∂  
     .       .      .      .       .         .        . 
     .       .      .      .       .         .        . 
 

 
(n) (n-1)

(n)
nn n x v  &  F ( / x)F= → = = ∂α ∂ ,    με  (n)

n xα =  
 
Άρα, ιξωελαστικό υλικό πολυπλοκότητας n: 
 

nT g(F(t), v / x,  / x,...,  / x)= ∂ ∂ ∂α ∂ ∂α ∂  
 

ρευστά →  nT g( , v / x,  / x,..., / x)= ρ ∂ ∂ ∂α ∂ ∂α ∂  
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ΠΕΡΙΠΤΩΣΗ 3: Yλικά με μεγάλο εύρος (long-range) εξάρτησης ή 
ολοκληρωτικά μοντέλα συμπεριφοράς 

 

 
0

T(t)=k (t) G (0) (t) G(s) (t s)ds
∞

∞ε + ε + ε −∫  (#) 

 
Όπου:  F 1ε = −  
 
k∞ =  σταθ. > 0   …μέτρο ελαστικότητας στην κατάσταση ισορροπίας 
 
 
 

s0

G(0)

G(s) G(s) = συνάρτηση χαλάρωσης 
 
[μια συνάρτηση “επιρροής” ή
“βάρους” (wieght function) που
εκφράζει το πόσο επηρεάζεται η
παρούσα συμπεριφορά του υλικού
από το παρελθόν του] 
 

 
 

G(0) > 0  &  
s

G (s) 0lim
→∞

=    [δηλ. μνήμη που ξεθωριάζει (fading memory)] 
 
k G(0)∞ +  = αρχικό μέτρο ελαστικότητας 
 
Σημείωση: η (#) είναι η γενική καταστατική εξίσωση της γραμμικής 
ιξωελαστικότητας [αποτέλεσμα της θεωρίας της συναρτησιακής ανάλυσης & 

γραμμικοποίησης (ανάπτυξη του [ ]
s 0

T(t) = (t s)
∞

=
ε −f  κατά Frechét σε αναλογία με 

την ανάπτυξη της συνάρτησης f  κατά Taylor & διατήρηση του πρώτου ή γραμμικού 
όρου)] 
 
 
Παράδειγμα: 
 

0,    0
( )

,   0∗

τ <⎧
ε τ = ⎨ε τ ≥⎩

 

 
 ε 

t 

ε∗
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τ = t – s    →     
0,    s t

(t s)
,   s t∗

>⎧
ε − = ⎨ε ≤⎩

 

 

 t

0

0 t 0
T(t)

k G(0) G(s) ds t 0∗ ∗ ∗
∞

<⎧
⎪⇒ = ⎨ ε + ε + ε ≥⎪
⎩

∫
 

 

 
0 t 0

T(t)
k G(0) [G(t) G(0)] t 0∗ ∗ ∗

∞

<⎧
⇒ = ⎨ ε + ε + − ε ≥⎩

 

 

 
0 t 0

T(t)
[k G(t)] t 0∗

∞

<⎧
⇒ = ⎨ + ε ≥⎩

 

 
 
 

ισορροπία 

t 

T(t) 

[k∞ + G(0)]ε* 

k∞ε* 

G(t)

 
 
→ Χαλάρωσης τάσης (stress relaxation) [δηλ. για ε = σταθ., το Τ 
μειώνεται με το χρόνο t προς μια ασυμπτωτική τιμή ισορροπίας]. Από μια 
τέτοια διαδικασία (πείραμα) που γίνεται στο εργαστήριο προσδιορίζονται 
τα k∞  και G(t) πειραματικά 
 
 
ΜΟΝΤΕΛΟ KELVIN-VOIGT 
 
• Ανήκει στην κατηγορία: T f (F,F)= , δηλ. υλικών μικρή εξάρτηση από 

την ιστορία της παραμόρφωσης 
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• Φανταζόμαστε κάθε υλικό σωματίδιο Χ να λειτουργεί σαν ένας 
μηχανισμός που αποτελείται από ένα ελατήριο & έναν αποσβεστήρα 
ιξώδους σε παράλληλη διάταξη: 

 
 
 

T 

μ > 0

k>0

T 

 
 

Ελατήριο:   k kT k= ε ,              Αποσβεστήρας:   Tμ μ= με  
 

 Παράλληλη διάταξη ⇒ k

k

T T Tμ

μ

= + ⎫⎧ ⎪⇒⎨ ⎬ε = ε = ε ⎪⎩ ⎭
   T k= ε + με  (*) 

 
• Το μοντέλο αυτό μπορεί να περιγράψει ερπυσμό, δηλ. για T = σταθ., 

το ε αυξάνει με το χρόνο t 
 

Έστω,  Τ = Το = σταθ. 
 

ε (t = 0) = 0 
  

 
 

T

t 

To 

 
 

 ⇒   oT kε = − ε
μ μ

      … κανονική διαφορική εξίσωση 1ης τάξης 

 

∴    t /oT (1 e )
k

− τε = −  

 
 τ ≡ μ / k   =   χαρακτηριστικός χρόνος ερπυσμού (ιδιότητα του υλικού) 
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 ε 

t 

1 oTe
k

−

αύξηση του μ 

oT
k

 

0 τ  
 
 

Δυναμική του μοντέλου Kelvin-Voigt 
 

 
 

XX XX o oku, u, b  u+ μ + ρ = ρ

κυματική εξίσωση με απόσβεση  
(damped wave equation) 

o o

X

T b v
x

T k , v u, u,

∂ ⎫+ ρ = ρ ⎪⇒∂ ⎬
⎪= ε + με = ε = ⎭

 
 

Για μη-γραμμική ελαστικότητα, δηλ.:  T g( )= ε + με   
 
⇒ X XX XX o og (u, )u, u, b  u′ + μ + ρ = ρ   … γενικευμένη κυματική εξίσωση με απόσβεση 
 
 
Ειδική λύση της Κυματικής Εξίσωσης με Απόσβεση για b ≡ 0 
 

0
L oB {X / X [0,L]}= ∈

 
 
• Αρχικές συνθήκες: u(X,0) 0,     u(X,0) sin( X / L)= = π  
 
• Οριακές συνθήκες: u(0, t) 0,     u(L, t) 0= =  
 
Έστω λύση η u(X,t) = U(t) sin(πX/L), που ικανοποιεί τις οριακές 
συνθήκες, τότε: 
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2 2

ok( / L) U(t) ( / L) U(t)  U(t) 0

U(0) 0, U(0) 1

⎫π + μ π + ρ = ⎪
⎬

= = ⎪⎭
  (A) 

 

Για μ ≡ 0, το (Α) έχει τη λύση: o

o

L kU(t) sin t
k L

⎛ ⎞ρ π= ⎜ ⎟⎜ ⎟π ρ⎝ ⎠
, οπότε:   

 

o

o

L k Xu(X, t) sin t sin
k L L

⎛ ⎞ρ π π⎛ ⎞= ⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎜ ⎟π ρ ⎝ ⎠⎝ ⎠
 

 
 
u 

t0 

X = σταθερό 
μ ≡ 0 

λόγω απουσίας επίδρασης ιξώδους η 
μετατόπιση u(t) εμφανίζει ταλάντωση  
σταθερού πλάτους (ημιτονοειδή) 

 
 
 

Λύση του (Α) για μ ≠ 0:  t t t
1U(t)  e (e e )

2
−ω α −α= −

α
,   με  α ≠ 0  (Β) 

 

όπου:     
2

o2 L
μ π⎛ ⎞ω = ⎜ ⎟ρ ⎝ ⎠

     &     
2

o
2 2

o

4 k 1
2 L ( / L)

ρμ π⎛ ⎞α = −⎜ ⎟ρ μ π⎝ ⎠
 

 
o

2 2
t

o
2 2

4 ksinh( t) , πραγματικό, δηλ. 1
( / L)X(B) u(X, t) e sin

sin( t) 4 kL , φανταστικό, δηλ. 1
( / L)

−ω

ρα⎧ α = <⎪ α μ ππ ⎪⎛ ⎞⇒ = ⎨⎜ ⎟ α ρ⎝ ⎠⎪ α = >
⎪ α μ π⎩
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 u 

t0 

α = πραγματικό
X = σταθερό 

μ → αρκετά μεγάλο.  
u αρχικά αυξάνει ενώ στη 
συνέχεια τείνει να μηδενιστεί 
λόγω της επίδρασης του 
ιξώδους (που είναι τόσο 
ισχυρή ώστε δε συμβαίνει 
ουδεμία ταλάντωση). 

 
 
 

t 0 

u 

α = φανταστικό 
X = σταθερό 

μ → μικρό  
ταλάντωση με απόσβεση ή 
ταλάντωση φθίνοντος  
εύρους 

 
 
 
Σημείωση: 

Όταν α = 0 ⇔ 
2

o o
2 2 2

4 k 4 k 2k1
( / L) L
ρ ρπ⎛ ⎞= ⇒ = ⇒ ω =⎜ ⎟μ π μ μ⎝ ⎠

 

 
και η χαρακτηριστική εξίσωση της (Α)1 έχει τη διπλή ρίζα: (root) = −ω 
 
Οπότε λύση του (Α):    tU(t) te−ω=  
 

⇒   t
Xu(X, t) te sin
L

−ω
π⎛ ⎞= ⎜ ⎟

⎝ ⎠
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 u 

t0 

α = 0 
X = σταθερό 

μ → ενδιάμεση τιμή 
u αρχικά αυξάνει ενώ στη 
συνέχεια τείνει να μηδενιστεί 
λόγω της επίδρασης του 
ιξώδους (που είναι αρκετά 
ισχυρή ώστε να μη συμβαίνει 
ουδεμία ταλάντωση). 

ω–1 
 

 
 
ΜΟΝΤΕΛΟ MAXWELL 
 

• Ανήκει στην κατηγορία: 
0

T(t)=k (t) G (0) (t) G(s) (t s)ds
∞

∞ε + ε + ε −∫ , δηλ. 

υλικών με μεγάλο εύρος εξάρτησης από την ιστορία της 
παραμόρφωσης (ολοκληρωτικό μοντέλο) 

 
• Φανταζόμαστε κάθε υλικό σωματίδιο Χ να λειτουργεί σαν ένας 

μηχανισμός που αποτελείται από ένα ελατήριο & έναν αποσβεστήρα 
ιξώδους διατεταγμένα σε σειρά: 

 
 μ > 0k > 0

T T  
 

Ελατήριο:   k kT k= ε ,              Αποσβεστήρας:   Tμ μ= με  
 

 Διάταξη σε σειρά ⇒ k

k

T T Tμ

μ

= = ⎫⎧ ⎪⇒⎨ ⎬ε = ε + ε ⎪⎩ ⎭
  k

T T
kμε = ε + ε = +

μ
 

 

 ∴ 
1T T k+ = ε
τ

 (Ψ) 

 
 τ ≡ μ / k  =   χαρακτηριστικός χρόνος απόσβεσης (ιδιότητα του υλικού) 
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(Ψ) ⇒ 
t t

t t t t1e T T e k e T e k e T( ) d ke ( ) dτ τ τ τ ξ τ ξ τ

−∞ −∞

⋅ ⋅
⎛ ⎞+ = ε⇒ = ε ⇒ ξ ξ = ε ξ ξ⎜ ⎟τ⎝ ⎠ ∫ ∫  

 

 
t t

t/ t / /

-
e T( ) ke ( ) d e  T(t)  e  T( ) ke ( ) dξ τ ξ τ τ −∞ τ ξ τ

∞
−∞ −∞

⇒ ξ = ε ξ ξ⇒ − −∞ = ε ξ ξ∫ ∫  

 
η οποία, για T( )−∞  = πεπερασμένο, δίνει: 
 

 
t t

t / ( t )e  T(t) ke ( ) d T(t) ke ( ) dτ ξ τ − −ξ τ

−∞ −∞

= ε ξ ξ⇒ = ε ξ ξ∫ ∫  (Λ) 

 

δηλαδή:     [ ]
t

T (t) = ( )
ξ=−∞

ε ξf  

 

Θέτοντας:  s = t - ξ (s = παρελθόν),     (Λ) ⇒ s /

0

T(t) ke (t s)ds
∞

− τ= ε −∫  ⇒ 

⇒  s / s /

0
0

T(t) ke  (t - s) (k / ) e (t - s) ds
∞

∞− τ − τ= − ε − τ ε∫  

 

η οποία, για ( )ε −∞  = πεπερασμένο, δίνει: 
 

 s /

0

T(t) k (t) (k / ) e (t - s) ds
∞

− τ= ε − τ ε∫  ($) 

 

δηλαδή:     [ ]
s 0

T(t) = (t s)
∞

=
ε −f  

 
Συνάρτηση χαλάρωσης του μοντέλου Maxwell:   s /G(s) ke− τ≡  (//) 
 
δηλαδή:  G(s) > 0  &  

s
G(s) 0lim

→∞
=  
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αυξανόμενο τ 

τ = 0 

s /ke− τ

s

k 

0  
 

[($),(//)]  ⇒   
0

T(t) G(0) (t) G(s) (t s) ds
∞

= ε + ε −∫  

 

Για την ειδική φόρτιση:  
0,    t 0

(t)
,   t 0∗

<⎧ ⎫
ε = ⎨ ⎬ε ≥⎩ ⎭

 
0 t 0

T(t)
G(t) t 0∗

<⎧
⇒ = ⎨ ε ≥⎩

 

 
Ως ολοκληρωτικό μοντέλο συμπεριφοράς, το μοντέλο Maxwell μπορεί να 
περιγράψει χαλάρωση τάσης, δηλ. για ε = σταθ., το Τ μειώνεται με το 
χρόνο t. Ωστόσο, επειδή k 0∗

∞ε = , δεν υπάρχει παραμένουσα 
ελαστικότητα [δηλ. δεν υπάρχει κατάσταση “μακροχρόνιας” ισορροπίας 
(long-range equilibrium) όπως στη γενική περίπτωση]  
 

Σημείωση:  Μοντέλο Maxwell   ⇒   [ ]
s 0

T(t) = (t s)
∞

=
ε −f  

 

Ανάλογα, μοντέλο Kelvin-Voigt ⇒   [ ]
s 0

(t) = T(t s)
∞

=
ε −f  

που οδηγεί σε γραμμικοποιημένες μορφές όπως & η παραπάνω ανάλυση 
 
Οι παραπάνω δύο εξισώσεις δεν είναι πάντα ισοδύναμες. Δηλαδή, οι 
παραπάνω εξισώσεις δεν είναι εν γένει αντιστρεπτές 
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ΜΟΝΤΕΛΟ N-MAXWELL ΣΕ ΠΑΡΑΛΛΗΛΗ ΣΥΝΔΕΣΗ 
 

 
 

 Τ  Τ 

 μ2 

 μΝ 

 k2 

 kΝ 

 k1  μ1 

 
 

i

N N N
s /i i i

i i
i 1 i 1 i 1i i i0

T T k,   T T       T k (t) e (t s)ds
k

∞
− τ

= = =

⎧ ⎫ ⎛ ⎞
ε = + = → = ε + − ε −⎨ ⎬ ⎜ ⎟μ τ⎩ ⎭ ⎝ ⎠

∑ ∑ ∑∫  

 

i

N
s / i

i i
i 1 i

k 0;   G(s) k e ,   
k

− τ
∞

=

μ= = τ ≡∑   …  (φάσμα χρόνων χαλάρωσης) 

 
 
ΤΥΠΙΚΟ (STANDARD) ΙΞΩΕΛΑΣΤΙΚΟ ΣΤΕΡΕΟ  
 
Eν σειρά σύνδεση Kelvin-Voigt στερεού με ελατήριο: 
 
 
 

 k1 > 0 

Τ

  μ > 0 

Τ 
k2 > 0 

[ ]

2 2 1 1

1 1 2 1

2 1

k k k 1 k

k k k k

k k

T k ,   T k ,   T

,

T T T T

T( ),  ( ) πεπερασμ.

μ μ

μ μ μ

μ

= ε = ε = με⎛ ⎞
⎜ ⎟

ε = ε = ε ε = ε + ε⎜ ⎟⇒⎜ ⎟= = +⎜ ⎟
⎜ ⎟−∞ ε −∞ →⎝ ⎠

 

⇒  
1 2k k2 2 s

1 2 2 2

1 2 1 2 0

k k k kT(t) (t) (t) e (t s)ds
k k k k

+∞ −
μ⎛ ⎞

= ε + ε + − ε −⎜ ⎟+ + μ⎝ ⎠
∫  

 
δηλ. ολοκληρωτικό μοντέλο της μορφής: 
 

0

T (t)=k (t) G (0) (t) G(s) (t s)ds
∞

∞ε + ε + ε −∫  

 

με    
1 2k k2 s

1 2 2

1 2 1 2

k k kk , G(s) e
k k k k

+−
μ

∞ = =
+ +
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ΚΕΦΑΛΑΙΟ 8: ΜΟΝΟΔΙΑΣΤΑΤΗ ΘΕΡΜΟΜΗΧΑΝΙΚΗ 
ΤΟΥ ΣΥΝΕΧΟΥΣ ΜΕΣΟΥ 

 
ΕΣΩΤΕΡΙΚΗ ΕΝΕΡΓΕΙΑ: tE(P ) → πρότυπη εμπειρική έννοια (όπως η 
μάζα & η δύναμη) 
 
ΠΥΚΝΟΤΗΤΑ ΕΣΩΤΕΡΙΚΗΣ ΕΝΕΡΓΕΙΑΣ: ένα μέγεθος e, που 
ορίζεται ως εσωτερική ενέργεια / μον. μάζας σε κάθε θέση του σώματος 
Β, έτσι ώστε: 
 

t

t
P

E(P ) edx= ρ∫  

 
ΘΕΡΜΑΝΣΗ tQ(P ): συνολικός ρυθμός θερμότητας (θερμική ενέργεια / 
χρόνο) που παρέχεται στο tP  
 

 Ροή θερμότητας λόγω συναγωγής, q = q(x,t): ροή θερμότητας (ανά 
μον. επιφάνειας) μεταξύ γειτονικών σωματιδίων ύλης λόγω της επαφής 
τους (θερμότητα επαφής) 

 
 Ροή θερμότητας λόγω ακτινοβολίας, r = r(x,t): ροή θερμότητας (ανά 
μονάδα μάζας) που οφείλεται στον εξωτερικό κόσμο (περιβάλλον). 
Π.χ. θερμότητα από μια ραδιενεργή πηγή, ηλιακή ακτινοβολία, κλπ. 

 
 

0 
+ – Bt

x1 x x2

Pt = [x1, x2]

( )

q(x1,t) q(x2,t) 

x x1 x2

 
 
(i) Συνολ. ροή θερμότητας συναγωγής στο Pt: 
 

2

1 t

x

c t 1 2
x P

q(x, t) q(x, t)Q (P ) q(x , t) q(x , t) dx dx
x x

∂ ∂= − = − = −
∂ ∂∫ ∫  

 
(με τη σύμβαση ότι το προσφερόμενο προς τα δεξιά q είναι θετικό) 
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(ii) Συνολ. ροή θερμότητας ακτινοβολίας στο Pt: 
 

2

1 t

x

r t
x P

Q (P ) (x, t)r(x, t)dx r dx= ρ = ρ∫ ∫  

 

Συνολική ροή θερμότητας στο Pt: 
 

t

t c r t
P

Q(P ) Q Q Q(P )  ( q / x  r) dx= + ⇒ = −∂ ∂ + ρ∫  

 
Σύγκρινεται αυτήν την εξίσωση με την έκφραση της συνολικής δύναμης 
f(Pt ) & παρατηρείστε τις αντιστοιχίες: Qc(Pt) → fc(Pt ) & Qr(Pt) → fb(Pt ) 
 
 
ΑΠΟΛΥΤΗ ΘΕΡΜΟΚΡΑΣΙΑ: (x, t) 0θ = θ >  → πρότυπη εμπειρική 
ποσότητα στην κλασσική θερμοδυναμική 
 
 
ΕΠΙΠΛΕΟΝ ΟΡΙΣΜΟΙ 
 
• Γραμμική Ορμή στο Ρt: 
 

t

t
P

l(P ) vdx= ρ∫  

• Μηχανικό Έργο (ανά μονάδα χρόνου) στο Ρt ή Ισχύς: 
 

t

t
P

(Tv)w(P ;v) bv dx
x

∂⎡ ⎤= + ρ⎢ ⎥∂⎣ ⎦∫  

 
• Κινητική Ενέργεια του Ρt:    

t

21
t 2

P

K(P ;v) ρv dx= ∫  

 
• Συνολική Παρεχόμενη Ισχύς στο Ρt: t t tP(P ;v) w(P ;v) K(P ;v)= −    
 

Θεώρημα Ισχύος (πρωτοαποδείχθηκε από το Stokes): 
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t

t t
P

vw(P ) K(P ) T dx
x

∂⎛ ⎞= + ⎜ ⎟∂⎝ ⎠∫  

 
Απόδειξη: 
 

t t

t t t

t
P P

v

P P P

(Tv) v Tw(P ) bv dx T b v dx
x x x

v vT vv dx ( vv)dx T dx
x x

ρ

⎤∂ ∂ ∂⎡ ⎤ ⎡ ⎛ ⎞= + ρ = + + ρ⎜ ⎟ ⎥⎢ ⎥ ⎢∂ ∂ ∂⎣ ⎦ ⎣ ⎝ ⎠ ⎦

∂ ∂⎛ ⎞ ⎛ ⎞= + ρ = ρ +⎜ ⎟ ⎜ ⎟∂ ∂⎝ ⎠ ⎝ ⎠

∫ ∫

∫ ∫ ∫

 

 
Έτσι αρκεί να δείξουμε ότι:    

t

t
P

K(P ) vvdx= ρ∫  

 

t o o o

1 1 1 12 2 2 2
t o o2 2 2 2

P P P P

K(P ) v dx v FdX v dX v dX= ρ = ρ = ρ = ρ =∫ ∫ ∫ ∫
i i i i

 

 

 
o o t

1
o o2

P P P

(2vv) dX vv dX  vv dx= ρ = ρ = ρ∫ ∫ ∫  

 
 

 ΑΞΙΩΜΑΤΑ ΔΙΑΤΗΡΗΣΗΣ 
 

 Μάζας: tm(P ) 0=   t t( P B )∀ ⊆   t
( v) 0 ( x B )

t x
∂ρ ∂ ρ

⇒ + = ∀ ∈
∂ ∂  

 

 Ορμής: t tf (P ) l(P )=   t t( P B )∀ ⊆   t
T b v ( x B )
x

∂
⇒ + ρ = ρ ∀ ∈

∂
 

 
 Ενέργειας (1ος Νόμος της Θερμοδυναμικής): 
 
 t t tE(P ) P(P ) Q(P )= + ,   t tP B∀ ⊆  

 
Ο οποίος, χρησιμοποιώντας το θεώρημα ισχύος, δίνει 

 
 ⇒  

t

t t
P

E(P )  T( v / x)dx  Q(P )= ∂ ∂ +∫  (*) 
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Παρατηρείστε την αντιστοιχία με τη συνήθη έκφραση: E pV Q= − + . 
Συγκεκριμένα, για T = –p = σταθ., ο 1ος όρος στο δεξί μέλος της (*) 
γίνεται: 

 

t t o o tP P P P P

FT( v / x)dx p dx p FdX p FdX p dx pV
F

∂ ∂ = − = − = − = − = −∫ ∫ ∫ ∫ ∫
i i

 

 
όπου: 

tP

V dx= ∫ , ο «όγκος» (→ μήκος σε 1D) του Pt 

 
 Εξαγωγή της εξίσωσης πεδίου του 1ου νόμου της θερμοδυναμικής 

 

t o o o

t o o
P P P P

E(P ) e dx   Fe dX  e dX e dX = ρ = ρ = ρ = ρ =∫ ∫ ∫ ∫
i i i

 

 
 

t t t

o t
P P P

= ( / F)e dx  e dx E(P ) e dxρ = ρ ⇒ = ρ∫ ∫ ∫  (#) 

 
Επίσης: 

t

t
P

Q(P )  ( q / x  r) dx= −∂ ∂ + ρ∫  ($) 

 

[(*),(#),($)]  ⇒  
tP

v qe T r dx 0
x x

∂ ∂⎛ ⎞ρ − + − ρ =⎜ ⎟∂ ∂⎝ ⎠∫   ⇒ 

 

∴     t
v qe T r x B
x x

∂ ∂ρ = − + ρ ∀ ∈
∂ ∂

 … 1ος Νόμος θερμοδυναμικής (Π.E.) 

 

o o
o

v qe T r
x x

F 1 q/ F e T r
F F F X F

F ( v / x)F v / x F/ F
q / X  ( q / x)( x / X)  ( q / x)F

∂ ∂ ⎫ρ = − + ρ ⎪∂ ∂ ⎪ ρ ρ∂⎪ρ = ρ ⇒ = − + ⇒⎬ ∂⎪= ∂ ∂ ⇒ ∂ ∂ =
⎪

∂ ∂ = ∂ ∂ ∂ ∂ = ∂ ∂ ⎪⎭
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∴     o o o
qe TF r X B
X

∂ρ = − + ρ ∀ ∈
∂

 … 1ος Νόμος θερμοδυναμικής (Π.L.) 

 
 

(Π.E.)  ⇒  1 ve T h
x

∂= +
ρ ∂

,     όπου 1 qh r
x

∂⎛ ⎞≡ − + ρ⎜ ⎟ρ ∂⎝ ⎠
 = τοπική θέρμανση   

 
 

2ος Νόμος της Θερμοδυναμικής 
 
Είναι μια βασική αρχή της φύσης, για την οποία επιχειρήθηκαν κατά 
καιρούς διάφοροι τρόποι διατύπωσης,  π.χ. 

• Δεν μπορεί να υπάρξει αυθόρμητη ροή θερμότητας από ένα 
ψυχρότερο σε ένα θερμότερο αντικείμενο 

• Είναι αδύνατο να κατασκευαστεί θερμική μηχανή που να λαμβάνει 
θερμότητα και να την μετατρέπει εξ ολοκλήρου σε έργο 

• Η αταξία ενός «κλειστού» συστήματος (δηλ. χωρίς εξωτερικές 
επιδράσεις) δεν ελαττώνεται ποτέ. Ένα μέτρο αυτής της αταξίας 
αποτελεί η ποσότητα που ονομάζεται εντροπία. Επιπλέον, η 
εντροπία είναι ένα μέτρο του ποσού ενέργειας που δε μπορεί να 
χρησιμοποιηθεί στην παραγωγή έργου.  

 
Στην προκείμενη παρουσίαση ο 2ος νόμος της θερμοδυναμικής που 
εκφράζει την αύξηση της εντροπίας μπορεί να διατυπωθεί ως 
ακολούθως: 
 
 [Εντροπία  του Pt]  ≡ 

t

t
P

H(P )  dx= ρη∫ ,  η  = εντροπία / μον. μάζας 

 

 Ανισότητα Planck:   t
q hr / , x B
x

∂⎛ ⎞ρη ≥ − + ρ θ ⇔ η ≥ ∀ ∈⎜ ⎟∂ θ⎝ ⎠
 

 

Σημείωση: αντιστοιχία με τη συνήθη σχέση QS ΔΔ ≥
θ

 της 

αναντιστρεπτής θερμοδυναμικής για ομογενείς φάσεις, όπου ΔS = 
μεταβολή της εντροπίας & ΔQ = μεταβολή της θερμότητας 
 



 52 

Eσωτερική απώλεια (internal dissipation): 1 qh r
x

∂⎛ ⎞δ ≡ θη − = θη − − + ρ⎜ ⎟ρ ∂⎝ ⎠
  

 
Άρα, ανισότητα Planck  ⇔   t0,  x Bδ ≥ ∀ ∈  

 

 Ανισότητα Fourier:   tq 0 q 0 , x B
x x

∂θ ∂θ≤ ⇔ − ≥ ∀ ∈
∂ ∂

 
 

⇔ η θερμότητα  μεταφέρεται με συναγωγή από τα θερμότερα σημεία  
στα ψυχρότερα 

 

 Ανισότητα Clausius-Duhem: t
q 0 , x B ( 0,  0)

x
∂θ⎛ ⎞ρδ − ≥ ∀ ∈ θ > ρ >⎜ ⎟θ ∂⎝ ⎠

 

 
δηλ. συνδυασμός ανισότητας Planck & ανισότητας Fourier ⇒ 
(ασθενέστερη) ανισότητα Clausius-Duhem 
 

( )
2

q1 q q r r0 0
x x x

∂ θ⎛ ⎞∂ ∂θ ρ ρ
⇒ ργ ≡ ρη + − − ≥ ⇒ ργ ≡ ρη − − + ≥⎜ ⎟θ ∂ θ ∂ θ ∂ θ⎝ ⎠

 

 

1 2t t

t
x xP P

q q r   (P ) dx H dx
⎧ ⎫ ρ⎪ ⎪∴ Γ = ργ = − − −⎨ ⎬θ θ θ⎪ ⎪⎩ ⎭

∫ ∫  

 
q/θ  =  ροή εντροπίας λόγω συναγωγής 
 

r/θ  =   ροή εντροπίας λόγω ακτινοβολίας 
 

 

1x
q

x1 x2
2x

q  
1x

θ  
2x

θ  

 
 

⇒  ολοκληρωτική (global) έκφραση  της ανισότητας Clausius-Duhem:  
 

t t t(P ) 0       P BΓ ≥ ∀ ∈     
 
⇔  τοπική (local) έκφραση της ανισότητας Clausius-Duhem: 
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t0 x Bργ ≥ ∀ ∈  
 
όπου Γ(Pt) = ρυθμός παραγωγής εντροπίας στο Pt 
 
Ελεύθερη ενεργειακή πυκνότητα του Ηelmoltz:  eψ ≡ − θη 
 

⇒ 1 ve T h
x

∂ψ = − θη − θη ⇔ ψ = + − θη − θη ⇔
ρ ∂

  

 1 vT h
x

∂⇔ θη = + − θη − ψ
ρ ∂

 (1) 

 
Όμως, η ανισότητα Clausius-Duhem δίνει: 
 

 
(1)q q0 ( h) 0

x x
∂θ ∂θ⎛ ⎞ ⎛ ⎞ρδ − ≥ ⇔ ρ θη − − ≥ ⇔⎜ ⎟ ⎜ ⎟θ ∂ θ ∂⎝ ⎠ ⎝ ⎠

 
 

 
(1) 1 v qT h h 0

x x
⎛ ⎞∂ ∂θ⎛ ⎞⇔ρ + − θη − ψ − − ≥ ⇔⎜ ⎟⎜ ⎟ρ ∂ θ ∂⎝ ⎠⎝ ⎠

 

 

 v qT 0
x x

∂ ∂θ⎛ ⎞⇔ − ρθη − ρψ − ≥ ⇔⎜ ⎟∂ θ ∂⎝ ⎠
 

 

 t
1 v qT 0 x B

x x
⎛ ⎞∂ ∂θ⇔ ψ + ηθ − + ≤ ∀ ∈⎜ ⎟ρ ∂ ρθ ∂⎝ ⎠

 

 
 
Σημείωση: Ενίοτε σε εντρυφήσεις της Θερμοδυναμικής υπάρχει αναφορά 
στον 3ο Νόμο της Θερμοδυναμικής ο οποίος μπορεί να διατυπωθεί ως 
εξής: 
 
Όλες οι θερμοδυναμικές διεργασίες παύουν καθώς η θερμοκρασία τείνει 
στο απόλυτο μηδέν. Καθώς θ → 0, η εντροπία ενός συστήματος τείνει σε 
μια σταθερή τιμή. 
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ΕΝΝΟΙΑ ΤΗΣ ΘΕΡΜΟΔΥΝΑΜΙΚΗΣ ΔΙΕΡΓΑΣΙΑΣ 
 
Ως θερμοδυναμική διεργασία ορίζεται ένα σύνολο από 9 (ικανοποιητικά 
ομαλές) συναρτήσεις 
 

[ , 0, e, , T, q, b, r, ]= χ θ > η ρP  
 
στο Βt, ∀ t, το οποίο, tx B∀ ∈ , ικανοποιεί τις διαφορικές σχέσεις:  
 

 

( )

( v) 0 ... ισοζύγιο μάζας
t x
T b x ... ισοζύγιο ορμής
x

v qe T r ... ισοζύγιο ενέργειας
x x

q r 0 ...ανισότητα Clausius - Duhem
x

∂ρ ∂ ρ ⎫+ = ⎪∂ ∂ ⎪
∂ ⎪+ ρ = ρ

⎪∂ ⎪
⎬∂ ∂ρ = − + ρ ⎪

∂ ∂ ⎪
⎪∂ θ⎛ ⎞ρ
⎪ρη − − + ≥⎜ ⎟∂ θ ⎪⎝ ⎠ ⎭

  (Ι) 

 
 
Ορισμός Επιτρεπτών Θερμοδυναμικών Διεργασιών 
 
7 Άγνωστοι (b & r συνήθως δίνονται) ↔  3 Εξισώσεις 
 
⇒ ∃ απαίτηση για 4 καταστατικές εξισώσεις: 
 

 

 ˆe e=  (ιστορία των πεδίων κίνησης & θερμοκρασίας, Χ) 
ˆη = η (ιστορία των πεδίων κίνησης & θερμοκρασίας, Χ) 
ˆT T=  (ιστορία των πεδίων κίνησης & θερμοκρασίας, Χ) 
ˆq q=  (ιστορία των πεδίων κίνησης & θερμοκρασίας, Χ) 

(II)

⎫
⎪⎪
⎬
⎪
⎪⎭

 
 
Μία ειδική καταστατική υπόθεση (ΙΙ) είναι συμβατή με τη  
θερμοδυναμική, αν ∀ x = χ(X,t) & θ = θ(X,t) > 0, προκαλείται μια 
θερμοδυναμική διεργασία P  από τις (Ι) και (ΙΙ) για κάποιες αντίστοιχες 
τιμές b και r. Τότε η προκληθείσα διεργασία ονομάζεται επιτρεπτή. 
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⇒ αυστηρούς περιορισμούς στη δομή μιας επιτρεπτής διεργασίας. Με 
άλλα λόγια, ∀ εκλογή των χ & θ ορίζονται οι [e, η, T, q] από τις (ΙΙ) & η, ρ 
από το ισοζύγιο μάζας, ενώ οι b & r από τα ισοζύγια ορμής & ενέργειας 
αντίστοιχα, & ότι απομένει είναι η ανισότητα Clausius-Duhem η οποία 
δεν ικανοποιείται a priori για κάθε εκλογή των ê , η̂, T̂  & q̂  
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MEΡΟΣ ΙI 
 
 

ΑΝΑΣΚΟΠΗΣΗ ΘΕΩΡΙΑΣ  

ΔΙΑΝΥΣΜΑΤΩΝ & ΤΑΝΥΣΤΩΝ 
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ΚΕΦΑΛΑΙΟ 9: ΔΔΙΙΑΑΝΝΥΥΣΣΜΜΑΑΤΤΑΑ  
 

 Ορισμός Διανυσματικού Χώρου 
 

Ένα σύνολο αντικειμένων { , , ,...}=V u v w  είναι ένας διανυσματικός 
χώρος όταν είναι κλειστό ως προς την πρόσθεση και τον βαθμωτό 
πολλαπλασιασμό, δηλαδή: 
 

( )
,

( )α
+ ∈⎧

∈ ⇒ ⎨ ∈⎩

V
V

V
u v

u v
v

 

όπου α ∈  
 

 Ορισμοί Πρόσθεσης και Βαθμωτού Πολλαπλασιασμού 
 

, , ∈Vu v w , ,α β ∈  
 
Πρόσθεση 
 
Α1 Προσεταιρισμός: ( ) ( )+ + = + +u v w u v w  
Α2 Αντιμετάθεση: + = +u v v u  
Α3 Ύπαρξη μηδενικού στοιχείου: ∃ ∈ → + =V0 u 0 u  
Α4 Ύπαρξη αντίθετου στοιχείου: ( ) ( )∃ − ∈ → + − =Vu u u 0  
 
Βαθμωτός πολλαπλασιασμός 
 
Μ1 Προσεταιρισμός: ( ) ( )α β αβ=u u  
Μ2 Μοναδιαίο στοιχείο πολ/σμού: =1 u u , το 1  είναι μοναδικό 
Μ3 Επιμερισμός ως προς την πρόσθεση:  ( )α β α β+ = +u u u  
Μ4 Επιμερισμός ως προς τον βαθ. πολ/σμό:  ( )α α α+ = +u v u v  
 
Παράδειγμα 
 
Έστω 2V  το σύνολο όλων των ζευγών πραγματικών αριθμών, δηλαδή: 
∈ 2Vx , όπου 1 2( , )x x=x  με 1 2,x x ∈  

Πρόσθεση:  1 1 2 2( , )x y x y+ = + +x y  
Πολλαπλασιασμός:  1 2( , )x xα α α α= ∈x  
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Ορίζουμε σαν μηδενικό διάνυσμα το (0,0)=0 . Ακόμα αποδεικνύεται ότι 
όλες οι ιδιοτητες ενός διανυσματικού χώρου ικανοποιούνται, δηλαδή ο 

2V  είναι διανυσματικός χώρος, π.χ. 
 

1 1 2 2 1 1 2 2( , ) ( , )x y x y y x y x+ = + + = + + = +x y y x  
 

 Χώρος με εσωτερικό γινόμενο – Μέτρο διανύσματος 
 
Ένας χώρος H  με εσωτερικό γινόμενο είναι ένας διανυσματικός χώρος 
εφοδιασμένος με εσωτερικό γινόμενο το οποίο ορίζεται από τα 
παρακάτω αξιώματα: 
 
Η1 Αντιμετάθεση: ⋅ = ⋅u v v u  
Η2 Επιμερισμός: ( )⋅ + = ⋅ + ⋅u v w u v u w  
Η3 Προσεταιρισμός: ( ) ( )α α⋅ = ⋅u v u v  
Η4 Θετικότητα: 0⋅ ≥u u , 0⋅ =u u  αν και μόνο αν =u 0  
 
Το μέτρο (ή norm) ενός διανύσματος ∈Hu  ορίζεται ως: 
 

 = ⋅u u u  
 

και είναι πραγματικός αριθμός. Έτσι, για παράδειγμα, το μέτρο ενός 
διανύσματος που ανήκει σε έναν συνηθισμένο Ευκλείδιο χώρο 
εκφράζει το μήκος του διανύσματος. 

 
Παράδειγμα 1 
 
Στο διανυσματικό χώρο 2V  του προηγούμενου παραδείγματος εισάγουμε 
το εσωτερικό γινόμενο: 
 1 1 2 2x y x y⋅ = +x y  
Αποδεικνύεται ότι αυτό το εσωτερικό γινόμενο πληρεί όλα τα αξιώματα 
Η1-Η4, π.χ: 
 2 2

1 2 0x x⋅ = + ≥x x  
Έτσι ο διανυσματικός χώρος 2V  εφοδιασμένος με εσωτερικό γινόμενο 
γίνεται ένας διανυσματικός χώρος με εσωτερικό γινόμενο 2H . 
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Παράδειγμα 2 
 
Θεωρούμε το σύνολο όλων των συνεχών συναρτήσεων πραγματικής 
μεταβλητής { ( ), ( ), ( ),...}f g h⋅ ⋅ ⋅  η οποία έχει πεδίο ορισμού το [0,1] και 
σύνολο τιμών όλο το . Αν ορίσουμε: 
 
1. το μηδενικό στοιχείο ως τη μηδενική συνάρτηση: 0( ) 0⋅ =  
2. την πρόσθεση: ( )( ) ( ) ( )f g f g+ ⋅ = ⋅ + ⋅  
3. και τον βαθμωτό πολλαπλασιασμό: [ ]( )( ) ( )f fα α⋅ = ⋅  
 
το σύνολο όλων των συνεχών συναρτήσεων πραγματικής μεταβλητής 
αποτελεί έναν διανυσματικό χώρο V . Αν εισάγουμε και ένα εσωτερικό 
γινόμενο σύμφωνα με την εξής σχέση: 

 
1

0

( ) ( )f g f x g x dx∗ = ∫  

και υποθέσουμε ότι: 

 [ ]
1

2

0

( )f x dx < ∞∫  

τότε ο διανυσματικός χώρος V  είναι ένας διανυσματικός χώρος H  με 
εσωτερικό γινόμενο. Ισχύει: 

 [ ]
1

2

0

( ) 0f f f x dx∗ = ≥∫  

 0f f∗ =  αν και μόνο αν ( ) 0f x ≡  
Το παραπάνω σύνολο συναρτήσεων συμβολίζεται με 2L  και καλείται 
διανυσματικός χώρος τετραγωνικά ολοκληρώσιμων συναρτήσεων. 
 

 Ανισότητα Cauchy–Schwartz 
 
Αν , ∈Vu v  τότε: 
 ⋅ ≤u v u v  
Απόδειξη 
 
Θεωρούμε το διάνυσμα , , ,Vλ λ+ ∈ ∈u v u v . Τότε: 
 
 ( ) ( ) 0λ λ+ ⋅ + ≥u v u v  
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2

2 22

2 0

2 0,

λ λ

λ λ λ

⋅ + ⋅ + ⋅ ≥

+ ⋅ + ≥ ∀ ∈

u u u v v v

u u v v
 

 

Θέτοντας  2

( )λ ⋅= − u v
v

 

έχουμε  
2

2 2 22
2

( ) 0 ( )⋅− ≥ ⇒ ⋅ ≤ ⇒ ⋅ ≤u vu u v u v u v u v
v

 

 
 Τριγωνική ανισότητα 

 
Αν , ∈Hu v , τότε ισχύει: 
 
 + ≤ +u v u v  
 
Απόδειξη 

 

( )

2

2 2

2 2

22

( ) ( )

2( ) (Cauchy-Schwartz)

2

+ = + ⋅ + =

+ ⋅ + ≤

+ + ⇒

+ ≤ +

+ ≤ +

u v u v u v

u u v v

u u v v

u v u v

u v u v

 

 
Παράδειγμα 1 
 

 
Η τριγωνική ανισότητα ονομάζεται έτσι γιατί στο χώρο 1V  ανάγεται στη 
γνωστή πρόταση που λέει ότι το μήκος μιας πλευράς ενός τριγώνου είναι 
μικρότερο από το άθροισμα των μηκών των δυο άλλων πλευρών, όπως 
φαίνεται και στο σχήμα. 

+u v  

u  

v  
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Παράδειγμα 2 
 

1 1 1
2 2 2

0 0 0

[ ( ) ( )] [ ( )] [ ( )]f x g x dx f x dx g x dx+ ≤ +∫ ∫ ∫  

 
 

 Ορισμός του γραμμικού διανυσματικού χώρου 
 
Ένα σύνολο αντικειμένων { , , ,...}u v w  που είναι εφοδιασμένο με τις 
πράξεις της πρόσθεσης και του βαθμωτού πολλαπλασιασμού είναι 
ένας γραμμικός διανυσματικός χώρος V  όταν , ,∀ ∈Vu v w  και 

,α β∀ ∈  ισχύει: 
 
(i)  + ∈Vu v  
(ii)  + = +u v v u  
(iii) ( ) ( )+ + = + +u v w u v w  
(iv) :∃ ∈ + = ∀ ∈V V0 u 0 u u  
(v) α ∈Vu  
(vi) ( ) ( )β α βα=u u  
(vii) 0 =u 0  
(viii) 1 =u u  
(ix) ( )α β α β+ = +u u u  
(x) ( )α α α+ = +u v u v  
(xi) ( ) :∃ − ∈Vu  

  
( )

1 ( 1 ) (1 ( 1)) 0
( 1 )

+ − =
+ − = + − = =

− = −

u u 0
u u u u 0

u u
 

 
Το μέτρο ενός διανύσματος u  σε έναν γραμμικό διανυσματικό χώρο 
συμβολίζεται ως u . Για το μέτρο ισχύουν οι σχέσεις: 
 
(i) 0 & 0 αν και μόνο αν ≥ ∀ ∈ = =Vu u u u 0  
(ii) α α α= ∀ ∈u u  
(iii) ,   (Τριγωνική ανισότητα)+ ≤ + ∀ ∈Vu v u v u v  
(iv) ,   (Ανισότητα Cauchy-Schwartz)⋅ ≤ ∀ ∈Vu v u v u v  
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 Γωνία μεταξύ δυο διανυσμάτων και ορθογώνια διανύσματα 
 
Η γωνία μεταξύ δυο διανυσμάτων , ∈Vu v  παριστάνεται ως ( , )ϕ u v  
και ορίζεται από τη σχέση: 
 
 cos( , ) όπου cos( , ) cosϕ⋅ = =u v u v u v u v  
 
Δύο διανύσματα , ∈Vu v  καλούνται ορθογώνια αν 0⋅ =u v , δηλαδή 

αν 3{ , }
2 2
π πϕ =  

 
 Γραμμική ανεξαρτησία διανυσμάτων και βάση ενός διανυσματικού 
χώρου 
 
Ένα σύνολο στοιχείων 1 2{ , ,.., }n ∈Ve e e  είναι γραμμικώς ανεξάρτητα 
πάνω στο χώρο V  όταν υπάρχουν , 1..i i nα ∈ =  τέτοια ώστε: 
 
 1 1 2 2 1 2... ... 0n n nα α α α α α+ + + = ⇒ = = = =e e e 0  
 
Βάση ενός χώρου V ονομάζεται ένα σύνολο 1 2{ , ,.., }n ∈Ve e e  με τις 
εξής ιδιότητες: 
 
1. Τα 1 2{ , ,.., }ne e e  είναι γραμμικώς ανεξάρτητα 
2. Μπορούμε να παραστήσουμε κάθε ∈Vu  ως γραμμικό συνδυασμό 
των διανυσμάτων βάσης: 

 
1

N
i

i
i

u
=

=∑u e  

όπου 1 2{ , ,.., }nu u u ∈  και ονομάζονται συνιστώσες του u  ως προς 
τη βάση 1 2{ , ,.., }ne e e  

 
Ο αριθμός των διανυσμάτων βάσης καθορίζει τη διάστασή της. Στην 
προκείμενη περίπτωση έχουμε μια Ν-διάστατη βάση. 
 
Μια βάση { }ie  είναι ορθογώνια ως προς ένα χώρο H  όταν για i j≠  
ισχύει 0i j⋅ =e e  
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Μια βάση { }ie  είναι ορθοκανονική ως προς ένα χώρο H  όταν ισχύουν 
οι παρακάτω προτάσεις: 
 
1. Είναι ορθογώνια ως προς το χώρο H  
2. i j ijδ⋅ =e e , όπου ijδ  είναι το Δέλτα του Kronecker: 

 
0,
1,ij

i j
i j

δ
≠⎧

= ⎨ =⎩
 

 
Θεώρημα 1 
 
Οι συνιστώσες iu  ενός διανύσματος ∈Vu  ως προς μια βάση { }ie  είναι 
μοναδικές. 
 

Απόδειξη 
 
Υποθέτουμε ότι δεν είναι μοναδικές. Επομένως υπάρχουν δυο 
τουλάχιστον διαφορετικά σύνολα από συνιστώσες, έστω iu  και 

iu : 

 
1 1 1

( )
N N N

i i i i
i i i

i i i
u u u u

= = =

= = ⇒ − =∑ ∑ ∑u e e e 0  

Αλλά αφού η { }ie  είναι βάση, εξ’ορισμού τα διανύσματά της είναι 
γραμμικώς ανεξάρτητα, άρα: 
 
 0 1,2,..i i i iu u u u i N− = ⇒ = ∀ =  
 
Άρα τα δύο σύνολα συνιστωσών, που αρχικά θεωρήθηκαν 
διαφορετικά, ταυτίζονται. Επομένως δεν μπορούν να υπάρχουν 
δυο διαφορετικά σύνολα συνιστωσών και οι συνιστώσες του 
∈Vu  είναι μοναδικές. 

 
 
Πρόταση 
 
Δύο στοιχεία 1 11 12( , )e e=e  και 2 21 22( , )e e=e , με 1 2, ∈ 2He e  και ije ∈  
αποτελούν μια βάση του 2H  αν 
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 11 21

12 22

0
e e
e e

≠  

 
δηλαδή αν 
1. 1 2 1 2 1 2

1 2 0, ,α α α α α α+ = ⇒ = = ∈e e 0 , που σημαίνει ότι τα ,1 2e e  
είναι γραμμικώς ανεξάρτητα. 

2. ∀ ∈ 2Hu  μπορούμε να γράψουμε 1 2
1 2u u= +u e e , όπου τα 1 2,u u ∈  

και μπορούν να προσδιορισθούν, που σημαίνει ότι μπορούμε να 
γράψουμε κάθε διάνυσμα του χώρου 2H  σαν γραμμικό συνδυασμό 
των 1 2,e e . 

 
Απόδειξη 
 

1.   11 211 2 1 2
1 2

12 22

0
0

e e
e e

α α α α⎡ ⎤ ⎡ ⎤ ⎡ ⎤
+ = ⇒ + = ⇒⎢ ⎥ ⎢ ⎥ ⎢ ⎥

⎣ ⎦⎣ ⎦ ⎣ ⎦
e e 0  

      
1

11 21
2

12 22

0
                                

0
e e
e e

α
α
⎡ ⎤⎡ ⎤ ⎡ ⎤

=⎢ ⎥⎢ ⎥ ⎢ ⎥
⎣ ⎦⎣ ⎦ ⎣ ⎦

 

Σύμφωνα με την αρχική υπόθεση της πρότασης, η ορίζουσα 
του παραπάνω γραμμικού συστήματος είναι διάφορη του 
μηδενός, επομένως, σύμφωνα με γνωστό θεώρημα των 
γραμμικών αλγεβρικών συστημάτων το παραπάνω σύστημα 
έχει μοναδική λύση που είναι η 1 20 & 0α α= = . 
 

 

2.   Υποθέτουμε ότι κάθε 1 2( , )u u= ∈ 2Hu  μπορεί να γραφεί ως: 
1 2

1 2

1
1 11 21

2
2 12 22

u u

u e e u
u e e u

= + ⇒

⎡ ⎤⎡ ⎤ ⎡ ⎤
= ⎢ ⎥⎢ ⎥ ⎢ ⎥

⎣ ⎦ ⎣ ⎦ ⎣ ⎦

u e e
 

Σύμφωνα όμως με την υπόθεση της πρότασης, η οριζουσα 
του παραπάνω γραμμικού συστήματος είναι διάφορη του 
μηδενός, επομένως, όπως και παραπάνω, το σύστημα έχει 
μοναδική λύση η οποία και προσδιορίζει τα 1 2,u u  
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Θεώρημα 2 
 
Αν δοθεί μια οποιαδήποτε βάση 1 2{ , }e e  του 2H  μπορεί να βρεθεί μια 
ορθοκανονική βάση 1 2ˆ ˆ{ , }ι ι  η οποία όμως δεν είναι μοναδική 
 

Απόδειξη 
 
Αρχικά θεωρούμε ότι 1̂ (1,0)=ι  με μέτρο 1̂ 1=ι . Κατόπιν 
μπορούμε να βρούμε τα 1α  και 2α  για τα οποία ισχύει 

1 2
1 1 2ˆ α α= +ι e e . 
Θεωρώντας 1 2 1 2 1 2

2 1 2 11 21 12 22ˆ ( , )e e e eβ β β β β β= + = + +ι e e , θέ-
λουμε να βρούμε τα 1 2&β β  ώστε να ισχύει 2̂ 1=ι  και 1 2ˆ ˆ 0⋅ =ι ι . 

 
1 2

1 2 11 21
1 2

2 12 22

ˆ ˆ 0 0
ˆ 1 0

e e

e e

β β
β β

⋅ = ⇒ + =

= ⇒ + =

ι ι

ι
 

Από τα παραπάνω προκύπτει ότι 2̂ (0,1)=ι  
Η ίδια διαδικασία μπορεί να εφαρμοσθεί και για τον 
προσδιορισμό ορθοκανονικής βάσης Ν διαστάσεων. Στην 
περίπτωση αυτή τα διανύσματα την ορθοκανονικής βάσης είναι: 
 

 

1

2

3

ˆ (1,0,0,...,0)
ˆ (0,1,0,...,0)
ˆ (0,0,1,...,0)
         ....
ˆ (0,0,0,...,1)N

=
=
=

=

ι
ι
ι

ι
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 Ευκλείδειος Χώρος - Συνιστώσες - Συμβολισμός 
 

∈Vu  … (V σύνολο διανυσμάτων του Ευκλείδειου χώρου E)   
 
Καρτεσιανό σύστημα συντεταγμένων:  { } ( )1 2 3ˆ ˆ ˆ ˆ, ,=iι ι ι ι   
 

 
u3 

( )1 2 3, ,u u uu

1̂ι  u2 

u1 

2̂ι
3̂ι

 

( ) ( ) ( )1 2 3ˆ ˆ ˆ1,0,0 ,    0,1,0 ,    0,0,1= = =ι ι ι  

Διάνυσμα:  1 1 2 2 3 3ˆ ˆ ˆ= + +u u uu ι ι ι  

 
3

1

ˆ ˆ
=

= =∑ i i i i
i

u uι ι  

συμβολισμός δεικτών (Einstein) 

 

( )
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡
==

3

2

1

321

u
u
u

u,u,uu     … εναλλακτικοί συμβολισμοί 

 
Παραδείγματα διανυσμάτων: κίνηση χ, ταχύτητα v, επιτάχυνση α 

 
 

 Kανόνες Δεικτών - Σύμβολα δij και εijk 
 

 Επαναληπτικότητα (2 φορές) δείκτη (i) σ’ έναν όρο γινομένου, 
υπονοεί άθροιση από i=1 μέχρι i=3 

 
 Εμφάνιση δείκτη (i) περισσότερες από 2 φορές σ’ έναν όρο 
γινομένου δεν έχει έννοια 

 

 Όταν το σύμβολο 
⎩
⎨
⎧

=
≠

≡
ji,
ji,

ij   1
  0

δ  εμφανίζεται σ’ έναν όρο 

γινομένου που έχει ένα κοινό δείκτη με το δij, τότε το δij μπορεί ν’ 
απαλειφθεί αλλάζοντας το κοινό δείκτη με τον άλλο. Το σύμβολο 
δij είναι επίσης γνωστό ως δέλτα του Kronecker 
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 Εμφάνιση ενός δείκτη (i) σ’ έναν όρο γινομένου 1 φορά υπονοεί 
διαφορετικές εξισώσεις για καθεμιά από τις τιμές: 1i = , 2i =  & 

3i = . Εμφάνιση 1 φορά και δεύτερου δείκτη (j) στον ίδιο όρο 
υπονοεί διαφορετική εξίσωση για καθεμιά από τις δυάδες: 
( , ) (1,1)i j = , ( , ) (1,2)i j = , ( , ) (1,3)i j = , ( , ) (2,1)i j = , .… 
( , ) (3,3)i j = . Αντίστοιχα για n δείκτες που εμφανίζονται 1 φορά ο 
καθένας στον ίδιο όρο, υπονοεί διαφορετική εξίσωση για καθεμιά 
από τις n-άδες τιμών (i,j,…,n) που λαμβάνονται καθώς οι δείκτες 
i,j,…,n παίρνουν τις τιμές 1, 2 & 3. 

 
Παραδείγματα 

 
3

1 1 2 2 3 3
1

ij j ij j i i i
j

A u A u A u A u A u
=

= = + +∑  

→ 3 εξισώσεις που προκύπτουν από τη λήψη των τιμών 1i = , 2i =  

& 3i = , για το δείκτη i που εμφανίζεται στον αρχικό όρο 1 φορά 

 
3 3 3

1 1 2 2 3 3
1 1 1

ijk jk ijk jk ij j ij j ij j
j k j

A B A B A B A B A B
= = =

⎛ ⎞
= = + + =⎜ ⎟

⎝ ⎠
∑∑ ∑  

 ⎟
⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛
++= ∑

=

3

1
332211

j
jijjijjij BABABA   

→  9 όροι συνολικά σε κάθε εξίσωση με ανάπτυξη του j 

→ 3 εξισώσεις που προκύπτουν από τη λήψη των τιμών 1i = , 2i =  

& 3i = , για το δείκτη i που εμφανίζεται στον αρχικό όρο 1 φορά 

 
ijk jljA B    … δεν έχει νόημα (εμφανίζεται 3 φορές ο δείκτης j) 

 
11 22 33ij ij ii jjA A A A A Aδ = = = + + ,           ijk il ljkA Aδ = ,          i ij ju uδ =  
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 Τανυστής μετάθεσης εijk (σύμβολο εναλλαγής, Eddington) 
 
 

1;   , ,  άρτια ή δεξιόστροφη διάταξη των 1,2,3

0;   τουλάχιστον δύο από τα , ,  είναι ίσα

1;   , ,  περριτή ή αριστερόστροφη διάταξη των 1,2,3

ijk

i j k

i j k

i j k

ε

+⎧
⎪
⎪⎪= ⎨
⎪
⎪
−⎪⎩

1 

 2 3

1 

 2 3

 
Π.χ.  123 112 1321,   0,   1ε ε ε= = = −   
 

kjiikjjikkijjkiijk εεεεεε −=−=−===  
… εναλλακτικός συμβολισμός (ορισμός) των εijκ 

 
 

 Εσωτερικό Γινόμενο Διανυσμάτων 
 

 i iu v⋅ ≡u v      … 
3

1 1 2 2 3 3
1

i i i i
i

u v u v u v u v u v
=

⎛ ⎞= = + +⎜ ⎟
⎝ ⎠

∑  

 
 

 Ιδιότητες / Επιπλέον ορισμοί: 
 

( ) ( ) ( );      ;      α α⋅ = ⋅ ⋅ + = ⋅ + ⋅ ⋅ = ⋅u v v u u v w u v u w u v u v  
 

0,   ⋅ > ≠u u u 0  
 

 2 2 2
1 2 3   ...   μέτρο του   i iu u u u u

⎛ ⎞
= ⋅ = = + +⎜ ⎟

⎝ ⎠
u u u u u  

 
 Θεώρημα (Ανισότητα Cauchy-Schwarz):  ⋅ ≤u v u v  

 
 Θεώρημα (Tριγωνική ανισότητα) :  + ≤ +u v u v  

 
 cosϕ⋅ =u v u v     ... ορισμός γωνίας ( )vu,∠=ϕ  
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 ˆ ˆi j ijδ⋅ =ι ι  

 
 ˆi iu = ⋅u ι    ... τύπος για τις συνιστώσα ui  

 
Απόδειξη:  ( )ˆ ˆ ˆ ˆ  m m i m m i m mi iu u u uδ= ⇒ ⋅ = ⋅ = =u ι u ι ι ι  

 
 Εξωτερικό Γινόμενο Διανυσμάτων 

 
 ˆijk j k iu vε× =u v ι     … (άθροισμα 27 όρων) 

 
 ˆi iw× = =u v w ι  

 
 1 1 2 2 3 3i ijk j k ij j ij j ij jw u v u v u v u vε ε ε ε= = + + =  

 ( ) ( )11 1 1 21 2 1 31 3 1 12 1 2 22 2 2 32 3 2i i i i i iu v u v u v u v u v u vε ε ε ε ε ε= + + + + + +  
 ( )12 1 3 23 2 3 33 3 3i i iu v u v u vε ε ε+ + +  
 
 π.χ.  233232123231321 vuvuvuvuw −=+= εε  
 

 × = − × → × =u v v u u u 0  
 

 ( ) ( )wvuwvu ×⋅=⋅×  
 

 ( )ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ      i j ijk k i j k ijkε ε× = → × ⋅ =ι ι ι ι ι ι  
 
 

 Δυαδικό Γινόμενο Διανυσμάτων 
 

Το δυαδικό γινόμενο ανάμεσα σε δύο διανύσματα a & b ορίζεται από 
τη σχέση: 
 

( ) ( ),⊗ = ⋅ ∀ ∈Va b u a b u u  
  
Σημείωση: γενικά,  ⊗ ≠ ⊗a b b a  
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 Γραμμικές Βαθμωτές Συναρτήσεις 
 

Μια γραμμική βαθμωτή συνάρτηση είναι μια απεικόνιση f(⋅) του 
χώρου V στο  (δηλ. απεικόνιση διανύσματος σε πραγματικό αριθμό), 
τέτοια ώστε: 

 
, &

f( ) f( ) f( )
f( ) f( )

α

α α

∀ ∈ ∈
+ = +
=

Vu v
u v u v

u u
 

 
 Θεώρημα αναπαράστασης: κάθε γραμμική βαθμωτή συνάρτηση 

f(⋅) έχει την αναπαράσταση: f(u) = f ⋅ u, όπου το διάνυσμα f είναι 
μοναδικό & ανεξάρτητο από το u 
 
Απόδειξη 
 
1. Ύπαρξη του f  

 i iˆ ˆf( )=f( )= f( )i iu uu ι ι  
Ορίζουμε το διάνυσμα f  από την παρακάτω σχέση: 

 
3

1

ˆ ˆ ˆ ˆf( ) f( )i i i i
i=

≡ =∑f ι ι ι ι  

2. Μοναδικότητα του f  
Έστω ότι το f  δεν είναι μοναδικό. Τότε θα υπάρχει 
τουλάχιστον άλλο ένα διάνυσμα f  τέτοιο ώστε: 
 

 
f ( )
( ) 0

0

∀ ∈
= ⋅ = ⋅ ⇒

− ⋅ = ⇒

− = ⇒ =

Vu
u f u f u

f f u
f f f f

 

 
 Γραμμικές Διανυσματικές Συναρτήσεις 

 
Μια γραμμική διανυσματική συνάρτηση είναι μια απεικόνιση t(⋅) του 
χώρου V στο V (δηλ. απεικόνιση διανύσματος σε διάνυσμα), τέτοια 
ώστε: 
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, &
( ) ( ) ( )
( ) ( )

α

α α

∀ ∈ ∈
+ = +
=

Vu v
t u v t u t v
t u t u

 

 
Παράδειγμα:  ( ) ( )= ⋅t u a b u ,  … a & b καθορισμένα διανύσματα του V 

 
 Θεώρημα αναπαράστασης: κάθε γραμμική διανυσματική 
συνάρτηση t(⋅) έχει την αναπαράσταση: 
 

1 1 2 2 3 3

3

1

ˆ ˆ ˆ( ) ( ) ( ) ( )

ˆ ˆ ˆ( ) ( ) ( ) ( )i i i i i i
i=

= ⊗ + ⊗ + ⊗

= ⊗ = ⊗ = ⋅∑

t u ι t u ι t u ι t u

t u ι t u ι t u ι t u
 

 
όπου το διάνυσμα ti είναι μοναδικό & ανεξάρτητο από το u 
 

Απόδειξη 
 

1. Μοναδικότητα  
 

Υποθέτουμε ότι το it  δεν είναι μοναδικό. Τότε θα υπάρχει 
τουλάχιστον ένα διάνυσμα it  τέτοιο ώστε: 
 

 

ˆ ˆ( ) ( ) ( )
ˆ ˆ( ) ( )

ˆ ˆ( ) ( )
ˆ ( ) ( )

( ) ( ) 0
( ) 0

, 1,..,3

i i i i

i i i i

i i i i

i i i

i i

i i

i i i

∀ ∈
= ⊗ = ⊗ ⇒

⊗ − ⊗ = ⇒

⋅ − ⋅ = ⇒

⋅ − ⋅ = ⇒⎡ ⎤⎣ ⎦
⋅ − ⋅ = ⇒

− ⋅ = ⇒

= ∀ =

Vu
t u ι t u ι t u
ι t u ι t u 0
ι t u ι t u 0

ι t u t u 0

t u t u
t t u

t t

 

 

2. Ύπαρξη 
 

Ορίζουμε ˆ( ) t ( )i i⋅ = ⋅t ι  και ισχύει από το θεώρημα αναπαράστα-
σης για βαθμωτές συναρτήσεις ότι t ( )i i= ⋅u t u  για i ∈Vt  και 
ανεξάρτητο του u . Επομένως: 
 

1 1 2 2 3 3ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )i i i i= ⋅ = ⊗ = ⊗ + ⊗ + ⊗t u t u ι ι t u ι t u ι t u ι t u  
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 Επιπλέον Ιδιότητες 
 

( )( ) ( ) ( )+ ≡ + ∀ ∈Vt s u t u s u u  
 

( )( ) ( )α α= ∀ ∈Vt u t u u  
 

Θεώρημα: Αν t(⋅), s(⋅) → γραμμικές διανυσματικές συναρτήσεις, 
⇒ [(t+s)(⋅) &  (α t)(⋅)] → γραμμικές διανυσματικές συναρτήσεις 
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ΚΕΦΑΛΑΙΟ 10: ΤΑΝΥΣΤΕΣ 2ΗΣ ΤΑΞΗΣ 
 

Ο τανυστής δεύτερης τάξης Τ είναι μια γραμμική διανυσματική μορφή: 
 

ˆ( ) ( )i i= ⊗ =t u ι t u Tu  
 

δηλ. είναι ο γραμμικός μετασχηματισμός ενός διανύσματος σε ένα άλλο 
 
 

 Συνιστώσες - Συμβολισμός 
 

 
Ti3 

1̂ι  
Ti2

Ti1 

2̂ι
3̂ι

ti 

 

Για  i=1,2,3 
{ }it  ... 3 διανύσματα χαρακτηριστικά 
του τανυστή T 
 
{ }it  ... “διανυσματικές συνιστώσες” ή 
προβολές του T στο σύστημα 
συντεταγμένων  { }îι  

 

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡
=

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡
=

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡
=

333231

232221

131211

333231

232221

131211

3

2

1

TTT
TTT
TTT

ttt
ttt
ttt

t
t
t

T  

 
Παραδείγματα τανυστών 2ης τάξης: κλίση παραμόρφωσης F, μηχανική 
τάση T, ανηγμένη παραμόρφωση ε 

 
 

 Μηδενικός Τανυστής 2ης Τάξης, O 
 

= γραμμική διανυσματική συνάρτηση 0(⋅) που αν εφαρμοστεί σε 
οποιοδήποτε διάνυσμα του V το μετατρέπει στο μηδενικό διάνυσμα, 
δηλ: 

( ) = = ∀ ∈V0 u O u 0 u  
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 Γραφή με δείκτες – Τύποι για τις Συνιστώσες 
 

î i= ⊗T ι t ,          ˆi ij jT≡t ι  

Tij oρίζεται ως η j συνιστώσα του διανύσματος it  ως προς { }ˆjι  
 

 ∴ ˆ ˆij i jT≡ ⊗T ι ι ,  

Tij ... συνιστώσες του τανυστή T  (9 αριθμοί: 
3 3

1 1

ˆ ˆij i j
i j

T
= =

≡ ⊗∑∑T ι ι ) 

 
ˆ ˆmn m nT ≡ ⋅ι T ι  ... τύπος για τον υπολογισμό των συνιστωσών Τmn του T 

 
Παραδείγματα: 
 

ˆ ˆ ˆ 0ij i j iO = ⋅ = ⋅ =ι O ι ι 0 ,       όπου  { },= ∀O u 0 u  
 

ˆ ˆ ˆ ˆij i j i j ij1 δ= ⋅ = ⋅ =ι 1 ι ι ι ,       όπου   { },= ∀1u u u  
 

( )ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆij i j m m ij m i j m ij m i jm ij j iT u T u T u T uδ= ⊗ = ⋅ = =Tu ι ι ι ι ι ι ι ι  
 
( ) ( ) ( )ˆ ˆ ˆ ˆi j i j i jij

a b⊗ = ⋅ ⊗ = ⋅ ⋅ =a b ι a b ι ι a b ι  
 

 
 Πρόσθεση / Βαθμωτός πολλαπλασιασμός 

 
( ) ( ) ( ) ( ) ( ), ,α α+ = + = =T S u Tu Su T u Tu TS u T Su  

 
Μπορούν να αποδειχθούν χωρίς δυσκολία οι παρακάτω σχέσεις για τις 
συνιστώσες: 

 
 ( ) ( ) ( ), ,ij ij ij im mjij ij ij

T S T T Sα α+ = + = =T S T TS  
 

Π.χ. ( ) ( ) ( ) ( )ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆi j i j i mn m n jij
S⎡ ⎤= ⋅ = ⋅ = ⋅ ⊗ =⎣ ⎦TS ι TS ι ι T S ι ι T ι ι ι  

 

 ( )( ) ( ) ( )ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆi mn m n j i mn m nj i mj mS S Sδ= ⋅ ⋅ = ⋅ = ⋅ι T ι ι ι ι T ι ι T ι  

 ( )ˆ ˆi m mj im mjS T S= ⋅ =ι T ι  
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 Ιδιότητες:  

 
 ( ) ( ) ( ) ( );      ;      ;= + = + + = +TS R T SR T S R TS TR S R T ST RT  
 
 ( ) ( ) ( );α α α= = = = TS T S T S     1T T1 T  
 

Όλες οι παραπάνω αποδείχνονται εύκολα με τη χρήση δεικτών. Ση-
μειώνεται επίσης ότι γενικά TSST ≠ . Αν    &  = →ST TS S T   
αντιμετατίθενται (commute) 

 
 

 Ανάστροφος / Συμμετρικός / Ίχνος 
 

 Ανάστροφος ΤΤ του τανυστή Τ :   ,T⋅ = ⋅ ∀Tu v T v u u v  
 
 Συνιστώσες : ( )ˆ ˆ ˆ ˆ   ... T T T

ij ji ij i j j i jiT T T T= = ⋅ = ⋅ =ι T ι ι T ι  
 

 Συμμετρικός τανυστής T :     εάν    T=T T       δηλ.   ij jiΤ Τ=  
 

 Αντισυμμετρικός τανυστής T :     εάν    T= −T T       δηλ.   ij jiΤ Τ= −  
 
 Θεώρημα: κάθε τανυστής T  μπορεί να γραφεί ως άθροισμα ενός 

συμμετρικού τανυστή S  & ενός αντισυμμετρικού τανυστή W : 
 

 = +T S W ,    όπου: ( ) ( )1 1,    
2 2

T T T T= + = = − = −S T T S W T T W  

 
 Ίχνος tr(T) του τανυστή T :  

 

 
( ) ( )
( )

tr tr( ) tr( ) & tr tr( )

tr

α α+ = + = ⎫⎪
⎬

⊗ = ⋅ ⎪⎭

T S T S T T

a b a b
 …ορισμός 
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 Συνιστώσες:   tr( ) iiT=T  
 

…  ( ) ( ) ( )ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆtr( ) tr trij i j ij i j ij i j ij ij iiT T T T Tδ⎡ ⎤= ⊗ = ⊗ = ⋅ = =⎣ ⎦T ι ι ι ι ι ι  
 
 

 Εσωτερικό Γινόμενο Τανυστών:   ( )tr T⋅ =T S TS  
 
Συνιστώσες: ( ) ( )    ... T T

im mi im im ij ijii
T S T S T S⋅ = = = = = ⋅T S TS S T  

 

Μέτρο: ( )... ... ij ijT T
⎧ ⋅ ≤
⎪= ⋅ = ⎨
⎪ + ≤ +⎩

T S T S
T T T

T S T S
 

 
 

 Ορίζουσα (detT) του τανυστή Τ 
 

 

{ } { }( )i i=t e Te

{ }ie

T  
 

 
( )
( )

{ }
{ }

1 2 3

1 2 3

όγκος
det ... det

όγκος
i

i

× ⋅
= =

× ⋅
Te Te Te Te

T T
e e e e

 

 
 Θεώρημα: Η detT είναι ανεξάρτητη της βάσης { }ie  

 
( )ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ( )ij i j i rs r s i rs r s iT T T= ⊗ ⇒ = ⊗ = ⋅T Te e eι ι ι ι ι ι  

 
Επομένως, ο αριθμητής στον τύπο της ορίζουσας γίνεται: 
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( ) { }1 2 3 1 2 3

1 2 3 1 2 3

ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ( ) ( ) ( )

ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ( )( )( ) ( )( )( )
rs r s mp m p nt n t

rmn rs mp nt s p t spt s p t

T T T

T T T Eε

× ⋅ = ⋅ × ⋅ ⋅ ⋅ =

= ⋅ ⋅ ⋅ = ⋅ ⋅ ⋅

Te Te Te e e e

e e e e e e

ι ι ι ι ι ι

ι ι ι ι ι ι
 

 
όπου:  spt rmn rs mp ntE T T Tε=  
 
Παρατήρηση:   spt pts tsp pst stp tpsE E E E E E= = = − = − = −  
& 0,sptE =  όταν τουλάχιστον 2 από τα t, s, p είναι ίσα 
Επομένως, το sptE  μπορεί να γραφεί ως: 123spt sptE Eε= ⇒  
 
⇒ 1 2 3 1 2 3( )spt spt rmn r m n spt r m n rs mp ntE T T T T T T T T Tε ε ε= ⇒ =  
 
Άρα:    ( )1 2 3 1 2 3 1 2 3ˆ ˆ ˆ( ) ( ) ( )rmn r m n spt s p tT T Tε ε ι ι ι× ⋅ = ⋅ ⋅ ⋅Te Te Te e e e  
 
Όμως:   ˆ ˆ ˆ( )i m m i m me= = ⋅e eι ι ι  
 

⇒  1 2 3 1 2 3ˆ ˆ ˆ( ) ( ) ( ) ( )spt s p tε× ⋅ = ⋅ ⋅ ⋅e e e e e eι ι ι  
 

∴   1 2 3det rmn r m nT T Tε=T  
 
Από την τελευταία σχέση παρατηρείται ότι: 
 
 1 2 3(det )rst rst ijk i j k ijk ir js ktT T T T T Tε ε ε ε= =T  (1) 
 

6(det ) 6detrst rst
rst rst rst ijk ir js kt ijk rst ir js ktT T T T T Tε εε ε ε ε ε ε== ⎯⎯⎯⎯→ =T T  

 
⇒  εναλλακτικός ορισμός της detT : 
 

 ∴ 
1det
6 ijk rst ir js ktT T Tε ε=T  (2) 

 

(1)  ⇒ ( )detlmn rstε ε =T

ntnsnr

mtmsmr

ltlslr

ktjsirijklmn

TTT
TTT
TTT

TTT =εε  (3) 
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για         
lr ls lt

lmn rst mr ms mt

nr ns nt

δ δ δ
ε ε δ δ δ

δ δ δ
= → =T 1  (4)  

 
για { },        det 1 ,  (1)T

rst ijk ir js ktQ Q Qε ε= = → = ± ⇒ = ±T Q QQ 1 Q  
 
Με τη βοήθεια της (2) μπορεί ν’ αποδειχθούν εύκολα οι σχέσεις: 
 

( ) ( )( ) ( ) 11det det det ,    det det ,    det detT −−= = =TS T S T T T T  
 
όπου 1−T  είναι  ο αντίστροφος τανυστής του T , & ορίζεται παρακάτω 
 
 

 Αντίστροφος 1−T  ενός τανυστή T 
 

 Ορισμός:   1  , ,−= ⇒ = ∀Tu w u T w u w  
 

⇒   { }1 1 1 1 1 1 1( ) , , ( )− − − − − − −= = = =T T TT T T 1 TS S T  
 
Αποδείξεις 
 

1 1 1
1 1

( ) 0− − −
− −

= ⎫
⇒ = ⇒ − = ⇒ =⎬

= ⇒ = ⎭

Tu w
w TT w TT 1 w TT 1

u T w Tu TT w
 

1 1 1
1 1 1 1

1

( )
( ) ( )

− − −
− − − −

−

⎫= ⇒ = ⎪⇒ = ⇒ =⎬
= ⇒ = ⎪⎭

T u w u T w
T w Tw T T

TT u Tw u Tw
 

 
1 1 1 1( )− − − −= ⇒ =T T 1 T T 1  

 
1 1 1

1 1 1
1

1 1 1

( )
( )

( )

− − −
− − −

−

− − −

⎫= ⇒ = ⇒ = ⎪⇒ = ⇒⎬
= ⎪⎭

⇒ =

TSu w Su T w u S T w
TS w S T w

u TS w

TS S T
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 Συνιστώσες του T-1: δίνονται συναρτήσει του συμπληρωματικού 
(cofactor) τανυστή CT : 
 

1ˆ ˆ ,
2

C C C
mi m i mi mst ijk js ktT T T Tε ε= ⊗ ≡T ι ι  

 
(1) ⇒ detmst rst mst ijk ir js ktT T Tε ε ε ε=T  
 
και λαμβάνοντας υπόψη ότι [από εξ. (4)]: 2mst rst mrε ε δ=  
 

2 det ( ) det
det

C
C

mr mst ijk js kt ir mr mi irT T T T Tδ ε ε δ ⎛ ⎞
= ⇒ = ⇒ = ⎜ ⎟

⎝ ⎠

TT T 1 T
T

 

 
και επειδή μπορεί ν’ αποδειχθεί εκ των προτέρων ότι ο 1−T  είναι 
ένας & μοναδικός & εξ’ ορισμού 1− = ⇒TT 1  
 

1 , det 0
det

C
− = ≠TT T

T
 

 
 Παρατηρήσεις:  
 
• Για να ∃ 1−T  πρέπει det 0≠T , δηλ. T  → ομαλός: 

  = ⇒ =Tu 0 u 0  → μοναδική λύση αν και μόνο αν det 0≠T  
 
• Βασικό θεώρημα ύπαρξης του 1−T : 
 

T  αντιστρέψιμος ⇔  Τ ομαλός 
 

• (3) ⇒ [ ]
11 12 13

21 22 23

31 32 33

det
T T T
T T T
T T T

= =T T  

 
• ( 1)C i j

ijT += − [ελάσσων ορίζουσα του jiT ] 
Π.χ. ( )23 11 23 21 13

CT T T T T≡ − − =  – [ελάσσων ορίζουσα του 32T ] 



 80 

ΚΕΦΑΛΑΙΟ 11: ΟΡΙΣΜΕΝΕΣ ΒΑΣΙΚΕΣ ΚΑΤΗΓΟΡΙΕΣ 
ΤΑΝΥΣΤΩΝ 
 

 Μονόμετροι (unimodular) τανυστές, ∈H U :  det 1=H  
 

δηλ. H  είναι μονόμετρος αν είναι ένας γραμμικός μετασχηματισμός 
που διατηρεί τον όγκο. Μπορεί ν’ αποδειχθεί σχετικά εύκολα ότι το 
σύνολο U  όλων των μονόμετρων τανυστών είναι ομάδα, δηλ. 
 
(i) Είναι κλειστό ως προς τον πολλαπλασιασμό: 
 

1 2 1 2, ( )∈ ⇒ ∈H H H HU U  
 

(ii) Ισχύει η προσεταιριστική ιδιότητα: 1 2 3 1 2 3( ) ( )=H H H H H H  
 
(iii) To U  έχει μοναδιαίο στοιχείο, μιας και  ∈1 U  
 
(iv) ∃ 1−H , μιας και det 0≠H  

 
 

 Ορθογώνιοι (Οrthogonal) τανυστές, ∈Q Q : 
 

 Ορισμός:    1 T− =Q Q    ή ισοδύναμα: T T= =QQ Q Q 1  
 

 ⇒ 
det 1  ... δεξιόστροφος

det 1
det 1  ...αριστερόστροφος

+

−

⎧ = + → ∈⎪= ± → ⎨
= − → ∈⎪⎩

Q Q
Q

Q Q
Q
Q

 

 
 ⇒  im jm ijQ Q δ=  

 
 Το σύνολο Q  των ορθογώνιων τανυστών είναι ομάδα 

 
 ⊂ UQ  

 
Q

U
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 Ένας ορθογώνιος μετασχηματισμός Q είναι ισομετρικός, δηλ. 
διατηρεί μήκη & γωνίες: 

 
 u 

v 

Qu 

Qv 
Q

 
 

i)  γιαT =⋅ = ⋅ = ⋅ ⎯⎯⎯→ ⋅ = ⋅ ⇒ =u vQu Qv u Q Qv u v Qu Qu u u Qu u  
 

ii) cos( , ) cos( , )⋅ ⋅= = =Qu Qv u vQu Qv u v
Qu Qv u v

 

 
   ( )rst ijk ir js ktQ Q Qε ε += ∈Q Q ,    ( )rst ijk ir js ktQ Q Qε ε −= − ∈Q Q  

 
 
ΘΕΩΡΗΜΑ ΑΛΛΑΓΗΣ ΒΑΣΗΣ 
 
Έστω { }îι  και ˆ{ }i

′ι  δυο συστήματα ορθοκανονικών βάσεων. Τότε υπάρχει 
ένας & μοναδικός ∈Q Q , τέτοιος ώστε:  
 

ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ      ,i i i i ij i jQ′ ′ ′= → = ⊗ = ⋅ι Qι Q ι ι ι ι  
 

 

{ }îι

ˆ ˆi i
′ = Qι ι

ˆ{ }i
′ι

 
 
Παρατηρήσεις 
 
• Αν 1 2 3ˆ ˆ ˆ( ) 1× ⋅ = +ι ι ι   τότε η βάση είναι δεξιόστροφη 
 
• Αν 1 2 3ˆ ˆ ˆ( ) 1× ⋅ = −ι ι ι   τότε η βάση είναι αριστερόστροφη 
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• [ ]1 2 3 1 2 3 1 2 3ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ( ) ( ) (det ) ( )′ ′ ′× ⋅ = × ⋅ = × ⋅Q Q Q Qι ι ι ι ι ι ι ι ι  
 

⇒ Aν { }îι  δεξιόστοφη & det 1= +Q , τότε και ˆ{ }i
′ι  δεξιόστοφη & το Q 

λέγεται “ακριβώς ορθογώνιος μετασχηματισμός” ή “περιστροφή” 
⇒ Aν { }îι  δεξιόστοφη & det 1= −Q , τότε ˆ{ }i

′ι  αριστερόστοφη & το Q 
λέγεται “μη-ακριβώς ορθογώνιος μετασχηματισμός” ή “συμμετρία” 

 
 
Συνιστώσες Διανυσμάτων & Τανυστών κατόπιν Αλλαγής Βάσης  
 
Διανύσματα:   ijij Quu =′     &    ijji Quu ′=  
 
Τανυστές:   jnimijmn QQTT =′      &     jnimmnij QQTT ′=  
 
Οι αποδείξεις των παραπάνω σχέσεων δεν είναι δύσκολες: π.χ. 
 

ˆ ˆi i i iu u ′′= =u ι ι   →  ˆ ˆ ˆj j i i j i iju u u Q′ ′′ = ⋅ = ⋅ =u ι ι ι  
και 

ˆ ˆ ˆ ˆij i j ij i jT T ′ ′′= ⊗ = ⊗T ι ι ι ι   →    ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ( )mn m n m ij i j nT T′ ′ ′ ′′ = ⋅ = ⋅ ⊗ =Tι ι ι ι ι ι  

ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ( ) ( )( )m ij i j n ij i m j n ij im jnT T T Q Q′ ′ ′ ′= ⋅ ⋅ = ⋅ ⋅ =ι ι ι ι ι ι ι ι  
 
 

ΤΑΝΥΣΤΕΣ Ν-ΟΣΤΗΣ ΤΑΞΗΣ 
 

( )... ˆ ˆ ˆ...
N

ij k i j kC= ⊗ ⊗ ⊗C ι ι ι  

 
Με αλλαγή βάσεως λαμβάνεται: 
 

mn l ij k im jn klC C Q Q Q′ =… … …    &   ij k mn l im jn klC C Q Q Q′=… … …  
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Ισότροποι (Ιsotropic) τανυστές ∈C J : 
  
Ένας τανυστής Ν-οστής τάξης είναι ισότροπος, αν με μια κατάλληλη 
αλλαγή  βάσης ( ˆ ˆi i

′ =ι Qι , +∈Q Q ) τα στοιχεία του παραμένουν 
αμετάβλητα, δηλ. 
 

... ... ... ......mn l mn l ij k im jn kp ij kC C C Q Q Q C′ = ⇒ =  
 
Θεώρημα Hilbert: κάθε ισότροπος τανυστής οποιουδήποτε τάξης Ν 
γράφεται ως άθροισμα εξωτερικών γινομένων των ijδ  & ijkε , ως εξής: 
N =  άρτιος  →  μόνο τα ijδ  είναι απαραίτητα 
N =  περιττός  →  τόσο τα ijδ  όσο & τα ijkε είναι απαραίτητα 
 
Παραδείγματα: 
 
 jkiljlikklijijklijkijkijij cccCcCcC δδδδδδεδ 321    ,   , ++=== , 
 
 +++++= ilmjkjklimjkmiljlmikklmijijklm εδcεδcεδcεδcεδcC 54321  
 ijklmijlkmijmklikljmikmjl εδcεδcεδcεδcεδc 109876 +++++  
 
όπου:  & ic c  → βαθμωτές ποσότητες (ή σταθερές) 
 
Παρατήρηση: Aν ο 4ου βαθμού ισότροπος τανυστής ijklC  είναι και 
συμμετρικός, δηλ.  ijkl jiklC C=  (ή ijlkC ), τότε: 
 

( )ijkl ij kl ik jl il jkC λδ δ μ δ δ δ δ= + +  
 
Εφαρμογή στα Γραμμικά Ελαστικά (Νόμος Ηοοke): 
 

klijklij ECT =→=       CET  
 

και επειδή  kl lkE E= , προκύπτει: 
 

2ij mm ij mnT E Eλ δ μ= +      ⇔     tr( ) 2λ μ= +T E 1 E  
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ΚΕΦΑΛΑΙΟ 12: IΔΙΟΤΙΜΕΣ & ΙΔΙΟΔΙΑΝΥΣΜΑΤΑ / 
ΠΟΛΙΚΗ ΑΝΑΠΑΡΑΣΤΑΣΗ 

 
 
1. IΔΙΟΤΙΜΕΣ & ΙΔΙΟΔΙΑΝΥΣΜΑΤΑ (ti, ei) του T: 
 

 Ορισμός:  ( ) det( ) 0t t t= ⇒ − = ⇒ − =Te e T 1 e 0 T 1  
 

για ≠e 0 . Αναπτύσσοντας την παραπάνω ορίζουσα ως   
 

( ) ( ) ( ) ( )1det
6 ijk lmn il jm kn

t t t tε ε− = − − −T 1 T 1 T 1 T 1  

 
παίρνουμε τη χαρακτηριστική εξίσωση του T: 
 

3 2 0t I t II t III− + − + =T T T ; 
 

tr( )I =T T ,        [ ]( )2 21 tr( ) tr( )
2

II = −T T T ,     detIII =T T  

 
όπου , ,I II IIIT T T  είναι οι βασικές αναλλοίωτες του T 

 
 Aν ( )321 t,t,t  οι ρίζες του παραπάνω πολυωνύμου, τότε: 
 

1 2 3I t t t= + +T ,        1 2 1 3 2 3II t t t t t t= + +T ,        1 2 3III t t t=T  
 
Από τη θεωρία του κυβικού πολυωνύμου →  τουλάχιστο μία ti είναι 
πραγματική & δύο συζυγείς μιγαδικές 

 
 Θεώρημα Cayley-Hamilton:  3 2

T T TI II III− + − + =T T T 1 O  
 

 Ιδιότητες 

• Αν T → τριγωνικός∗, τότε [στοιχεία της κύριας διαγωνίου] = it  

                                                            

∗ Τριγωνικός τανυστής T : 
0 για (άνω τριγωνικός)

0 για (κάτω τριγωνικός)
ij

ij

T i j

T i j

= <⎧⎪
⎨ = >⎪⎩
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• t  = ιδιοτιμή του ομαλού T & e  το αντίστοιχο ιδιοδιάνυσμα ⇒ 1/ t  = 
ιδιοτιμή του 1−T   & e  το αντίστοιχο ιδιοδιάνυσμα 

• t  = ιδιοτιμή του T & e  το αντίστοιχο ιδιοδιάνυσμα ⇒ tα = ιδιοτιμή 
του αT   & e  το αντίστοιχο ιδιοδιάνυσμα 

• t  = ιδιοτιμή του T⇔ t  = ιδιοτιμή του TT  

• Αν T & S → όμοιοι†, τότε έχουν τις ίδιες χαρακτηριστικές εξισώσεις 
(⇒ ίδιες ιδιοτιμές) & det det=T S  

• Ιδιοδιανύσματα που αντιστοιχούν σε διακριτές ιδιοτιμές είναι 
γραμμικώς ανεξάρτητα 

• T  έχει 3 γραμμικώς ανεξάρτητα ιδιοδιανύσματα ⇔ T  είναι 
διαγωνιοποιήσιμος δηλ. όμοιος με το διαγώνιο τανυστή 

1

2

3

0 0
0 0
0 0

t
t

t

⎡ ⎤
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥⎣ ⎦

 

• 1−P TP  είναι διαγώνιος ⇔ τα στήλες-διανύσματα του P  είναι 
γραμμικώς ανεξάρτητα ιδιοδιανύσματα του T  

• Μηδενική ιδιοτιμή ( 0) det 0it = ⇔ =T  
 
 

 Θεώρημα: κάθε συμμετρικός τανυστής TTT =  έχει τρεις πραγματικές 
ιδιοτιμές { }it  και τρία πραγματικά & ορθοκανονικά ιδιοδιανύσματα 

{ }ˆie   ˆ... i
i

i

⎛ ⎞
=⎜ ⎟⎜ ⎟

⎝ ⎠

ee
e

 

 
Για την απόδειξη (δεν παρατίθεται εδώ) του θεωρήματος αυτού 
χρησιμοποιούνται τα εξής δύο λήμματα: 

 
Λήμμα 1:  →=    TTT     oι ιδιοτιμές { }it  είναι πραγματικές 
 

                                                            
† Όμοιοι τανυστές T & S: αν και μόνον αν ∃ ομαλός τανυστής P, τέτοιος ώστε: 1−=T P SP  ⇔ =PT SP  ⇔ 

1−=S PTP . Σημείωση: ∀ T, ∃ όμοιος τριγωνικός S. 
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Λήμμα 2:  →=    TTT   διακριτές  ιδιοτιμές ( )21 tt ≠  αντιστοιχούν σε 
ορθογώνια ιδιοδιανύσματα ( )21 ee ⊥  
 
Συνιστώσες:  ˆ ˆ ˆij i jT= ⊗T e e  ,  με   ˆ ˆ ˆ ˆ ˆij i j j i j j ijT t t δ= ⋅ = ⋅ =e Te e e  

όπου το  j  δεν αθροίζεται 
 

δηλ.  
1

2

3

0 0
0 0
0 0

t
t

t

⎡ ⎤
⎢ ⎥= ⎢ ⎥
⎢ ⎥⎣ ⎦

T     →    1 1 1 2 2 2 3 3 3ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆt t t= ⊗ + ⊗ + ⊗T e e e e e e  

 
Πόρισμα 1: Αν 1 2 3t t t≠ = , τότε κάθε διάνυσμα του επιπέδου που 
ορίζεται από τα 2 3ˆ ˆ,e e  είναι ιδιοδιάνυσμα που αντιστοιχεί στην ιδιοτιμή 

2t  
 
Πόρισμα 2: Αν 1 2 3t t t= = , τότε κάθε διάνυσμα του χώρου V είναι 
ιδιοδιάνυσμα που αντιστοιχεί στη μοναδική ιδιοτιμή 1t . 

 
 Θεώρημα ιδιοτιμής για ορθογώνιους τανυστές: Οι πραγματικές 
ιδιοτιμές ενός ορθογώνιου τανυστή είναι είτε +1 είτε –1 

 
Απόδειξη: Έστω  R ∈ Q   &  Ru = λu, τότε: 
 

2 2

2 2 2

( ) ( )

( ) (1 )( ) 0 1 1

Tλ λ λ

λ λ λ λ

= ⇒ ⋅ = ⋅ ⇒ ⋅ = ⋅ ⇒

⇒ ⋅ = ⋅ ⇒ − ⋅ = ⇒ = ⇒ = ±

Ru u Ru Ru u u R Ru u u u

u u u u u u
 

 
 Θετικά Ορισμένος Τανυστής 

 
Ένας τανυστής T είναι θετικά ορισμένος αν 0,⋅ > ∀ ≠Tu u u 0 . 

 
Θεώρημα: ο T είναι θετικά ορισμένος αν και μόνο αν  οι ιδιοτιμές του 
είναι: 0it >  (με i = 1,2,3)  

 
 Τετραγωνική Ρίζα T : για ένα θετικά ορισμένο συμμετρικό τανυστή 
T, ορίζεται ως 
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1 1 1 2 2 2 3 3 3ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆt t t= ⊗ + ⊗ + ⊗T e e e e e e  
 

δηλ.  
1

2

3

0 0

0 0

0 0

t

t

t

⎡ ⎤
⎢ ⎥

= ⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥⎣ ⎦

T  

 
Παρατηρήσεις: 
• Αν T είναι θετικά ορισμένος & T=T T , τότε T  είναι επίσης 

συμμετρικός & θετικά ορισμένος 
 

• Ισχύει: =T T T  
 
 
2. ΠΟΛΙΚΗ ΑΝΑΠΑΡΑΣΤΑΣΗ ή ΑΠΟΣΥΝΘΕΣΗ (POLAR 

DECOMPOSITION) ΤΑΝΥΣΤΗ 
 

Aν F είναι ένας ομαλός τανυστής ( )det 0≠F , τότε λαμβάνει την εξής 
μοναδική αναπαράσταση (αποσύνθεση) 
 

= =F RU VR  
 
όπου U, V είναι θετικά ορισμένοι & συμμετρικοί ( T=U U , T=V V ) και 
∈R Q . Συγκεκριμένα: 

 
,T T= =U F F V RUR  

 
Απόδειξη 
 
• FF T  είναι θετικά ορισμένος και συμμετρικός: 
 

( )( ) συμμετρικός
( ) ( ) 0 (με ) θετικά ορισμ.

T T T T T T

T T

= = →
⋅ = ⋅ = ⋅ > ≠ →

F F F F F F
F F u u F Fu u Fu Fu u 0

 

 
• Ορίζουμε T=U F F , ο οποίος είναι ομαλός, συμμετρικός & θετικά 

ορισμένος 
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• Ορίζουμε 1−=R FU  (άρα =F RU ) & παρατηρούμε ότι ∈R Q , αφού 
 

1 1 1 1 1 1( )T T T T T− − − − − −= = = =R R U F FU U F F F F U U UUU 1  
 

•  Μοναδικότητα: Έστω ∃ 2 διαφορετικές εκφράσεις, δηλ.  
 

1 1 2 2= =F R U R U   
 

όπου 1 2,U U  είναι θετικά ορισμένοι & συμμετρικοί, και 1 2, ∈R R Q  
 

2
1 1 1 1 1 2 2

1 2 1 22
2 2 2 2 2

T T T

T T T

⎫= = ⎪⇒ = ⇒ =⎬
= = ⎪⎭

F F U R R U U
U U U U

F F U R R U U
 

 
Θέτοντας 1 2= =U U U   →  1 2 1 2= = ⇒ =F R U R U R R  

 
• Παρατηρούμε ότι:  ( )T T= ⇒ = =F RU F RUR R RUR R  
 
• Ορίζουμε: T=V RUR  (άρα =F VR ). Αρκεί να αποδείξουμε ότι V 

είναι συμμετρικός & θετικά ορισμένος, αφού τα R και U είναι 
μοναδικά. Έχουμε: 

 
( ) ( ) ( )

0

T T T T T T T T T

T T T T

w

= = = = =

⋅ = ⋅ = ⋅ = ⋅ = ⋅ = ⋅ >

V RUR R RU RU R RUR V

Vu u RUR u u Rv u v R u U R u R u Uw w
v

 

 
αφού U είναι θετικά ορισμένος & ≠w 0  
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ΚΕΦΑΛΑΙΟ 13: ΠΕΔΙΑ (ΒΑΘΜΩΤΑ / ΔΙΑΝΥΣΜΑΤΙΚΑ / 
ΤΑΝΥΣΤΙΚΑ) 

 

t=0 

t=t*

Δ

x(t) 

∂Δ 

xo •
(xo + h) • 

 
 
• Δ = ανοικτή περιοχή (δηλ. η οριακή επιφάνεια ∂Δ ∉ Δ) στον 

Ευκλείδιο χώρο E 
 
• ( )tx  ... μονοπαραμετρική διανυσματική μεταβλητή 
 
• ∈x Δ  ... αν μπορούμε πάντα να κατασκευάσουμε μία σφαίρα 

γύρω από το x  που να περιέχεται εξ’ ολοκλήρου στο Δ 
 
 

 ΒΑΘΜΩΤΟ ΠΕΔΙΟ:     ( ) : Rϕ →Vx  
 

V = σύνολο διανυσμάτων στον τριδιάστατο ή Ευκλείδιο χώρο Ε 
R = σύνολο πραγματικών αριθμών 

 
 

 Παραγώγιση: 
 

( )( ) ( ) ( )ϕ ϕ+ − = ⋅ +o o x ox h x x h hϕ O ,      ∀ ∈Vh  & ( )+ ∈ox h Δ  
 

όπου  
( )

0→
h

h
O

   όταν  0→h  

 
( ) gradϕ≡ ∈Vx oxϕ    ... (κλίση του ϕ) → διάνυσμα 

για δεδομένη ( )ϕ x , το gradϕ  είναι μοναδικό 
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 Συστήματα συντεταγμένων: Για ένα καρτεσιανό σύστημα 
συντεταγμένων { }îι , ∃ μια 1-1 αντιστοιχία των σημείων του E σε 
ένα τριπαραμετρικό σύνολο αριθμών: 
 

1 2 3ˆ ( ) ( , , )i i ix x x x x= ⇒ = =x x x xι  
 
Άρα:  ( )( ) ( ) ( )i ix xϕ ϕ ϕ= =x x   
 

⇒ ˆ(grad ) (grad ) (grad )i i
i ix x
ϕ ϕ ϕ ϕ∂ ∂= ⋅ = ⋅ =
∂ ∂

x ι  

 

 ∴     Συνιστώσες:    ˆ ˆgrad ,i i i
ix
ϕϕ ϕ∂= =
∂
ι ι  

 
 Σύνθετη παραγώγιση: 

 

( )( ) ( ) ( ) gradt t
t t
ϕϕ ϕ ϕ ϕ ϕ∂ ∂= = → = ⋅ → = ⋅
∂ ∂x

xx x xϕ  

 
 
 

 ΔΙΑΝΥΣΜΑΤΙΚΟ ΠΕΔΙΟ:     ( ) : →V Vu x  
 

 Παραγώγιση: 
 

[ ] ( )( ) ( ) ( )+ − = +o o x ou x h u x u x h hO ,      ∀ ∈Vh  & ( )+ ∈ox h Δ  
 

όπου  
( )

0→
h

h
O

   όταν  0→h  

 
[ ]( ) grad ( )≡ ∈ ⊗V Vx ou x u    ... (κλίση του u) → τανυστής 

για δεδομένo ( )u x , το grad u  είναι μοναδικό 
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 Συνιστώσες: 
 

( )( ) ( ) ( )i ix x= =u x u x u  
 

⇒  ( ) ( ) ˆgrad grad i
i ix x

∂ ∂= =
∂ ∂

u xu u ι ,        
ˆ( ) ˆm m m

m
i i i

u u
x x x

∂ ∂∂ = =
∂ ∂ ∂

ιu ι  

 

⇒  ( )ˆ ˆ ˆ ˆ(grad ) grad m m i
ij i j i m im

j j j

u u u
x x x

δ∂ ∂ ∂= ⋅ = ⋅ = =
∂ ∂ ∂

u ι u ι ι ι  

 

∴      ˆ ˆ ˆ ˆgrad , ( )i
i j i j i j

j

u u
x
∂= ⊗ = ⊗
∂

u ι ι ι ι  

 
 Σύνθετη παραγώγιση: 

 

( ) ( )( ) ( ) ( ) grad (grad )t t
t t
∂ ∂= = → = → =
∂ ∂
u xu x u x u u u u x

 
 Απόκλιση διανυσματικού πεδίου: 

 
( ) ˆ ˆdiv tr grad tr , ( ) ,i j i j i iu u⎡ ⎤≡ = ⊗ =⎣ ⎦u u ι ι   →  δηλ. βαθμωτό μέγεθος 

 
 Περιστροφή (ή στροβιλισμός) διανυσματικού πεδίου: 

 
ˆcurl ,ijk k j iuε≡u ι     →   δηλ. διανυσματικό μέγεθος 

 
 Λαπλασιανή βαθμωτού πεδίου: 

 

( )
2 2 2

2
2 2 2
1 2 3

ˆdiv(grad ) div , ,i i ii x x x
ϕ ϕ ϕϕ ϕ ϕ ϕ ∂ ∂ ∂∇ ≡ = = = + +

∂ ∂ ∂
ι  

→   δηλ. βαθμωτό μέγεθος 
 

 Λαπλασιανή διανυσματικού πεδίου: 
 

( )2 ˆ ˆ ˆdiv(grad ) div , ,i j i j i jj iu u∇ ≡ = ⊗ =u u ι ι ι  
→   δηλ. διανυσματικό μέγεθος 
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 Ταυτότητες / Παραδείγματα: 
 

div( ) (div ) (grad )ϕ ϕ ϕ= + ⋅u u u  
 

curl(curl ) grad(div ) div(grad )= −u u u  
 

Απόδειξη 2ου παραδείγματος: 
 

ˆcurl , curlijk k j i

i

u
w

ε= → =u u wι  

 
ˆ ˆcurl(curl ) curl , ( , ),mps s p m mps sjk k j p mw uε ε ε= = = =u w ι ι  

 ˆ ˆ ˆ, , ( ) ,mps sjk k jp m mps jks k jp m mj pk mk jp k jp mu u uε ε ε ε δ δ δ δ= = = − =ι ι ι  

 ˆ ˆ, , grad (div ) div ( grad )k mk m m pp mu u= − = −u uι ι  
 
 
 Πεδιακές γραμμές ενός διανυσματικού πεδίου 1 2 3 ˆ( , , )i iu x x x=u ι  
ονομάζονται οι γραμμές των οποίων η εφαπτόμενη σε κάθε σημείο 
τους είναι παράλληλη προς u . Προκύπτουν από τη λύση του 
διαφορικού συστήματος: 

 
31 2

1 2 3

dd d xx x
u u u
= =  

 
 

 Ταξινόμηση διανυσματικών πεδίων: 
(Βάση μηδενισμού των div u  ή/και curlu  σε κάθε σημείο) 

 
• Σωληνοειδές πεδίο: div 0=u  

• Αστρόβιλο πεδίο:  curl =u 0  
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Παραδείγματα 
 

1̂

div 0
curl

k=
=
=

u
u
u 0

ι
 div 3

curl

k
k

=
=
=

u r
u
u 0

div 0
curl 2

= ×
=
=

u k r
u
u k

div 3
curl 2

c
c

= + ×
=
=

u r k r
u
u k

 

 
 

όπου ˆ ˆr i ir x< >= =r e ι , με ˆ r< >e = μοναδιαίο διάνυσμα στην ακτινική 
διεύθυνση σφαιρικού συστήματος συντεταγμένων & r η αντίστοιχη 
(ακτινική) συνιστώσα 
 

 
 ΤΑΝΥΣΤΙΚΟ ΠΕΔΙΟ:     ( ) : ( )→ ⊗V V VT x  

 
 Παραγώγιση: 
 

[ ] ( )( ) ( ) ( )+ − = +o o x oT x h T x T x h hO ,      ∀ ∈Vh  & ( )+ ∈ox h Δ  
 

όπου  
( )

0→
h

h
O

   όταν  0→h  

 
[ ]( ) grad ( )≡ ∈ ⊗ ⊗V V Vx oT x T    ... κλίση του T 

→ τανυστής 3ης τάξης  [μοναδικός για δεδομένo ( )T x ] 
 
 

 Συνιστώσες: 
 

( )( ) ( ) ( )i ix x= =T x T x T  
 

( ) ( ) ˆgrad grad k
k kx x

∂ ∂= =
∂ ∂

T xT T ι ,  
ˆ ˆ( ) ˆ ˆmn m n mn

m n
k k k

T T
x x x

∂ ⊗ ∂∂ = = ⊗
∂ ∂ ∂

ι ιT ι ι  
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[ ]ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ(grad ) (grad )

ˆ ˆ

mn
ijk i k j i m n j

k

ijmn mn
i m nj im nj

k k k

T
x

TT T
x x x

δ δ δ

⎡ ⎤∂→ = ⋅ = ⋅ ⊗ =⎢ ⎥∂⎣ ⎦

∂∂ ∂= ⋅ = =
∂ ∂ ∂

T ι T ι ι ι ι ι ι

ι ι

 

 

 ∴      ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆgrad , ( )ij
i j k ij k i j k

k

T
T

x
∂

= ⊗ ⊗ = ⊗ ⊗
∂

T ι ι ι ι ι ι  

 
 

 Σύνθετη παραγώγιση: 
 

( ) ( )( ) ( ) ( ) grad (grad )t t
t t
∂ ∂= = → = → =
∂ ∂
T xT x T x T T T T x  

 
 

 Απόκλιση τανυστή: 
 

( )1,1 2,2 3,3ˆ ˆ ˆdiv ,ij
i ij j i i i i i

j

T
T T T T

x
∂

= = = + +
∂

T ι ι ι    

 

δηλ. είναι διάνυσμα με συνιστώσες:   

1311 12

1 2 3

2321 22

1 2 3

31 32 33

1 2 3

, 1

, 2

, 3

TT T i
x x x

TT T i
x x x
T T T i
x x x

⎧ ∂∂ ∂+ + =⎪ ∂ ∂ ∂⎪
⎪ ∂∂ ∂+ + =⎨ ∂ ∂ ∂⎪
⎪∂ ∂ ∂+ + =⎪
∂ ∂ ∂⎩
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 ΑΛΛΑΓΗ ΣΥΣΤΗΜΑΤΟΣ ΣΥΝΤΕΤΑΓΜΕΝΩΝ & 
ΑΝΑΛΛΟΙΩΤΕΣ ΠΟΣΟΤΗΤΕΣ 

 
 Αλλαγή συντεταγμένων: 

 

 

x1 

x2 
1̂ι  2̂ι

3̂ι

x3 

1̂
′ι

2̂
′ι3̂

′ι

3x′

2x′

1x′  

( ) ( )i ix x′→  

ˆ ˆi i i ix x ′′= + = +x 0 0ι ι  

ˆ ˆi i
′ =ι Qι ,   ∈Q Q  

ˆ ˆ ˆ ˆ ,i i ij i jQ′ ′→ = ⊗ = ⋅Q ι ι ι ι  

j i ijx x Q′ =     &   i j ijx x Q′=  

(δηλ. ίδιες σχέσεις όπως και για τις 
συνιστώσες διανυσμάτων μιας & x = 
διάνυσμα θέσης) 

 

( )ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆm m i i m m j i i j m mj i ij j i ijx x x x x x Q x x Qδ′ ′ ′ ′′ ′ ′ ′= = ⇒ ⋅ = ⋅ ⇒ = ⇒ =x ι ι ι ι ι ι

 
 
 Αναλλοίωτες ποσότητες: εκείνες οι ποσότητες που έχουν την ίδια 
τιμή σε όλα τα συστήματα συντεταγμένων 

 
• Παράδειγμα: το εσωτερικό γινόμενο δύο διανυσμάτων είναι 
αναλλοίωτο, αφού 

 
T⋅ = ⋅ = ⋅Qu Qv u Q Qv u v  

 
⋅u v … εσωτερικό γινόμενο εκφρασμένο ως προς τη βάση { }îι   

⋅Qu Qv  … εσωτερικό γινόμενο εκφρασμένο ως προς { }ˆ ˆ{ }i i
′ = Qι ι  

 
• Σημαντικές αναλλοίωτες ποσότητες για διαφορίσιμα πεδία: 
 

div , curl , divu u T  
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Απόδειξη για το (divu) 
 

( )
div

div

j ij j j ji m
ij ij im ij

i i i m i m

j j
mj

m j

u Q u u uu xQ Q Q Q
x x x x x x

u u
x x
δ

′ ′ ′ ′∂ ∂ ∂ ∂′∂ ∂= = = = = =
′ ′∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂

′ ′∂ ∂
′= = =

′ ′∂ ∂

u

u
 

 
      παρομοίως αποδεικνύεται ότι:  curl curl′=u u    &  div div′=T T  

 
 

 ΣΗΜΑΝΤΙΚΑ ΘΕΩΡΗΜΑΤΑ ΣΤΗ ΜΕΛΕΤΗ ΠΕΔΙΩΝ  
 

 Θεώρημα Απόκλισης 
 
Δ … ανοικτή, φραγμένη ή μη 
φραγμένη περιοχή του χώρου Ε 
  

( )ϕ ⋅ , ( )⋅u , ( )⋅T  … συνεχή στο 
= ∪∂Δ Δ Δ  & διαφορίσιμα στο Δ 

 
Τότε: 

 

Δ  
n

∂Δ

n

 

• (grad )d ( )d aϕ υ ϕ
∂

=∫ ∫ n
Δ Δ

 

 
• (div )d ( )d aυ

∂

= ⋅∫ ∫u u n
Δ Δ

 

 
• (div )d ( )d aυ

∂

=∫ ∫T Tn
Δ Δ

 

• (grad )d ( )d aυ
∂

= ⊗∫ ∫u u n
Δ Δ

 
• (curl )d ( )d aυ

∂

= ×∫ ∫u u n
Δ Δ

 

 
dυ = διαφορικός όγκος του Δ,        da = διαφορική επιφάνεια του ∂Δ 
n = μοναδιαίο διάνυσμα κάθετο στο ∂Δ 
 
Οι παραπάνω πέντε ταυτότητες συνιστούν το “Γενικευμένο Θεώρημα 
της Απόκλισης” 
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 Θεώρημα Stokes 
 
Δ … πεπερασμένη κλειστή περιοχή του χώρου Ε.  

( )⋅u  … συνεχές & με συνεχείς 1ης τάξης παραγώγους στο Δ 

J … τμηματικώς λεία επιφάνεια1 με σύνορο ∂J … τμηματικώς λεία2 απλή 
κλειστή καμπύλη 
J  (≡ J ∪ ∂J ) ⊂ Δ  (≡ Δ ∪ ∂Δ) 
 
 

Δ  
∂Δ

n 
σ  

∂J

J 

 

( , )n σ  … δεξιόστροφα μοναδιαία 
διανύσματα 
 
n = μοναδιαίο διάνυσμα κάθετο στο J 
 
σ = μοναδιαίο διάνυσμα εφαπτόμενο 
στο ∂J 

 
 ∴ (curl )d ( )da s

∂

⋅ = ⋅∫ ∫
J J

u n u σ  

 
da = διαφορική επιφάνεια του J,        ds = διαφορικό μήκος του ∂J 

 
 

 Θεώρημα: Έστω ότι το Δ είναι απλά συνεκτικό & ( )⋅u  διαφορίσιμο 
στο Δ με curl =u o . [δηλ. u(x) ≡ αστρόβιλο πεδίο]. Τότε ∃ ( )ϕ ⋅ , 2 
φορές διαφορίσιμο στο Δ, τέτοιο ώστε: 

 
gradϕ=u  
 

& λέμε ότι το ( )⋅u  προέρχεται από το δυναμικό ϕ. Αντιστρόφως, αν το 
( )⋅u  προέρχεται από δυναμικό, τότε curl =u 0 . 

                                                            
1 Αν μια επιφάνεια S έχει μοναδική κάθετη της οποίας η διεύθυνση εξαρτάται συνεχώς από κάθε σημείο της S, τότε S ≡ 
λεία επιφάνεια. Αν η S μπορεί να υποδιαιρεθεί σε πεπερασμένου πλήθους λείες επιφάνειες, τότε S ≡ τμηματικώς λεία 
επιφάνεια. (Π.χ. επιφάν. σφαίρας → λεία επιφάν., επιφάν. κύβου → τμηματικώς λεία επιφάν.) 
2 Μια καμπύλη ˆ( ) ( )i is r s=r ι  (με [ , ]s α β∈ ) ονομάζεται λεία εάν είναι συνεχής & με συνεχή 1ης τάξης παράγωγο, η 
οποία είναι διάφορη του , [ , ]s α β∀ ∈o . Μια λεία καμπύλη έχει σε κάθε σημείο της μια μοναδική εφαπτόμενη. Αν η 

( )sr  μπορεί να υποδιαιρεθεί σε πεπερασμένου πλήθους λείες καμπύλες, τότε ( )sr  ≡ τμηματικώς λεία καμπύλη. 
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Σημείωση 1: Ένα σύνολο Δ ⊂ Ε ονομάζεται απλά συνεκτικό αν κάθε 
κλειστή καμπύλη που ανήκει στο Δ περιορίζει ένα φραγμένο τμήμα 
που βρίσκεται εξολοκλήρου μέσα στο Δ. Άρα, ένα απλά συνεκτικό 
σύνολο δεν μπορεί να περιέχει οπές που το διαπερνούν. Π.χ. 

 

όχι απλά συνεκτικό 2D απλά συνεκτικό 2D όχι απλά συνεκτικό 3D
 

Σημείωση 2: Ένα διανυσματικό πεδίο ( )⋅u  ονομάζεται συντηρητικό αν 
& μόνο αν είναι η κλίση ενός βαθμωτού πεδίου. 

 
Σημείωση 3: Αν ( )⋅u  ένα συντηρητικό διανυσματικό πεδίο, τότε το 
επικαμπύλιο ολοκλήρωμα του u  κατά μήκος μιας λείας καμπύλης η 
οποία συνδέει δυο σημεία είναι ανεξάρτητο της καμπύλης που ενώνει 
αυτά τα σημεία. Επιπλέον το θεώρημα Stokes δίνει: 

 
d 0

∂

⋅ =∫
J

u r  

 
μιας και το μοναδιαίο εφαπτόμενο διάνυσμα στην καμπύλη 

ˆ( ) ( )i is r s=r ι  που ορίζει το ∂J δίνεται από τη σχέση / s= ∂ ∂rσ  
 
 

 Θεώρημα: Έστω ότι το Δ είναι φραγμένο από μια μοναδική επιφάνεια 
& ( )⋅u  διαφορίσιμο στο Δ με div 0=u  [δηλ. u(x) ≡ σωληνοειδές 
πεδίο]. Τότε ∃ ( )⋅w  διαφορίσιμο στο Δ, τέτοιο ώστε: 

 
curl=u w  
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 Θεώρημα αναπαράστασης του Helmholtz 
 

Κάθε συνεχώς διαφορίσιμο ( )⋅u  επιδέχεται την αναπαράσταση: 
 

grad curlϕ= +u w  
 
όπου: ϕ είναι ένα C2 (δηλ. 2 φορές διαφορίσιμο) βαθμωτό πεδίο & w 
είναι ένα C1  διανυσματικό πεδίο. Δηλ. το ( )⋅u  μπορεί να αναλυθεί σε 
άθροισμα ενός αστρόβιλου & ενός σωληνοειδούς πεδίου. 
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ΚΕΦΑΛΑΙΟ 14: ΣΥΣΤΗΜΑΤΑ ΚΑΜΠΥΛΟΓΡΑΜΜΩΝ 
ΣΥΝΤΕΤΑΓΜΕΝΩΝ 

 
Υπάρχει μια 1-1 αντιστοιχία των σημείων του Ε σε ένα τριπαραμετρικό 
σύνολο αριθμών 
 

       1 2 3ˆ ˆ( ) ( , , )iy y y y= =x x x  
 
∴    ˆ ( )i iy y= x  

 
y3

( )1 2 3ˆ , ,y y y=x x

y1
y2 

 
 
Π.χ. για καρτεσιανό σύστημα  συντεταγμένων: 
 

 

( )

ˆˆ ( )

ˆ( )

i i i

i
i i i

x x

y x x

= + =

→ ⇒ = − ⋅

x o x

x o

ι

ι
 

2̂ι

3̂ι

1̂ι

 
 
 

 Διανύσματα Βάσης Συντεταγμένων στο x 
 

Ορισμός:  ( )i iy
∂≡
∂

xe x  

 

 

y3

y1

y2

1e 2e

3e

 
Γενικά τα ie  δεν είναι μοναδιαία ή ορθογώνια 
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 Διανύσματα Δυαδικής Βάσης 
 

Παρατηρούμε ότι:     ˆ( grad )
i i

i i
j jj j

j

y y y
y y

δ∂ ∂ ∂= = ⋅ = ⋅
∂ ∂ ∂

x e
x

e

 

 
Ορισμός δυαδικής βάσης:  ˆ( ) gradi iy≡e x    ⇒   i i

j jδ⋅ =e e  
 
Παράδειγμα: Ορθογώνιες καρτεσιανές συντεταγμένες: 
 

ˆ( )i i→e x ι       &     ˆ( )i
i→e x ι    (δηλ. ανεξάρτητα του x) 

 
 Συναλλοίωτος μετρικός τανυστής:     ij i jg = ⋅e e  

 
 Ανταλλοίωτος μετρικός τανυστής:      ij i jg = ⋅e e  

 
 

 Πρόταση: κάθε διάνυσμα u(x) μπορεί να παρασταθεί είτε ως προς τη 
βάση { ( )ie x } ή ως προς τη δυαδική { ( )ie x }, δηλ.  i i

i iu u= =u e e  
 

m m
i m i m i iu u uδ⋅ = ⋅ = =u e e e   ≡  συναλλοίωτες συνιστώσες 

 
i m i m i i

m mu u uδ⋅ = ⋅ = =u e e e   ≡  ανταλλοίωτες συνιστώσες 
 

 Παράδειγμα 
 

Για ένα βαθμωτό πεδίο είναι δυνατόν να θεωρηθεί:  
 

( )ˆ( ) ( ) ( )i iy yϕ ϕ ϕ= =x x  
και 

grad ( grad ) ( grad )i i
i iϕ ϕ ϕ= =e e  

 

⇒  (grad ) (grad ) ( grad ) ( grad )m
i m i ii iy y

ϕ ϕ ϕ ϕ ϕ∂ ∂= ⋅ = ⋅ = ⋅ =
∂ ∂

x e e e   

… συναλλοίωτες συνιστώσες του (gradϕ) 
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Π.χ. για ορθογώνιες καρτεσιανές συντεταγμένες: 
 

ˆ(grad ) (grad ) (grad ) ,i i i i
ix

ϕϕ ϕ ϕ ϕ∂= ⎯⎯→ = ≡
∂

ι  

 
 

 Υπολογισμός Διανυσμάτων Βάσης (Σχέση { ( )ie x }, { ( )ie x } με { îι }) 
 

 

y3 

y1 

y2 

1e  2e

3e
2̂ι  

3̂ι  

1̂ι
2x

1x

3x

 
 

ˆ ( )my=x x    →   ˆ ( )m
i ix x y=  ,          ˆ ( )i i

my y x=  
 

Οπότε προκύπτουν οι ακόλουθες σχέσεις: 
 

    ˆm m
i mi i i

m

x x
y x y y

∂ ∂∂ ∂≡ = =
∂ ∂ ∂ ∂

x xe ι ,         ˆgrad
i

i i
m

m

yy
x

∂= =
∂

e ι  

 

και αντίστροφα:         ˆ
i i

m ii
m m m

y y
x y x x

∂ ∂ ∂ ∂= = =
∂ ∂ ∂ ∂

x x eι ,  

 

ˆ ˆ ˆ ˆ
i i

k k k ki i i i
m m m km ki i i i

m m

x x x xy y
x y y x y y

δ∂ ∂ ∂ ∂∂ ∂= ⇒ = ⇒ = ⇒ =
∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂

e e e eι ι ι ι  
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Συνοπτικά: 

ˆ ˆ,

ˆ

i
m i

i m mi
m

i
m i

m i i
m

x y
y x

xy
x y

∂ ∂= =
∂ ∂

∂∂= =
∂ ∂

e e

e e

ι ι

ι
  

 
Από τις σχέσεις αυτές προκύπτει: 
 

( )

ˆ

ˆ ˆ ˆ ˆ

i i j i j
i i i

m j km j
m m m m k

i j i j
i i

m k j m k j
m k m k

y y y y y
x x x x x

y y y y
x x x x

δ∂ ∂ ∂ ∂ ∂= ⇒ = ⇒ = ⇒
∂ ∂ ∂ ∂ ∂

⎛ ⎞∂ ∂ ∂ ∂
⇒ = ⋅ ⇒ = ⋅ ⇒⎜ ⎟∂ ∂ ∂ ∂⎝ ⎠

e e e e e

e e e e

ι

ι ι ι ι

 

 
( )i i j

j⇒ = ⋅ ⇒e e e e   i ij
jg=e e  

 
και  
 

( )

ˆ

ˆ ˆ ˆ ˆ

m m m m kj j
i m i i kmi i j i j

m k m kj j
i m k i m ki j i j

x x x x x
y y y y y

x x x x
y y y y

δ∂ ∂ ∂ ∂ ∂= ⇒ = ⇒ = ⇒
∂ ∂ ∂ ∂ ∂

⎛ ⎞∂ ∂ ∂ ∂
⇒ = ⋅ ⇒ = ⋅ ⇒⎜ ⎟∂ ∂ ∂ ∂⎝ ⎠

e e e e e

e e e e

ι

ι ι ι ι

 

 
( ) j

i i j⇒ = ⋅ ⇒e e e e   j
i ijg=e e  

 
 
Παρατήρησεις 

• kj k j j j
ik ik i ig g g δ= ⋅ = ⋅ =e e e e  

• j
i iju g u= ,    i ij

ju g u=  
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 Ορθογώνιο Σύστημα Συντεταγμένων:  0i j⋅ =e e ,   για  i ≠ j 
 

⇒ i j⊥e e ,  για  i ≠ j   
 
επίσης:  ⇒ 0i j⋅ =e e   δηλ.  i j⊥e e ,    για  i ≠ j 
 

0ij
ijg g⇒ = = ,    για  i ≠ j   (δηλ. τανυστές [ ]ijg  & [ ]ijg  → διαγώνιοι) 

 
Επιπλέον:  11

111/g g= ,   22
221/g g= ,   33

331/g g=   
 

όχι άθροισμ. όχι άθροισμ.

11 1i i i i
j j i i i i

δ⋅ = ⇒ ⋅ = ⇒ = ⇒ =e e e e e e e
e

 

 
 

 Καμπυλόγραμμη Ορθοκανονική Βάση: 
 

 ˆ
i

i
i i

i
< > = =e ee

e e
 (όπου το i δεν υποδηλώνει άθροισμα) 

 

Απόδειξη της ισότητας (για { }ie  ορθογώνια):  
i

i
i

i

=e e
e e

 

 
2( )

j i i i i
iji ii i

i i i i i
i i i i i

g g= = = ⋅ = = =
ee e e e ee e e e e

e e e e e e
 

όπου το i δεν υποδηλώνει άθροισμα 
 

Κάθε διάνυσμα u μπορεί να γραφεί ως:  ˆi iu< > < >=u e  
 

όπου ˆi iu< > < >= ⋅u e ≡  φυσικές συντεταγμένες του u 
 

⇒ 1ˆ
i i

m m m i i
i m i m m ii i i

uu u u u uδ< > < >= ⋅ = ⋅ = = =ee e e e
e e e

  

(όχι άθροισμα στο i) 
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Ομοίως:  i i
i i

i

uu u< > = = e
e

 (όχι άθροισμα στο i) 

 

Π.χ.: (grad ) 1(grad ) i
i i

i i y
ϕ ϕϕ < >

∂= =
∂e e

  (όχι άθροισμα στο i) 

 
 Παράδειγμα: Κυλινδρικές συντεταγμένες: { }1 2 3( , , ) ( , , )y y y r zθ=  

 
1 cosx r θ= ,        2 sinx r θ= ,       3x z=  

 

( ) ( )

( ) ( )

1 1 21

2 1 2

3 3

ˆ ˆ ˆ ˆcos sin

ˆ ˆsin cos
ˆ

m m
m m

x x
y r

r r

θ θ

θ θ

∂ ∂= = = +
∂ ∂

= = − +
=

e

e
e

ι ι ι ι

ι ι
ι

 

 
Παρατηρήσεις 
• 1 2 31 1r= = =e e e  

• 0i j⋅ =e e ,  για  i j≠     (δηλ. ορθογώνιο σύστημα) 
 
Άρα, καμπυλόγραμμη ορθοκανονική βάση: 

 

1
1 1

1

2
2 2

2

3
3 3 3

3

ˆ

1ˆ

ˆ ˆ

r

< >

< >

< >

= =

= =

= = =

ee e
e
ee e
e
ee e
e

ι

 

θ
r

1ˆ< >e

2ˆ< >e
3ˆ< >e

2̂ι  

3̂ι

1̂ι

z
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Π.χ.:   

1

1
1

2

2
2

3

3
3

/(grad )

1 / 1(grad ) (grad )

/(grad )

i i
i

y
r

y
y r

y
z

ϕ ϕϕ

ϕ ϕ ϕϕ ϕ
θ

ϕ ϕϕ

< >

< > < >

< >

⎧ ∂ ∂ ∂= =⎪ ∂⎪
⎪∂ ∂ ∂ ∂⎪= ⇒ = =⎨∂ ∂⎪
⎪ ∂ ∂ ∂= =⎪

∂⎪⎩

e

e e

e

 

 

… φυσικές συνιστώσες του gradϕ  σε ένα κυλινδρικό σύστημα 
 
 

 Καμπυλόγραμμες Συνιστώσες Τανυστή 
 

Κάθε τανυστής T μπορεί να παρασταθεί με όρους της βάσης { ie }, ή 
της βάσης { ie }, δηλ. 

 
i j ij j i i j

ij i j i j j iT T T T= ⊗ = ⊗ = ⊗ = ⊗T e e e e e e e e  
 

συναλλοίωτες συνιστώσες

ανταλλοίωτες συνιστώσες

μικτές συνιστώσες

ij i j

ij i j

i i
j j

j j
i i

T

T
T

T

= ⋅ ≡

= ⋅ ≡
= ⋅ ⎫⎪ ≡⎬
= ⋅ ⎪⎭

e Te

e Te
e Te

e Te

 

 
 Παράδειγμα: T = 1  (δηλ. ο μοναδιαίος τανυστής) 

 
συναλλοίωτες συνιστώσες

ανταλλοίωτες συνιστώσες

μικτές συνιστώσες

ij i j i j ij

ij i j i j ij

i i i i
j j j j

j j j j
i i i i

1 g

1 g
1

1

δ
δ

= ⋅ = ⋅ = ≡

= ⋅ = ⋅ = ≡
= ⋅ = ⋅ = ⎫⎪ ≡⎬
= ⋅ = ⋅ = ⎪⎭

e 1e e e

e 1e e e
e 1e e e

e 1e e e

 

 
Παρατηρήσεις:   

• ij im jn jn i im j
mn n mT g g T g T g T= = =  

• mn m n
ij im jn im j jn iT g g T g T g T= = =  
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 Φυσικές Συνιστώσες Τανυστή: 

 
ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆi j ij j i i j

ij i j i j j iT T T T< > < > < > < > < > < > < >
< > < > < > < > < > < > < >= ⊗ = ⊗ = ⊗ = ⊗T e e e e e e e e  

 

όπου:  ˆ i
i

i
< > = ee

e
,   ˆ

i
i

i
< > = ee

e
 

 
ˆ ˆ συναλλοίωτες συνιστώσες
ˆ ˆ ανταλλοίωτες συνιστώσες

ˆ ˆ
μικτές συνιστώσες

ˆ ˆ

ij i j

ij i j

i i
j j

j j
i i

T

T
T

T

< > < > < >

< > < > < >

< > < >
< > < >

< > < >
< > < >

= ⋅ ≡

= ⋅ ≡
= ⋅ ⎫⎪ ≡⎬
= ⋅ ⎪⎭

e Te

e Te
e Te

e Te

 

 
 Ορθογώνιες βάσεις { ie } & { ie } ⇒ ˆ ˆ i

i
< >

< > =e e  
 

ij i j
ij j iT T T T< > < > < >

< > < > < >⇒ = = =  
 

∴     ij i jT< > < > < >= ⊗T e e ,          ij i jT< > < > < >= ⋅e Te  
 

i j ij
ij

ij i j i ji j i j

TT T< > < > < >= ⋅ = ⋅ = =e ee Te T e e
e e e e

 (όχι άθροισμα) 

 
j iji i j

ij i j ij
i j i j

T
T T< > < > < >= ⋅ = ⋅ = =

eee Te T e e
e e e e

 (όχι άθροισμα) 

 
ii

j j i j
ij i j j ii i

j j

T
T T< > < > < >= ⋅ = ⋅ = =

eee Te T e e
e e e e

 (όχι άθροισμα) 

 
jj

i i j i
ij i j i jj j

i i

TT T< > < > < >= ⋅ = ⋅ = =e ee Te T e e
e e e e

 (όχι άθροισμα) 

 



 108 

 Συναλλοίωτη Παραγώγιση 
 

Επειδή ˆm
i m ii i

x
y y

∂ ∂= ⇔ =
∂ ∂

xe eι , η παράγωγος του ie  ως προς jy  

γράφεται ως 
 

2

, , ,i
i j ji ijj j iy y y

∂ ∂≡ = = =
∂ ∂ ∂

e xe x x    (δηλ. , ,i j j i=e e ) 

ή ισοδύναμα: 
2 2 2

| |

ˆ, m m m m mk kn
i j m ni j i j k i j k

n
ijk ij

kn
ijk

x x x x x g
y y y y y y y y

g

Γ Γ

Γ

⎞⎛∂ ∂ ∂ ∂ ∂= = =⎟⎜∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂⎝ ⎠
e e eι  

 
 ∴  , k n

i j ijk ij nΓ Γ= =e e e  (1) 
 

όπου: 
ου

ου

σύμβολο Christoffel του1 είδους

σύμβολο Christoffel του 2 είδους
ijk

n
ij

Γ
Γ

≡⎧⎪
⎨ ≡⎪⎩

 

 
τα οποία συσχετίζονται ως: n nk

ij ijkgΓ Γ=   &  n
ijk nk ijgΓ Γ=  

 
Επιπλέον, χρησιμοποιώντας την (1) μπορεί να δείξει κανείς ότι 
 

,
ij

ij k ikj jkik

g
g

y
Γ Γ

∂
≡ = +

∂
 

 
Αντίστοιχα, επειδή i ik

kg=e e , η παράγωγος του ie  ως προς jy  
γράφεται ως  
 

 , , ,
i ik

ki ik ik ik
j k j k k jj j j

g g g g
y y y

∂∂ ∂≡ = + = +
∂ ∂ ∂

eee e e e  
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όπου ο 2ος όρος στο δεξί μέλος υπολογίζεται χρησιμοποιώντας την (1), 
ενώ το ,ik

jg  στον 1ον όρο υπολογίζεται ως εξής: 
 

, 0 ,, ,

, ,, ,

ik i ik ik ik ik
mk m mk j mk j mk j mk j

nm ik nm ik in nm ik
mk j mk j j mk j

n
k

g g g g g g g g g g

g g g g g g g g g g

δ

δ

= ⇒ + = ⇒ = − ⇒

⇒ = − ⇒ = − ⇒  

, ( ) ( )in nm ik nm i ik n
j mjk kjm mj kjg g g g gΓ Γ Γ Γ⇒ = − + = − +  

 
Οπότε:  , ( ) ,i km i is k ik n i km i

j mj sj k kj n j mj kg g g gΓ Γ Γ Γ= − + + ⇒ = − ⇒e e e e e  
 
 ⇒    ,i i m

j mjΓ= −e e  
 
Παρατηρήσεις: 

• , ,ijk jik k i j k j iΓ Γ= = ⋅ = ⋅e e e e  

• ,, ,k k k k k
ij ji i j j i i jΓ Γ= = ⋅ = ⋅ = − ⋅e e e e e e  

• Ορθογώνιο σύστημα συντεταγμένων: 0k
ijk ijΓ Γ= =   (i j k i≠ ≠ ≠ ) 

 
 

 Παραγώγιση του διανύσματος  i i
i iu u= =u e e  

 

 

, ( ), , ,

,
, , ( , ),

i i m i m i m
i k i k m k i mk m k i mk

m k
k k i i m i m m i m

k i i k k m ik m k ik m

m
k

u u u u u u

u
y u u u u u u

u

Γ Γ

Γ Γ

+ = − = −⎧
⎪
⎪∂≡ = ⎨∂ + = + = +⎪
⎪
⎩

e e e e e

uu
e e e e e

 

 
 δηλ.  , m m

k m mk k
u u= =u e e  

 
 όπου & m

m k k
u u   … συναλλοίωτες παράγωγοι των συνιστωσών 

& m
mu u , αντίστοιχα 
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Παράδειγμα 
Για ένα διανυσματικό πεδίο είναι δυνατόν να θεωρηθεί:  
 

( )ˆ( ) ( ) ( )i iy y= =u x u x u  
 

(grad ) (grad ) ii iy y
∂ ∂∴ = =
∂ ∂

u xu u e  

 
η οποία, επειδή m

mu=u e , δίνει 
 

(grad )
m

m m
m ii i

u u
y y

∂ ∂+ =
∂ ∂

ee u e  

 
και οι συναλλοίωτες συνιστώσες του (grad )u  λαμβάνονται ως: 
 

(grad ) (grad )
m

m im m
ij i j i m i m ijj j j

m
i m

ij

u uu u
y y y

Γ
δ

Γ

∂ ∂∂= ⋅ = ⋅ + ⋅ = −
∂ ∂ ∂

−

eu e u e e e e  

 
Σημείωση 
Αντίστοιχα με το διάνυσμα u, μπορούν να βρεθούν συναλλοίωτες 
παράγωγοι των συνιστωσών ijT , ijT , i

jT  & j
iT  ενός τανυστή T ως 

 

 

,

,

,

,

m m
ij ij k ik mj jk imk

jij ij i mj im
k km kmk

i i i m m i
j j k km j jk mk

jj j m j m
i i k ik m km ik

T T T T

T T T T

T T T T

T T T T

Γ Γ

Γ Γ

Γ Γ

Γ Γ

⎫= − −
⎪
⎪= + + ⎪⎪
⎬
⎪= + −
⎪
⎪= − + ⎪⎭

 

 
Από τις σχέσεις αυτές προκύπτει ότι οι συναλλοίωτες παράγωγοι 
του μετρικού τανυστή είναι ίσες με μηδέν, δηλ. 
 

0
ji ij kk

ij i j
ij j ik kk k

g g g g
δδ

= = = =  
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ΚΕΦΑΛΑΙΟ 15: ΚΙΝΗΣΗ / ΠΑΡΑΜΟΡΦΩΣΗ  
 

 Βασικές Έννοιες Περιγραφής του Συνεχούς Μέσου 
 

 Φυσικός (Ευκλείδειος) χώρος → Ευκλείδεια γεωμετρία 
 

 Χρόνος (σχετικός χρόνος) 
 

⇒ Αυτομάτως μπορούν να οριστούν οι έννοιες: 
 

 Σχήμα (μορφή)  Μεταβολή (ρυθμός) 
 

⇒ έννοιες της κινηματικής που προκύπτουν ως μαθηματικές 
συνέπειες του σχήματος & της μεταβολής: 

 
 Κίνηση  Παραμόρφωση 

  
 Ταχύτητα  Επιτάχυνση 

 
 
 

x = χ(X,t)

Po 

X Bo 

Αρχική διαμόρφωση (t = 0) Τρέχουσα διαμόρφωση (t = t)

Bt x 

Pt 
o 

Bo → Bt 
Po → Pt 

 
 

Χ = διάνυσμα θέσης  που  
χαρακτηρίζει ένα σημείο του 
σώματος τη χρονική στιγμή t = 0 
(Στην πραγματικότητα το 
διάνυσμα θέσης είναι  Χ – o, 
όπου o είναι ένα σταθερό σημείο) 

x = διάνυσμα θέσης που 
χαρακτηρίζει το ίδιο σημείο του 
σώματος την  χρονική στιγμή t = t
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Κίνηση : 1-1 απεικόνιση Bo → Bt η οποία συμβολίζεται ως 
 ( , )t=x χ X  με 1C∈x  & ( ,0) =χ X X  
 ∃ 1−χ : Bt → Bο 
 

Ταχύτητα : ( ),
( , )

t
t

t
∂

= = ≡
∂
X

v v X x
χ

 

 

Επιτάχυνση :  ( ) ( )2

2

, ,
( , )

t t
t

t t
∂ ∂

= = = ≡ ≡
∂ ∂

v X X
X v x

χ
α α  

 
Μετατόπιση :  ( ),t= − = −u x X X Xχ  
 

Κλίση παραμόρφωσης : ( , )t∂ ∂= =
∂ ∂

X xF
X X

χ  

 GRAD ( , ) ( , )t t= = ∇X Xχ χ  
 

όπου: ∇ ≡ GRAD ≡ ∂
∂X

 ≡ κλίση ως προς Χ 

 grad ≡ ∂
∂x

 ≡ κλίση ως προς x 

 
• Γραφή με δείκτες:  
 

( ) 2

2
, , , , ,i i i

i i j i i i i i ij
j

x x xx X t v a u x X F
t t X

χ ∂ ∂ ∂= = = = − =
∂ ∂ ∂

 

 
 

 Lagrangean (Υλική) & Eulerian (Χωρική) Παρατήρηση 
 

Έστω ένα βαθμωτό πεδίο ϕ που παριστάνει ένα φυσικό μέγεθος (π.χ.  
θερμοκρασία, πυκνότητα, κλπ) 
 
• Περιγραφή κατά Langrange (Π.L.) του ϕ : ˆ( , )tϕ ϕ= X  
 
• Περιγραφή κατά Εuler (Π.E.) του ϕ :  ( , )tϕ ϕ= x  
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 ∴ ˆ( , ) ( ( , ), ) ( , )t t t tϕ ϕ ϕ ϕ= = =x X Xχ  
 

σύνθετη παραγώγιση  ⇒  
ˆ( , ) ( , ) ( , )t t t

t t t
ϕ ϕ ϕ∂ ∂ ∂ ∂= + ⋅ ⇒
∂ ∂ ∂ ∂
X x x x

x
 

 

 
ˆ( , ) ( , ) [grad ( , )]t t t

t t
ϕ ϕ ϕ∂ ∂

⇒ = + ⋅
∂ ∂
X x x v  

 

 Υλική ως προς χρόνο παράγωγος (Langrangean):      
ˆ( , )t

t
ϕϕ ∂≡
∂
X  

 

 Χωρική ως προς χρόνο παράγωγος (Εulerian):      ( , )t
t t
ϕ ϕ∂ ∂≡
∂ ∂

x  

 

∴ (grad )
t
ϕϕ ϕ∂= + ⋅
∂

v  

 
Ομοίως είναι δυνατό να δειχθεί ότι η παραπάνω σχέση μπορεί να 
γενικευτεί στα διανυσματικά & τανυστικά πεδία οποιουδήποτε βαθμού. 

 
Παραδείγματα 
 

( )grad
t
θθ θ∂= + ⋅
∂

v ,  ,i iv
t
θθ θ∂⎧ ⎫= +⎨ ⎬∂⎩ ⎭

  … θ = θερμοκρασία 

( )grad
t
∂= +
∂
vv v v ,  ,

i
i i m m

vv v v
t
∂⎧ ⎫= +⎨ ⎬∂⎩ ⎭

 … v = διάνυσμα ταχύτητας 

( )grad
t
∂= +
∂
TT T v , ,

ij
ij ij m m

T
T T v

t
∂⎧ ⎫

= +⎨ ⎬∂⎩ ⎭
 … T = τανυστής τάσης 

 
 

 Η Έννοια της (Τοπικής) Παραμόρφωσης 
 

Η έννοια της τοπικής  παραμόρφωσης πηγάζει από την έννοια της 
κίνησης όταν κρατάμε σταθερό τον χρόνο. Μόνο η μορφή αναφοράς (t 
= 0) και η παρούσα μορφή (t = σταθ.) απαιτούνται για τον ορισμό της. 
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x = χ(X,t)
X 

Bo Bt

x 

′X  
′x  

( , )t′ ′=x Xχ
h 

 
( ) ( ) ( )( , ) , , ,t t t t′ ′− = − = + −x x X X X h Xχ χ χ χ  

 
Αν ( , )t=x χ X  → συνεχές παραγωγίσιμο διανυσματικό πεδίο τότε από 
τον ορισμό της παραγώγισης ⇒ ( ) ( ),t′ − = ∇ +⎡ ⎤⎣ ⎦x x X h hχ O  

 
Έστω d→h X , όπου dX …μία διαφορική υλική ίνα στο Χ ∈ Bo. Τότε 
  
 fixed

d d
t=

=x F X   (1) 
 

όπου dx είναι μια διαφορική υλική ίνα στο x ∈ Bt  
  
Επομένως, ο τανυστής F παίρνει μια διαφορική διανυσματική υλική 
ίνα dX σε χρόνο t = 0, την περιστρέφει & την επεκτείνει (ή τη 
συρρικνώνει), έτσι ώστε να τη μεταμορφώσει σε μια υλική ίνα dx για t 
= t. Δηλ. F = απεικόνιση μιας πολύ μικρής περιοχής γύρω από το Χ σε 
μια μικρή περιοχή γύρω από το x. Mε άλλα λόγια, το F είναι ένα μέτρο 
της μεταβολής της τοπικής γεωμετρίας στην περιοχή γύρω από το Χ. 
 

 

d X  

N̂  
n̂  

d x  
x = χ(X,t)

 
 

d dˆ ˆ,
d d

= =X xN n
X x

   (μοναδιαία διανύσματα) 

 
Από την (1) & τη γεωμετρική ερμηνεία της ορίζουσας, προκύπτει: 
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{ }
{ }

{ }
{ }

d d

d d

όγκος όγκος ddet
όγκος όγκος dV

υ= = =
X x

X X

F
F  

 
dυ & dV δεν μπορεί να είναι μηδέν αφού στα συνεχή μέσα είναι 
αδύνατη η δημιουργία ή η καταστροφή όγκου ⇒ { }det 0,≠ ∞F  

 
0 0

( ,0) det 1
t t= =

= ⇒ = ⇒ =X X F 1 Fχ   
 

Επειδή, 
0

det 0
t=
>F , det 0≠F  (⇒ det 0≠F ) & F συνεχής, 

προκύπτει ότι  det 0>F  
 

 detF 

11  

t όχι 
0 

 
 
Σημείωση 1: Από τη θεωρία πεπλεγμένων συναρτήσεων γνωρίζούμε 
ότι η συνάρτηση ( , )i i mx X tχ=  είναι αντιστρέψιμη, δηλαδή 
 

 1 1: ( , )m m m iX x tχ χ− −∃ ∋ =    αν και μόνον αν  

{ }det det 0,i

j

x
X

⎛ ⎞∂ = ≠ ∞⎜ ⎟⎜ ⎟∂⎝ ⎠
F  

 
Αυτή είναι η μαθηματική απόδειξη της προαναφερόμενης φυσικά 
εκφρασμένης πρότασης 
 
 
Σημείωση 2: 
 

( ), ( , )t t= − = − =u x X X X u Xχ   … Langrangean  Μορφή 
 
Αν η κίνηση  είναι αντιστρέψιμη  τότε 

 
1( , ) ( , )t t−= − =u x x u xχ   … Eulerian Μορφή 
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⇒ ( ) 1

1

grad

grad

−

−

∂⎧ ⎫∇ = = −⎪ ⎪∂⎪ ⎪⇒ = − +∇⎨ ⎬
∂⎪ ⎪= = −⎪ ⎪∂⎩ ⎭

uu F 1
X

u 1 1 u
uu 1 F
x

 

… σχέση ∇u  & grad u  
Επίσης: 

 

( )

( ) ( )

grad

gradi i m
mjij im

j m j

u u x F
X x X

∂ ∂ ∂⎛ ⎞∇ = = =⎜ ⎟∂ ∂ ∂⎜ ⎟
⎜ ⎟∂ ∂ ∂
⎜ ⎟∇ = = =⎜ ⎟∂ ∂ ∂⎝ ⎠

u u xu u F
X x X

u u
 

 
 

 Γεωμετρική Θεώρηση της Παραμόρφωσης 
 

Επειδή det 0≠F , η πολική αναπαράσταση του F γράφεται ως 
 

= =F RU VR ,   όπου  
...δεξιός τανυστής έκτασης (stretch)
...αριστερός τανυστής έκτασης
...(ορθογώνιος) τανυστής στροφής

⎧
⎪
⎨
⎪
⎩

U
V
R

 

 
 

dX2 

dX1 

dX3 

dXi 

U dXi 

U dX3

U dX1

U dX2

RU dXi = F dXi = dxi 

διατήρηση προσανατολισμού
αλλαγή μήκους 

διατήρηση μήκους  
αλλαγή προσανατολισμού 

dx2 

dx1 

dx3 
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dX2 

dX1 

dX3 

dXi 

R dXi 

R dX3 R dX1 

R dX2 

VR dXi = F dXi = dxi 

διατήρηση προσανατολισμού
αλλαγή μήκους 

dx2 

dx1 dx3 

διατήρηση μήκους  
αλλαγή προσανατολισμού 

 
2 T= ≡U F F C     … δεξιά Cauchy-Green παραμόρφωση 

 
2 T= ≡V FF B     … αριστερή Cauchy-Green παραμόρφωση 

 
 

 Σημείωση 1:  1 1( ) ( )T T− −=F F  
 

 Σημείωση 2:  B, C, B–1 & C–1 είναι θετικά ορισμένοι & 
συμμετρικοί 

 
 Σημείωση 3: Αν ( )iυ  = ιδιοτιμές του U 

 ˆ{ }iu   = (ορθοκανονικά) ιδιοδιανύσματα του U 
Τότε: 
 ( )iυ  = ιδιοτιμές του V 
 2( )iυ  = ιδιοτιμές των B & C 
 2(1/ )iυ  = ιδιοτιμές του B–1 & C–1 
 ˆ{ }iu  = ιδιοδιανύσματα των C & C–1 

 ˆ ˆ{ }i i=v Ru  = (ορθοκανονικά) ιδιοδιανύσματα των V, B & B–1 
 

 Θεώρημα: όταν το dX περιγράφει μια σφαίρα, τότε το dx 
περιγράφει ένα ελλειψοειδές 

 
Απόδειξη 

2 1 1 1 1( )σταθ. d d d ( d ) ( d ) d dT− − − −= = ⋅ = ⋅ = ⋅X X X F x F x F F x x  
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⇒ 1( )d d σταθ.− ⋅ =B x x  
 
Έστω ˆd i idx=x v , τότε η προηγούμενη σχέση δίνει 
 

3 3
1 2 1 2

2
1 1

1ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆσταθ. ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )i i i i i i i i i i
i i i

dx dx dx dx
υ

− −

= =

= ⋅ = ⋅ = ⋅∑ ∑B v v B v v v v  

2 2 2
1 2 32 2 2

1 2 3

1 1 1( ) ( ) ( ) σταθ.dx dx dx
υ υ υ

⇒ + + =   

… ελλειψοειδές παραμορφώσεως 
 
για  1 2 3υ υ υ= =  το ελλειψοειδές γίνεται σφαίρα 
 

 (0,0, υ3)

(0,0,υ2) 
(0,0, υ1) 

1 

2 

3

2v̂

1̂v

3v̂

 
 
 

 Ανηγμένη Μετατόπιση ή Επέκταση (Stretch) 
 

d
d

λ ≡
x
X

  σε μία συγκεκριμένη διεύθυνση πάνω σε μια υλική ίνα 

 
 

d X  

dˆ
d

= XN
X dˆ

d
= xn

x

d d=x F Xx = χ(X,t)  
 



 121

 Επέκταση στο σημείο x μιας υλικής ίνας του σώματος Βt  
 

2
2 1 1

ˆ2 1
( ) ( )

( )

d 1ˆ ˆd d d
ˆ ˆd

λ λ− −
−

= ⋅ ⇒ = ⋅ ⇒ = =
⋅n

X
X B x x B n n

B n nx
  

 
για ˆ ˆi=n v  … δηλ. ιδιοδιανύσματα του 1−B  

 

ˆ 1

2

( )

1 1
ˆ ˆ 1 ˆ ˆ

i i
i i

i i
i

λ υ

υ

−
⇒ = = =

⋅ ⎛ ⎞
⋅⎜ ⎟

⎝ ⎠

v B v v
v v

 … κύριες επεκτάσεις   

όπου ο δείκτης i δεν εκφράζει άθροισμα 
 

ˆ{ }iv … κύριες διευθύνσεις μετά την παραμόρφωση 
 
 

 Επέκταση στο σημείο X μιας υλικής ίνας του σώματος Βo  
 

d d ( d ) ( d ) ( d ) d
d d d d

T

λ
⋅ ⋅

= = = =
x F X F X F X F F X X
X X X X

 

 

ˆ ( )
( d ) d ˆ ˆ

d
λ λ λ

⋅
⇒ = ⇒ = = ⋅N

C X X
C N N

X
 

 
για ˆ ˆi=N u  … δηλ. ιδιοδιανύσματα του C  
 

2
ˆ ( ) )ˆ ˆ ˆ ˆ(
i i i i i i iλ υ υ⇒ = ⋅ = ⋅ =u C u u u u  … κύριες επεκτάσεις   

όπου ο δείκτης i δεν εκφράζει άθροισμα 
 

ˆ{ }iu … κύριες διευθύνσεις πριν την παραμόρφωση 
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 Ανηγμένη Παραμόρφωση (Strain) 
 

 Θεώρηση κατά Langrange 
 

Μεταβολή του τετραγώνου του μήκους στο σημείο X μιας υλικής 
ίνας, στην κατεύθυνση ˆ d / d=N X X , ανά μονάδα του 
τετράγωνου του μήκους στην κατάσταση αναφοράς: 

 
( )

( )

2 2 2

2 2 2

d dd d ( d ) ( d ) d

d d d

ˆ ˆ ˆ ˆ2( )

− ⋅⎡ ⎤− ⋅ − ⎣ ⎦= = =

⎡ ⎤= − ⋅ = ⋅⎣ ⎦

C 1 X Xx X F X F X X

X X X

C 1 N N EN N

 

 
όπου 
 

( )1
2

= −E C 1     … Green-St. Venant παραμόρφωση 

 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )T T T
T

∇ = − ⎫
⇒ = +∇ +∇ = +∇ + ∇ + ∇ ∇⎬

= ⎭

u F 1
C 1 u 1 u 1 u u u u

C F F
 

∴    1 ( ) ( ) ( )
2

T T⎡ ⎤= ∇ + ∇ + ∇ ∇⎣ ⎦E u u u u  

 

δηλαδή      1
2

ji m m
ij

j i i j

uu u uE
X X X X

⎛ ⎞∂∂ ∂ ∂= + +⎜ ⎟⎜ ⎟∂ ∂ ∂ ∂⎝ ⎠
 

 
Σημείωση: Ε σχετίζεται με την «ονομαστική» παραμόρφωση 
(nominal strain) αφού αναφέρεται σε μεταβολή ως προς το αρχικό 
μήκος  
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 Θεώρηση κατά Euler 
 

Μεταβολή του τετραγώνου του μήκους στο σημείο x μιας υλικής 
ίνας, στην κατεύθυνση ˆ d / d=n x x , ανά μονάδα του τετράγωνου 
του μήκους στην τρέχουσα κατάσταση: 

 
( )

( )

12 2 2 1 1

2 2 2

1

d dd d d ( d ) ( d )

d d d

ˆ ˆ ˆ ˆ2( )

−− −

−

⎡ ⎤− ⋅− − ⋅ ⎣ ⎦= = =

⎡ ⎤= − ⋅ = ⋅⎣ ⎦

1 B x xx X x F x F x

x x x

1 B n n en n

 

 
όπου 
 

( )11
2

−= −e 1 B     … Almansi-Hamel παραμόρφωση 

 
1

1 1 1grad
( ) ( grad ) ( grad )

grad (grad ) (grad ) (grad )

T T
T

T T

−
− − −⎫= − ⎪⇒ = = − − =⎬

= ⎪⎭
= − − +

u 1 F
B F F 1 u 1 u

B FF

1 u u u u

 

 

∴    1 grad (grad ) (grad ) (grad )
2

T T⎡ ⎤= + −⎣ ⎦e u u u u  

 

δηλαδή      1
2

ji m m
ij

j i i j

uu u ue
x x x x

⎛ ⎞∂∂ ∂ ∂= + −⎜ ⎟⎜ ⎟∂ ∂ ∂ ∂⎝ ⎠
 

 
Σημείωση: e  σχετίζεται με την «πραγματική» παραμόρφωση (true 
strain) αφού αναφέρεται σε μεταβολή ως προς το τρέχον μήκος  

 
 

 Μεταβολές της Επιφάνειας 
 

(1) (2)d d d= ×A X X         (κατάσταση αναφοράς) 
 

(1) (2)d d d= ×a x x            (παρούσα κατάσταση) 
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dX(2) 
dX(1) 

X 

dx(2) = F dX(2) 

dx(1) = F dX(1) 

x 

 
 

(1) (2) (1) (2)d d d d di ijk j k ijk jm m kp pa x x F X F Xε ε⇒ = =  
 

ενώ από την εξίσωση (1) της σελ. 67, έχουμε: 
 

1 1

1 1

(1) (2) (1) (2) 1

d d

(det ) (det )

(det ) (det )

d d d d (det )

d (de

i s

rjk rs jm kp smp rjk rs jm kp si smp si

rjk jm kp ri smp si ijk jm kp smp si

ijk jm kp m p smp m p si

a A

i

F F F F F F F F

F F F F F F

F F X X X X F

a

ε ε ε ε

ε δ ε ε ε

ε ε

− −

− −

−

= ⇒ = ⇒

⇒ = ⇒ = ⇒

⇒ = ⇒

⇒ =

F F

F F

F

1t ) si sF dA−F

 

 
∴    1d (det )( ) dT−=a F F A  

 
Μέτρο της επιφάνειας: 
 

2 2 1 1 2 1d (det ) ( ) d ( ) d (det ) d dT T− − −⎡ ⎤ ⎡ ⎤= ⋅ = ⋅⎣ ⎦ ⎣ ⎦a F F A F A F C A A  
 

και αφού   2det (det ) (det ) (det )T T= ⇒ = =C F F C F F F  
 

2 1d (det ) d d−⇒ = ⋅a C C A A  
 

2
1

2

d ˆ ˆ(det )
d

−⇒ = ⋅
a

C C N N
A

    ... ανηγμένο – σχετικό μέτρο επιφάνειας  

 
όπου ˆ d / d≡N A A  
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 Διάτμηση → η μεταβολή της γωνίας μεταξύ δύο υλικών ινών από την 
κατάσταση αναφοράς στην τρέχουσα κατάσταση 

 
 Θεώρηση κατά Langrange 

 
Έστω μια ορθή γωνία ανάμεσα σε δύο υλικές ίνες του σώματος Βo, 
η οποία μεταβάλλεται στην γωνία θ στην τρέχουσα κατάσταση Βt 

 

dX(2) 

dX(1)

X 

dx(2) 

dx(1)

x 

2N̂  
1N̂

θ 

 
 

Διάτμηση κατά Langrange →  
1 2

ˆ ˆ 2
πγ θ≡ −N N  

 

1 2

(1) (2) (1) (2) (1) (2)

(1) (2) (1) (2) (1) (2)

(1) (2)1 2 1 2
(1) (2)

ˆ ˆ

d d d d d dcos
d d d d d d

ˆ ˆ ˆ ˆ
d d

d d

θ

λ λ

⋅ ⋅ ⋅= = = =

⋅ ⋅= =
N N

x x F X F X C X X
x x x x x x

CN N CN NX X
x x

 

 
όπου:  (1) (1)

1
ˆ d / d=N X X , (2) (2)

2
ˆ d / d=N X X  

 
 

1

(1) (1)
ˆ d / dλ =N x X ,  

2

(2) (2)
ˆ d / dλ =N x X  

 
Όμως, 

1
ˆ 1 1

ˆ ˆλ = ⋅N C N N  & 
2

ˆ 2 2
ˆ ˆλ = ⋅N C N N , ενώ  συγχρόνως  

 

1 2 1 2

1 2

1 2
ˆ ˆ ˆ ˆ

ˆ ˆ

ˆ ˆ
sin cos sinγ θ γ

λ λ
⋅= ⇒ =N N N N

N N

CN N  
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η οποία, επειδή 2= +C E 1, 1 2
ˆ ˆ 0⋅ =N N  και 1 1 2 2

ˆ ˆ ˆ ˆ 1⋅ = ⋅ =N N N N  
 

⇒  
1 2

1 2
ˆ ˆ

1 1 2 2

ˆ ˆ2sin
ˆ ˆ ˆ ˆ2 1 2 1

γ ⋅=
⋅ + ⋅ +

N N

EN N

E N N E N N
  

 
Παράδειγμα: Αν 1 1

ˆ ˆ=N ι  & 2 2
ˆ ˆ=N ι  

 

⇒     
1 2

21
ˆ ˆ

11 22

2sin
2 1 2 1

E
E E

γ =
+ +N N  

 
 

 Θεώρηση κατά Euler 
 

Έστω μια γωνία Θ ανάμεσα σε δύο υλικές ίνες του σώματος Βo, η 
οποία μεταβάλλεται σε ορθή γωνία στην τρέχουσα κατάσταση Βt 

 
 

dX(2) 

dX(1) 

X 

dx(2) 

dx(1) 
x 

2n̂

1n̂

Θ 

 
Διάτμηση κατά Euler →  

1 2ˆ ˆ 2
πγ Θ≡ −n n  

 

( )
1 2

(1) (2) 1 (1) 1 (2) (1) 1 (2)

(1) (2) (1) (2) (1) (2)

1
(1) (2) 11 2

ˆ ˆ2 1(1) (2)

d d d d d dcos
d d d d d d

ˆ ˆ ˆ ˆd d
d d

Θ

λ λ

− − −

−
−

⋅ ⋅ ⋅= = = =

⋅= = ⋅ n n

X X F x F x x B x
X X X X X X

n B n x x B n n
X X

  
όπου:  (1) (1)

1ˆ d / d=n x x , (2) (2)
2ˆ d / d=n x x  
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1

(1) (1)
ˆ d / dλ =n x X ,  

2

(2) (2)
ˆ d / dλ =n x X  

 

Όμως, 
1ˆ 1

1 1

1
ˆ ˆ

λ
−

=
⋅n B n n

 & 
2ˆ 1

2 2

1
ˆ ˆ

λ
−

=
⋅n B n n

, ενώ  συγχρόνως  

 
( )

1 2 1 2 1 2

1
ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ2 1ˆ ˆsin cos sinγ θ γ λ λ−= − ⇒ = − ⋅n n n n n nB n n  

 
η οποία, επειδή 1 2− = −B 1 e , 1 2ˆ ˆ 0⋅ =n n  και 1 1 2 2ˆ ˆ ˆ ˆ 1⋅ = ⋅ =n n n n  
 

⇒  
1 2

2 1
ˆ ˆ

1 1 2 2

ˆ ˆ2sin
ˆ ˆ ˆ ˆ1 2 1 2

γ ⋅=
− ⋅ − ⋅n n

en n
en n en n

 

 
 

 Γραμμική Θεωρία ή Θεωρία Μικρής Παραμόρφωσης 
 
∇u  → ένα μέτρο αλλαγής της γεωμετρίας 
 
Μικρές αλλαγές στη γεωμετρία: 
 

( )( )tr ( )T ε⎡ ⎤∇ = ∇ ∇ =⎣ ⎦u u u O   

 
όπου ( ) (σταθ)ε ε=O , με 1ε <<  

 
 Παρατηρήσεις 
 

( ) 1grad grad−= − +∇ ⇒ ∇u 1 1 u u u , όπου ( ) σημαίνει 2( )ε+O  
 

1 ( )
2

T⎡ ⎤= = ∇ + ∇⎣ ⎦E e u u ,         1 ( )
2

T⎡ ⎤= = + ∇ + ∇⎣ ⎦U V 1 u u  

 
1 ( )
2

T⎡ ⎤= − ∇ − ∇⎣ ⎦R 1 u u  

 

ˆ
ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ1 2 1λ = ⋅ = + ⋅ + ⋅N CN N EN N eN N  
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1 2 1 2
ˆ ˆ ˆ ˆ2 1

ˆ ˆsin 2γ γ⋅ ≅N N N NeN N  
 
 

 Ορισμοί 
 
Απειροστός τανυστής ανηγμένης παραμόρφωσης (συμμετρικός): 
 

1 ( )
2

T⎡ ⎤= ∇ + ∇⎣ ⎦u uε  

 
Απειροστός τανυστής στροφής (αντισυμμετρικός): 

 
1 ( )
2

T⎡ ⎤= ∇ − ∇⎣ ⎦w u u  

 

 Μεταβολή όγκου: d det det
d CIII

V
υ = = ≡F C  

 
( ) ( )3 1

2

3 3 21 1 1
2 2 2

2 3

det det 2 2 det

2 [( ) ( ) ( ) ]

( ) ( ) ( )

C

E E E

III

I II III

ε ε ε

= = + = + =

= + + +
↓ ↓ ↓

C E 1 E 1

O O O

 

 
⇒  1 2 1 2 tr( ) 1 2 tr( )C EIII I+ = + = +E ε  
 

∴   
d 1 2 tr( ) 1 tr( )
dV
υ + ≅ +ε ε  

 
 

Διόγκωση d d tr( )
d

V
V

υ −≡ ε  
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 Επέκταση (Stretching) και Περιστροφή (Spin) 
 
Η συμπεριφορά μερικών υλικών εξαρτάται από το ρυθμό με τον οποίο 
τα επεκτείνουμε ή τα περιστρέφουμε 

Έστω: d dˆ ˆ,
d d

= =X xN n
X x

,    
d
d

λ =
x
X

  … επέκταση 

  
Έχει αποδειχθεί παραπάνω ότι ˆ ˆλ = ⋅C N N   
 

Επιπλέον,  
ˆdd dˆ ˆ

d d d λ
= = ⇒ =

XX X FNn F F n
x X x

 

 
 

 Ρυθμός επέκτασης 
 

 1
2

1 1ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ( )
2 2

λ
λ

−= ⋅ ⋅ = ⋅CN N CN N CN N  (*) 

 

Όμως, T T T T= ⇒ = = +C F F C F F F F F F
i

 
 

(grad )= ∇ ⇒ = ∇ = ∇ =F F v v Fχ χ  
 

∴   1grad −=v FF  
 

και επομένως,  (grad ) (grad ) 2T T T⎡ ⎤= + ⇒ =⎣ ⎦C F v v F C F DF  (#) 
 

όπου 1 (grad ) (grad )
2

T⎡ ⎤= +⎣ ⎦D v v  ... τανυστής ρυθμού 

παραμόρφωσης ή ρυθμού επέκτασης (strain rate tensor, or 
stretching tensor) 
 
δηλ. D = συμμετρικό τμήμα της κλίσης της ταχύτητας gradv . 
Επίσης, έχει για τα ιξώδη υγρά & τα ιξωελαστικά στερεά τον ίδιο 
ρόλο που έχει το ε για τα ελαστικά στερεά, δηλ. υπεισέρχεται ως 
κύρια μεταβλητή στις αντίστοιχες καταστατικές εξισώσεις 
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{(*),(#)} ⇒  
1

1

ˆ

1 ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ( ) ( )T T

λ

λ λ λ
λ −

−= ⋅ = ⋅ = ⋅
F n

F DFN N F Dn F n Dn n  

 

∴   ˆ ˆ ˆ ˆlnλ λ
λ
= ⋅ ⇒ = ⋅Dn n Dn n

i

 

 
το οποίο σημαίνει ότι ο ρυθμός επέκτασης ανά μονάδα επέκτασης 
βρίσκεται στην κατεύθυνση του n̂  και ο D χαρακτηρίζει τη 
λογαριθμική μεταβολή της έντασης στην παραπάνω διεύθυνση. Π.χ. 

για 1 11ˆ ˆ Dλ
λ

= ⇒ =n ι , κλπ. 

 
 

 Περιστροφή (Spin) 
 
Tανυστής περιστροφής (vorticity or spin tensor) 

 
1 (grad ) (grad )
2

T T⎡ ⎤= − = −⎣ ⎦W v v W  

 
δηλ. W = αντισυμμετρικό τμήμα της κλίσης της ταχύτητας gradv , 
οπότε: grad = +v D W  
 
Έστω ένα διάνυσμα ˆk kω=ω ι , τέτοιο ώστε: 1

2k kpm mpWω ε= , όπου 
ˆ ˆmp m pW= ⊗W ι ι  

 
1 1 1
2 2 2( ) ( )kij k kij kpm mp ip jm jp im mp ji ij jiW W W W Wε ω ε ε δ δ δ δ⇒ = = − = − =  

 
∴   ij jik kW ε ω=  

 
Δηλ. ∃ 1-1 αντιστοιχία ανάμεσα σε κάθε αντισυμμετρικό τανυστή 
W & ένα διάνυσμα ω (ένας αντισυμμετρικός τανυστής έχει μόνο 3 
σημαντικές συνιστώσες) 
 
Παρατήρηση:  1 1

, , ,2 2( )ij i j j i t tpm m pW v v vω ε= − ⇒ = ,  δηλ.   1
2 curl= vω  
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Ρυθμός μεταβολής του n̂: 
 

(grad )
ˆ ˆ2

grad
ˆ ˆ/

ˆ ˆˆ ˆ ˆ ˆ(grad )

ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ( )

λ

λ λ

λ λ
λ λ λ

=
=

= +
= ⋅

= − ⎯⎯⎯⎯⎯→ = −

⎯⎯⎯⎯⎯→ = + − ⋅

F v F
FN n

v D W
Dn n

FNn FN n v n n

n Wn Dn Dn n n

 

 
Εάν n̂  είναι (μοναδιαίο) ιδιοδιάνυσμα του D, δηλ. ˆˆ i=n d , τότε η 

τελευταία εξίσωση συνεπάγεται ότι  ˆ ˆ ˆ ˆ
i i i i= ⇒ = ×d Wd d dω  

 
Ρυθμός διάτμησης δυο υλικών ινών 
 
 

dx(2) 

dx(1) 

x 

2n̂

1n̂  

θ 

 

( )

( )

1 2 1 2 1 2

1 2
1 2 1 2

ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆcos sin

ˆ ˆ ˆ ˆsin 2

θ θ θ

λ λθ θ
λ λ

= ⋅ ⇒ − = ⋅ + ⋅

⎛ ⎞
⇒ − = ⋅ − + ⋅⎜ ⎟

⎝ ⎠

n n n n n n

Dn n n n

με 1 2 2 1ˆ ˆ ˆ ˆ⋅ = ⋅Dn n Dn n  (αφού D συμμετρικός), & 1 2 2 1ˆ ˆ ˆ ˆ⋅ = − ⋅Wn n Wn n  
(αφού W αντισυμμετρικός) 
 
Για  1 2ˆ ˆ⊥n n , (δηλ. 1 2ˆ ˆ 0⋅ =n n  & / 2θ π= ) ⇒  1 2ˆ ˆ2θ = − ⋅Dn n  
 
Παράδειγμα 1: { 1ˆ î=n ι , 2ˆ ĵ=n ι  ( )i j≠ } ⇒ 2 ijDθ = −  
 
Παράδειγμα 2: { 1

ˆˆ i=n d , 2
ˆˆ j=n d  ( )i j≠ } ⇒ 0θ =  

δηλ. η γωνία μεταξύ των ˆ{ }id δεν αλλάζει 
 

 Ειδικές Περιπτώσεις Κίνησης 
 

 Kίνηση μη-παραμορφωσίμου σώματος 
 

( , ) ( , )t t− = −X Y X Yχ χ , ∀ , ∈ oBX Y  ( )≡ ∪∂o oB B . Δηλ. η 
απόσταση μεταξύ δύο οποιονδήποτε σημείων X και Y στην 
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κατάσταση αναφοράς Bo παραμένει η ίδια σε κάθε άλλη 
κατάσταση Bt ⇒ − = −x y X Y  
 

 

x = χ(X,t)

Αρχική διαμόρφωση Bo
(t = 0) 

Τρέχουσα διαμόρφωση Bt 
(t = t) 

x 

y 
X 

Υ 
y = χ(Y,t)  

 
 
Θεώρημα Εuler: Μια κίνηση →o tB B  είναι μια κίνηση μη-
παραμορφωσίμου σώματος, αν και μόνο αν: 

 
 ( )( , ) ( , ) ( )t t t= = + −o ox X X Q X Xχ χ  (*) 
 
όπου ∈ oBoX , ( )t ∈Q Q  
  
• Σημείωση 1:  ( ,0) (0) ( )= ⇒ = + −o oX X X X Q X Xχ  

 
(0) ( ) ( ), ( )
(0)

⇒ − = − ∀ −
⇒ =

o o oQ X X X X X X
Q 1

 

 
• Σημείωση 2:  Εναλλακτικός τρόπος γραφής της (*) 
 

( )( ) ( )t t= + −x c Q X o ,    όπου  ( )( ) ( , ) ( )t t t= − −o oc X Q X oχ  
 

⇒ ( ) ( )t t∂ = ⇒ =
∂

x Q F Q
X

 

 
Έχουμε όμως αποδείξει ότι πάντα det 0>F , οπότε: det ( ) 0t >Q  

( )t⇒ ∈Q +Q  
 

• Σημείωση 3:  ( )t=R Q ,      = = = =V U C B 1,      = =E e O  
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• Σημείωση 4:   
1grad

grad
( )

T

t

− ⎫=
⇒ =⎬

= ⎭

v FF
v QQ

F Q
  

 

( )TT T T T T T T= ⇒ + = ⇒ = − ⇒ = −QQ 1 QQ QQ O QQ QQ QQ QQ
 

∴      grad T= =W v RR ,    =D O  
 

δηλ. γενικά ≠W R . Όμως για 0t =  έχουμε: (0) =R 1  
 

∴   (0) (0)=W R  
 
 

 Iσόχωρη Κίνηση 
 
Μια κίνηση →o tB B  είναι ισόχωρη αν ο όγκος όλων των τμημάτων  
⊆t tP B  παραμένει σταθερός, δηλ. 

 
d dV υ=∫ ∫

o tP P

,  ∀ ⊆t tP B  

 
Θεώρημα: Μια κίνηση είναι ισόχωρη αν και μόνο αν: 
 
 (i)  det 1=F    … περιγραφή Langrange 
 
 (ii) div 0=v    … περιγραφή Euler 

σε όλο το B & ∀ t 
 

Απόδειξη 
 
(i) d d d (det )dV V Vυ= ⇔ =∫ ∫ ∫ ∫

o t o oP P P P

F   (αφού  det d / dVυ=F ) 

 
 (det 1)d 0V⇔ − =∫

oP

F ,   ∀ ⊆o oP B ,  t∀  
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Οπότε, θεωρώντας ότι η συνάρτηση (det 1)−F  είναι συνεχής, 
έχουμε: det 1=F ,  ∀ ∈ oBX , t∀  

 

(ii) d d d 0 (det )d 0V Vυ υ= ⇒ = ⇔ = ⇔∫ ∫ ∫ ∫
o t t oP P P P

F
i i

 

 (det )d 0V⇔ =∫
oP

F
i

  ($) 

όμως: 
 

2 2 2

1

1 1 1det
6 6 6

1 1 1( ) ( ) ( )
6 6 6

(det )

c c c
li mj nk

ijk lmn il jm kn ijk lmn il jm kn ijk lmn il jm kn

ijk lmn jm kn il ijk lmn il kn jm ijk lmn il jm kn

F F F

c
mj jm mj jm

F F F F F F F F F

F F F F F F F F F

F F F F

ε ε ε ε ε ε

ε ε ε ε ε ε

−

= + + =

= + + =

= =

F

F

i

1(det ) tr( )−= F FF
 

Άρα:  1

grad div

det (det ) tr( ) (det ) tr(grad )−= =
v v

F F FF F v
i

 

 

∴   det (det )div=F F v
i

 
 
επομένως, η σχέση ($) γίνεται: 

 
[(det )div ]d 0 (div )d 0V υ= ⇔ =∫ ∫

o tP P

F v v ,    ∀ ⊆t tP B ,  t∀  

 
και θεωρώντας ότι η συνάρτηση divv  είναι συνεχής, έχουμε: 
div 0=v ,  ∀ ∈ tBx , t∀   
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ΚΕΦΑΛΑΙΟ 16: ΑΞΙΩΜΑΤΑ ΔΙΑΤΗΡΗΣΗΣ ΜΑΖΑΣ, 
ΟΡΜΗΣ & ΣΤΡΟΦΟΡΜΗΣ 

  
1. ΔΙΑΤΗΡΗΣΗ ΜΑΖΑΣ 
 
Μάζα: πρότυπη (βασική) εμπειρική έννοια περιγραφής του συνεχούς 
μέσου (την αισθανόμαστε, την κατανοούμε, δεν μπορούμε όμως να την 
ορίσουμε) 
  
Πυκνότητα Μάζας: ένα βαθμωτό μέγεθος ( , ) 0tρ >X , που ορίζεται ως το 
πηλίκο της μάζας προς τον όγκο σε κάθε θέση του σώματος Β, έτσι ώστε: 
 

( ) dom Vρ= ∫
o

o
P

P ,  όπου ( ,0) ( )o o oρ ρ ρ= =X X  ... αρχική ή πυκνότητα αναφοράς 

 
( ) dm ρ υ= ∫

t

t
P

P ,  όπου  ˆ( , ) ( , )t tρ ρ ρ= =x X  ... τρέχουσα πυκνότητα (σε χρόνο t) 

 
 
ΑΞΙΩΜΑ ΔΙΑΤΗΡΗΣΗΣ ΤΗΣ ΜΑΖΑΣ 
 

( ) ( ) ( )tm m m= =oP P P    ∀ ⊆P B  
… ολική (global) μορφή 

 
⇒ ( ,0)d ( , )do V tρ ρ υ=∫ ∫

o tP P

X x ,   [με   
0

( , ) ( ,0)ot
tρ ρ

=
=x X ] 

 
Ενδιαφέρει ο μετασχηματισμός της ολικής μορφής που ισχύει για ∀ ⊆P B  
σε τοπική (local) εξίσωση που εκφράζει την εν λόγω αρχή ∀ x ∈ B → 
εξίσωση πεδίου (διατήρησης της μάζας) 
 

[ ]

d (det )dd d d (det )d

(det ) d 0,

V
o o

o

V V V

V

υρ ρ υ ρ ρ

ρ ρ

== ⎯⎯⎯⎯⎯→ = ⇒

⇒ − = ∀ ⊆

∫ ∫ ∫ ∫

∫

o t o o

o

P P P P

o o
P

P B

F F

F
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Θεωρώντας ότι η κίνηση και η πυκνότητα είναι τέτοιες ώστε η ποσότητα 
[ ](det )oρ ρ− F  να είναι συνεχής στο Bo, προκύπτει:  
 

,
det

oρρ = ∀ ∈ oBX
F

    ... Langrangean τοπική μορφή  

 

(det )div

(det ) (det ) 0 (det ) (det ) 0

(det ) (det )div 0

oρ ρ ρ ρ ρ

ρ ρ

= ⇒ = ⇒ + =

⇒ + =

F v

F F F F

F F v

i i

 

 
και επειδή det 0≠F , προκύπτει ότι 
 

div 0,ρ ρ+ = ∀ ∈ tBv x     ... Eulerian τοπική μορφή  
 
 
Από τη σχέση υλικής & χωρικής ως προς χρόνο παράγωγο, υπενθυμίζεται 

ότι  (grad )
t
ρρ ρ∂= + ⋅

∂
v , οπότε η παραπάνω Eulerian τοπική μορφή του 

ισοζυγίου μάζας μπορεί να γραφτεί ως  
div( )

(grad ) div 0
t

ρ

ρ ρ ρ∂ + ⋅ + =
∂

v

v v  

 

div( ) 0,
t
ρ ρ∂ + = ∀ ∈

∂ tBv x   ... Eulerian τοπική μορφή (εναλλακτικός 

τρόπος γραφής) 
 
 
Ορισμός: Ένα υλικό ονομάζεται ασυμπίεστο αν και μόνο αν: 
 

0 ( ),oρ ρ ρ= ⇔ = ∀ ∈ oBX X  
 

Θεώρημα: Ένα ασυμπίεστο υλικό υφίσταται μόνο ισόχωρες κινήσεις 
 
Απόδειξη: Χρησιμοποιώντας τον ορισμό της ασυμπιεστότητας ( 0ρ = ), 
από το ισοζύγιο μάζας ( div 0ρ ρ+ =v ) προκύπτει: div 0=v  ⇔ ισόχωρη 
κίνηση 
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2. ΙΣΟΖΥΓΙΟ ΔΥΝΑΜΕΩΝ & ΡΟΠΩΝ - ΔΙΑΤΗΡΗΣΗ ΟΡΜΗΣ & 
ΣΤΡΟΦΟΡΜΗΣ 

 
Δύναμη: πρότυπη (βασική) εμπειρική έννοια περιγραφής του συνεχούς 
μέσου (όπως, οι προαναφερόμενες έννοιες του χώρου, του χρόνου & της 
μάζας) 
 
Οι δυνάμεις διακρίνονται σε μαζικές & επιφανειακές. Αυτός ο 
διαχωρισμός μπορεί να αναφερθεί ως ένα επιπλέον αξίωμα της μηχανικής 
του συνεχούς μέσου 
 

 Μαζικές δυνάμεις (body forces) ή δυνάμεις πεδίου, b(x,t): 
προέρχονται από τον εξωτερικό για το σώμα κόσμο [δηλ. από ένα 
εξωτερικό πεδίο δυνάμεων, π.χ. ηλεκτρομαγνητικό, βαρυτικό, κλπ], 
εκφράζονται ως δύναμη ανά μονάδα μάζας & ενεργούν σε κάθε σημείο 

∈ tBx  
 

 

Βt 

• x

b(x,t)

 
 

 Επιφανειακές ή δυνάμεις επαφής (contact forces), n̂t (x,t): αμοιβαίες 
πιέσεις (δύναμη ανά μονάδα επιφάνειας) μεταξύ γειτονικών σημείων 
στο ∈ tBx  ή γενικά μεταξύ σωμάτων που εφάπτονται [επιφάνεια 
επαφής = ιδεατή επιφάνεια στο εσωτερικό του tB  ή οριακή 
(εξωτερική) επιφάνεια του tB ]. 

 
 

Βt 
ˆ ( , )tnt x

n̂

• x

da 

 
 

Επιπλέον, αντιπροσωπεύουν ένα φαινομενολογικό μέσο όρο των 
μοριακών δυνάμεων μεταξύ γειτονικών υλικών σημείων (δυνάμεις 



 138 

συνοχής). Άλλα ονόματα για τη δύναμη επαφής είναι η επιφανειακή 
έλξη και το διάνυσμα τάσης. 
 Για να προσδιορίζουμε τις δυνάμεις επαφής που αναπτύσσονται σε 
ένα σημείο ∈ tBx , φέρνουμε μια υποθετική τομή που περιέχει το x και 
χωρίζει το Bt σε 2 τμήματα I & II. Το τμήμα ΙΙ ασκεί στο τμήμα Ι 
(μέσω της επιφάνειας της τομής) εσωτερικές δυνάμεις που η κατανομή 
τους είναι συνεχής, αλλά γενικά ανομοιόμορφη 
 
 

Βt 
n̂t

n̂  

• x 
da 

τμήμα ΙΙ 

τμήμα Ι 

n̂σ

n̂τ
n̂τ

n̂σ

n̂t

ˆ1nτ

ˆ 2nτ

 
Η ˆ ( , )tnt x  εξαρτάται από το μοναδιαίο διάνυσμα n̂  το οποίο είναι 
κάθετο στη στοιχειώδη επιφάνεια ˆd d a=a n  γύρω από το x. Επιπλέον, 
μπορεί να αναλυθεί σε ένα διάνυσμα τάσης ˆ ( , )tn xσ  κάθετο στην da  
και σε ένα διάνυσμα τάσης ˆ ( , )tn xτ  εφαπτόμενο στην da  το οποίο, με 
τη σειρά του, αναλύεται σε δύο διανύσματα τάσης ˆ1nτ  & ˆ 2nτ  κατά 
μήκος δύο υλικών γραμμών που ορίζουν την da  
 
 ˆ ( , )tn xσ  ≡ ορθή τάση 
 
 ˆ ( , )tn xτ  ή { ˆ1nτ , ˆ 2nτ } ≡ διατμητικές τάσεις 
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ΟΡΙΣΜΟΙ 
  

 Συνισταμένη Δύναμη σε ένα τμήμα ⊆t tP B  
 

ˆ

( ) ( )

( ) d d aρ υ
∂

≡ +∫ ∫
t t

t t

t
P P

P P

P

b c

n

f f

f b t  

 
( )tPbf  … συνολική μαζική δύναμη στο Pt 
( )tPcf  … συνολική δύναμη επαφής στο Pt 

 
 Συνισταμένη Ροπή γύρω από το σημείο o σε ένα τμήμα ⊆t tP B  
 

[ ] [ ]ˆ

( ; ) ( ; )

( ; ) ( ) d ( ) d aρ υ
∂

≡ − × + − ×∫ ∫
t t

t t

t
P P

P P

P

b c

n

M o M o

M o x o b x o t  

 
( ; )tPbM o  … συνολική ροπή μαζικών δυνάμεων στο Pt γύρω από το o 
( ; )tPcM o  … συνολική ροπή δυνάμεων επαφής στο Pt γύρω από το o 

 
 (Γραμμική) Ορμή ενός τμήματος ⊆t tP B  

 
( ) dρ υ≡ ∫

t

t
P

Pl v  

 
 Ροπή Ορμής (ή Στροφορμή) γύρω από το o σε ένα τμήμα ⊆t tP B  

 
[ ]( ; ) ( ) dρ υ≡ − ×∫

t

t
P

Ph o x o v  

 
 
ΑΞΙΩΜΑΤΑ ΣΥΣΧΕΤΙΣΗΣ ΔΥΝΑΜΕΩΝ ΜΕ ΚΙΝΗΣΗ 
 
Έχει ήδη αναφερθεί ότι οι έννοιες του χωροχρόνου, της μάζας και της 
δύναμης λαμβάνονται ως βασικές στην παρούσα θεώρηση. Αντίθετα 
ποσότητες όπως κίνηση, ταχύτητα, επιτάχυνση, παραμόρφωση, πυκνότητα 
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μάζας, ροπή, ορμή, στροφορμή θεωρούνται μαθηματικά παράγωγα των 
παραπάνω βασικών εννοιών. 
 Σε όλες τις θεωρίες οι βασικές ποσότητες συνδέονται μεταξύ τους με 
αξιωματικές εκφράσεις, οι οποίες πηγάζουν εμπειρικά. Για παράδειγμα, 
λαμβάνοντας την έννοια της μάζας ως βασική, διατυπώθηκε το αξίωμα 
διατήρησης της. Ομοίως, μπορούν να διατυπωθούν αξιώματα που 
αναφέρονται στη συσχέτιση των δυνάμεων με την κίνηση. Το κίνητρο 
προήλθε από την κλασσική Νευτώνια Μηχανική. Στη μηχανική του 
συνεχούς μέσου τα αξιώματα δύναμης - κίνησης διατυπώθηκαν αρχικά 
από τον Euler και έχουν την ακόλουθη μορφή: 
 

 Αξιώματα Euler 
 
Ολική  (global) μορφή 

 
 E1: ( ) ( )=t tP Pf l  … αξίωμα διατήρησης ορμής 
 
 E2: ( ; ) ( ; )=t tP PM o h o  … αξίωμα διατήρησης στροφορμής  

 
Διατύπωση σε ολοκληρωτική μορφή 
 

( ) d (det )d (det )d d

d d d
det

o

o
o

V V V

V

ρ υ ρ ρ ρ

ρρ υ ρ υ

= = = = =

= = =

∫ ∫ ∫ ∫

∫ ∫ ∫
t o o o

o t t

t
P P P P

P P P

Pl v v F v F v

v v v
F

i i i i

 

 
 ∴   E1   ⇒  ˆd d daρ υ ρ υ

∂

+ =∫ ∫ ∫
t t tP P P

nb t v    ∀ ⊆t tP B  

 

… ολοκληρωτική μορφή του Ε1 
 

[ ] [ ]

[ ] [ ]

( ; ) ( ) d ( ) (det )d

( ) d ( ) do o o

V

V V

ρ υ ρ

ρ ρ ρ

= − × = − × =

= − × = × + − × =

∫ ∫

∫ ∫

t o

o o

t
P P

P P

Ph o x o v x o v F

x o v v v x o v

i i

i
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[ ] [ ]( ) d ( ) d ( ) d
det

o
o V ρρ υ ρ υ⎡ ⎤= − × = − × = − ×⎢ ⎥⎣ ⎦∫ ∫ ∫

o t tP P P

x o v x o v x o v
F

 

 
 [ ] [ ]

[ ]

ˆ( ) d ( ) d

( ) d

aρ υ

ρ υ
∂

− × + − × =

= − ×

∫ ∫

∫
t t

t

P P

P

nx o b x o t

x o v ∀ ⊆t tP B  

∴   E2  ⇒   

 
… ολοκληρωτική μορφή του Ε2 

 
 
Ως αποτελέσματα των E1 & E2 προκύπτουν τα παρακάτω βασικά 
θεωρήματα της Μηχανικής του Συνεχούς Μέσου: 
 

 Θεώρημα Δράσης - Αντίδρασης (Cauchy’s Reciprocal Theorem) 
 

 
n̂t  

ˆ− nt

n̂  

ˆ−n

ˆ ˆ( , ) ( , )t t−= −n nt x t x  

 
 

 Θεώρημα Ύπαρξης του Τανυστή Τάσης 
 

Έστω ( , )tρ x , ( , )tv x  & ( , )tv x  ∈ C0(Bt) & ˆ ( , )tnt x  ∈ C1(Bt) ∀ t. Τότε, 
υπάρχει ένας τανυστής T (τανυστής τάσης ), για τον οποίο: 
 

ˆ ˆ( , ) ( , )Tt t=nt x T x n      (δηλ.  ˆi ji jt T n= )    στο Βt 
 
δηλ. το διάνυσμα τάσης ˆ ( , )tnt x  εξαρτάται γραμμικά από το μοναδιαίο 
κάθετο διάνυσμα n̂  το οποίο ορίζει τον προσανατολισμό της 
στοιχειώδους επιφανείας da που περνάει από το x & ο συντελεστής 
γραμμικότητας ( , )T tT x  είναι ο τανυστής τάσης 
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Γεωμετρική αναπαράσταση του τανυστή τάσης 
 
Θεωρούμε ένα στοιχειώδες παραλληλεπίπεδο με ακμές 1d x , 2d x , 3d x , 
γύρω από το x. Σε κάθε έδρα ασκείται από το υπόλοιπο σώμα ένα 
διάνυσμα τάσης το οποίο μπορεί να αναλυθεί κατά τη διεύθυνση των 
αξόνων. Οι προκύπτουσες συνιστώσες συμβολίζονται ως ijT , όπου το i 
δηλώνει τη διεύθυνση της κάθετης στην εκάστοτε έδρα & το j δηλώνει 
τη διεύθυνση της συνιστώσας 
 

22T

11T

33T

12T

23T

21T

32T
31T

13T

3x

x 
2x

1x
 

 
ορθή τάση, αν
διατμητική τάση, ανij

i j
T

i j
=⎧

= ⎨ ≠⎩
 

 
 

 Εύρεση της Τοπικής Μορφής του Αξιώματος Διατήρησης Ορμής 
 
Περιγραφή κατά Euler 
 
 E1:     ˆ

(1)

d d daρ υ ρ υ
∂

+ =∫ ∫ ∫
t t tP P P

nb t v ,     ∀ ⊆t tP B   (*) 

 
ˆ(1) ( , ) d (div )dT Tt a υ

∂

= =∫ ∫
t tP P

T x n T   ... χρήση θεωρήματος απόκλισης 
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(*) d (div )d d

(div )d ,

T

T

ρ υ υ ρ υ

ρ ρ υ

⇒ + = ⇒

⇒ + − = ∀ ⊆

∫ ∫ ∫

∫

t t t

t

P P P

t t
P

P B

b T v

T b v o
 

 
Θεωρώντας ότι κάθε συνιστώσα του διανύσματος (div )T ρ ρ+ −T b v  
είναι συνεχής στο Bt, προκύπτει η Eulerian τοπική μορφή του Ε1:  
 

div , ,T tρ ρ+ = ∀ ∈ ∀tBT b v x  

 
Περιγραφή κατά Langrange 
 

 

Βt 

ˆ ( , )tnt x

n̂  

• x 

da 
Βο 

ˆ ( , )t
N

t XN̂  

• X 

dΑ 

Pt 
Po 

x = χ(X,t)

 
 

ˆ 1
ˆ1

ˆd d d
d (det )( ) d

d (det )( ) d

T T
T T

T
T

a a
a −

−

⎫= = ⎪⇒ =⎬
= ⎪⎭

n
n

t T n T a
t T F F A

a F F A S
 

 
∴   ˆ d d dT Ta = =nt T a S A  

 
1(det ) −=S F F T  ... πρώτος τανυστής τάσης Piola-Kirchhoff 

[μηχανική ή ονομαστική τάση → δύναμη ανά μονάδα επιφάνειας 
αναφοράς] 
 
T  ... τανυστής τάσης Cauchy [πραγματική ή αληθής τάση → δύναμη 
ανά μονάδα τρέχουσας επιφάνειας] 
 
Δεδομένου ότι ˆd d A=A N , προκύπτει ότι 
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 ˆ

ˆˆd d dT Ta a A= =nt T n S N  (**) 
 

ˆ dˆ
d

T a
A

= ntS N  → δύναμη που ασκείται στο x ∈ Bt ανά μονάδα 

επιφάνειας αναφοράς, η οποία ορίζεται από το μοναδιαίο διάνυσμα 
κατεύθυνσης N̂  στο X ∈ Bo [μηχανική ή ονομαστική έλξη] 
 

ˆ dˆ
d

T a
a

= ntT n  → δύναμη που ασκείται στο x ∈ Bt ανά μονάδα 

τρέχουσας επιφάνειας, η οποία ορίζεται από το μοναδιαίο διάνυσμα 
κατεύθυνσης n̂  στο x ∈ Bt [πραγματική ή αληθής έλξη] 
 

Λόγω της (**) και του ισοζυγίου μάζας: d d
det

o
o Vρρ ρ υ ρ= ⇒ =

F
, η 

εξίσωση (*) γίνεται: 
 
 

(2)

ˆd d dT
o oV A Vρ ρ

∂

+ =∫ ∫ ∫
o o oP P P

b S N v ,     ∀ ⊆o oP B  (#) 

 
(2) (DIV )dT V= ∫

oP

S   ... χρήση θεωρήματος απόκλισης 

όπου DIV ≡ απόκλιση ως προς Χ 
 
(#) d (DIV )d d

(DIV )d ,

T
o o

T
o o

V V V

V

ρ ρ

ρ ρ

⇒ + = ⇒

⇒ + − = ∀ ⊆

∫ ∫ ∫

∫

o o o

o

P P P

o o
P

P B

b S v

S b v o
 

 
Θεωρώντας ότι κάθε συνιστώσα του διανύσματος 
(DIV )T

o oρ ρ+ −S b v  είναι συνεχής στο Bo, προκύπτει η Langrangean 
τοπική μορφή του Ε1:  
 

DIV , ,T
o o tρ ρ+ = ∀ ∈ ∀oBS b v X  
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 Εύρεση της Τοπικής Μορφής του Αξιώματος Διατήρησης 
Στροφορμής 
 
E2:  [ ] [ ] [ ]ˆ( ) d ( ) d ( ) daρ υ ρ υ

∂

− × + − × = − ×∫ ∫ ∫
t t tP P P

nx o b x o t x o v  ($) 

∀ ⊆t tP B  
Όμως για το 2ο ολοκλήρωμα, έχουμε: 
 

[ ]ˆ

ˆ

ˆ ˆ ˆˆ( ) d ( )d ( )d d
mk m

ijk j k i ijk j mk m i

T n

a x t a x T n a aε ε
∂ ∂ ∂ ∂

− × = = =∫ ∫ ∫ ∫
t t t tP P P P

nx o t nι ι Φ  

 
όπου: ˆ ˆ( )

im

ijk j mk i mx T
Φ

ε= ⊗Φ ι ι . Εφαρμόζοντας το θεώρημα απόκλισης στο 

τελευταίο ολοκλήρωμα, προκύπτει: 
 

[ ]ˆ

( ) (div )

ˆ ˆ( ) d (div )d d ( ), d,

ˆ ˆ ˆ( , , )d ( )d ( ) div d
Tjm

im m i ijk j mk m i

T
ijk j m mk i ijk j mk m i ijk jk i

a x T

x T x T T
δ

υ Φ υ ε υ

ε ε υ ε υ υ
∂

− ×

− × = = = =

⎡ ⎤= + = + − ×⎣ ⎦

∫ ∫ ∫ ∫

∫ ∫ ∫
t t t t

t t t

P P P P

P P P

n

x o T

x o t

x o T

Φ ι ι

ι ι ι

 
Επομένως η ($) γίνεται: 
 

ˆ( )d [( ) (div )]dT
ijk jk iTε υ ρ ρ υ

=

+ − × + − =∫ ∫
t tP P o

x o T b v oι  

 
∴   ˆ( )dijk jk iTε υ =∫

tP

oι ,      ∀ ⊆t tP B  

 
Θεωρώντας ότι κάθε συνιστώσα του διανύσματος ˆijk jk iTε ι  είναι 
συνεχής στο Bt, προκύπτει: 
 

{ }23 32 31 13 12 210 0, 0, 0ijk jkT T T T T T Tε = ⇒ − = − = − =  
 
δηλ. ij jiT T= . Άρα, ο τανυστής τάσης T είναι συμμετρικός & η 
Eulerian τοπική μορφή του Ε2 γράφεται ως 
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( , ) ( , ) , ,Tt t t= ∀ ∈ ∀tBT x T x x  
 
Επιπλέον, χρησιμοποιώντας τη σχέση 

 
1 1(det ) (det )− −= ⇒ =S F F T T F FS  

 
λαμβάνεται η αντίστοιχη Langrangean τοπική μορφή του Ε2: 
 

( , ) ( , ) ( , ) ( , ), ,T Tt t t t t= ∀ ∈ ∀oBF X S X S X F X X  
 

Παρατήρηση: Γενικά ο πρώτος τανυστής τάσης Piola-Kirchhoff είναι 
μη-συμμετρικός, δηλ. T≠S S  
 
 

3. ΚΥΡΙΕΣ ΤΑΣΕΙΣ & ΚΥΡΙΟΙ ΑΞΟΝΕΣ 
 
Επειδή T=T T , ο τανυστής τάσης T έχει τρεις πραγματικές ιδιοτιμές { }it  
και τρία πραγματικά & ορθοκανονικά ιδιοδιανύσματα ˆ{ }ie , ως προς τη 
βάση των οποίων μπορεί να γραφεί στη διαγώνια μορφή: 
 

1

1 1 1 2 2 2 3 3 3 2

3

0 0
ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ 0 0

0 0

t
t t t t

t

⎡ ⎤
⎢ ⎥= ⊗ + ⊗ + ⊗ = ⎢ ⎥
⎢ ⎥⎣ ⎦

T e e e e e e  

 
δηλ. σε μια μορφή που οι διατμητικές τάσεις είναι μηδέν. Οι ορθογώνιοι 
άξονες των ˆ{ }ie  αποτελούν το σύστημα των κυρίων αξόνων & τα 
στοιχεία-ιδιοτιμές { }it  του T ονομάζονται κύριες τάσεις. Τα επίπεδα που 
είναι κάθετα στα ˆ{ }ie  ονομάζονται κύρια επίπεδα. Σε αυτά δρουν μόνο οι 
αντίστοιχες κύριες τάσεις (ορθές), αφού οι διατμητικές τάσεις είναι μηδέν. 
 Επομένως, οι κύριες τάσεις { }it  βρίσκονται από τη λύση της 
χαρακτηριστικής εξίσωσης: 3 2 0t I t II t III− + − + =T T T , όπου , ,I II IIIT T T  
είναι οι βασικές αναλλοίωτες (δηλ. ποσότητες που έχουν την ίδια τιμή σε 
όλα τα συστήματα συντεταγμένων) του T: 
 

tr( )I =T T ,        [ ]( )2 21
2 tr( ) tr( )II = −T T T ,     detIII =T T  
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ΚΕΦΑΛΑΙΟ 17: ΤΡΙΣΔΙΑΣΤΑΤΗ ΘΕΡΜΟΜΗΧΑΝΙΚΗ 
ΤΟΥ ΣΥΝΕΧΟΥΣ ΜΕΣΟΥ 

 
ΕΣΩΤΕΡΙΚΗ ΕΝΕΡΓΕΙΑ: ( )E tP → πρότυπη (βασική) εμπειρική έννοια 
περιγραφής του συνεχούς μέσου (όπως, οι προαναφερόμενες έννοιες του 
χώρου, του χρόνου, της μάζας & της δύναμης)* 
 

( ) dE eρ υ= ∫
t

t
P

P  

 
ΘΕΡΜΑΝΣΗ t(P )Q : συνολικός ρυθμός θερμότητας (θερμική ενέργεια / 
χρόνο) που παρέχεται στο tP  
 

 
Βt 

ˆ ( , )tnq x

n̂

• x

ˆd d a=a nPt 

 
 

( )ˆ ˆ

( ) ( )
(λόγω αγωγιμότητας) (λόγω ακτινοβολίας)

ˆ( ) d d div d

c bQ Q

Q a r rρ υ ρ υ
∂

= − ⋅ + = − +∫ ∫ ∫
t t t

t t

t
P P P

P P

P n nq n q  

 
Σημείωση: κατά σύμβαση το διάνυσμα n̂q  έχει διεύθυνση προς τα έξω, και 
για αυτό το λόγο έχουμε το αρνητικό πρόσημο (–) στο ορισμό του ( )Q tP . 
Επιπλέον, σύγκρινεται αυτήν την εξίσωση με την έκφραση της 
συνισταμένης δύναμης ( )tPf  & παρατηρείστε τις αντιστοιχίες: Qc(Pt) → 

( )tPcf  & Qr(Pt) → ( )tPbf  
 
ΑΠΟΛΥΤΗ ΘΕΡΜΟΚΡΑΣΙΑ: ( , ) 0tθ θ= >x  → πρότυπη εμπειρική 
ποσότητα της κλασσικής θερμοδυναμικής 
                                     
* Το παρόν κεφάλαιο μπορεί να θεωρηθεί ως μια επέκταση στις τρεις διαστάσεις της θερμομηχανικής 
θεωρίας του μονοδιάστατου συνεχούς μέσου που αναπτύχθηκε στο Κεφάλαιο 8. Ως εκ τούτου, ο 
εννοιολογικός ορισμός και η φυσική βασικών ποσοτήτων και αξιωμάτων (π.χ. πυκνότητα εσωτερικής 
ενέργειας, ροή θερμότητας λόγω συναγωγής ή ακτινοβολίας, 1ος, 2ος & 3ος νόμος της θερμοδυναμικής κλπ) 
παραμένουν ίδιοι και δεν επαναλαμβάνονται εδώ. 
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ΕΠΙΠΛΕΟΝ ΟΡΙΣΜΟΙ 
 
• Μηχανικό Έργο (ανά μονάδα χρόνου) ή Ισχύς στο Ρt: 

 

[ ]

ˆ

επιφανειακώνδυνάμεων μαζικώνδυνάμεων

ˆ( ) ( )d ( )d ( )d ( )d

ˆ( )d ( )d div( ) d

Tw a a

a

ρ υ ρ υ

ρ υ ρ υ

∂ ∂

∂

= ⋅ + ⋅ = ⋅ + ⋅ =

= ⋅ + ⋅ = + ⋅

∫ ∫ ∫ ∫

∫ ∫ ∫

t t t t

t t t

t
P P P P

P P P

P nt v b v T n v b v

Tv n b v Tv b v

 

 
• Κινητική Ενέργεια του Ρt:    21

2( ) dK ρ υ= ∫
t

t
P

P v  

 
• Συνολική Παρεχόμενη Ισχύς στο Ρt:    ( ) ( ) ( )P w K= −t t tP P P    (1) 
 

Θεώρημα Ισχύος (πρωτοαποδείχθηκε από το Stokes): 
 

 ( ) ( ) ( grad )dTw K υ= + ⋅∫
t

t t
P

P P T v  (2) 

 
Απόδειξη 
 

2 21 1
2 2( ) d d ( )d ( )do oK V Vρ υ ρ ρ ρ υ= = = ⋅ = ⋅∫ ∫ ∫ ∫

t o o t

t
P P P P

P v v v v v v
i i

 

 
Επειδή:  div( ) ( ), , , (div ) gradT T

ij j i ij i j ij j iT v T v T v= = + = ⋅ + ⋅Tv T v T v  
 

( )

( ) (div ) grad d

( )d ( grad )d ( ) ( grad )d

[ ]T T

T T

K

w

K

ρ

ρ υ

ρ υ υ υ

⇒ = + ⋅ + ⋅ =

= ⋅ + ⋅ = + ⋅

∫

∫ ∫ ∫

t

t t t

t

t
P

t
P P P

P

P

P

v

T b v T v

v v T v T v
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• {(1) & (2)} ⇒   ( ) ( grad )dTP υ= ⋅∫
t

t
P

P T v         … περιγραφή Euler 

 
1

1 1
1

(det )
grad (det ) ( ) ( )

detgrad

T
T T T

−
− −

−

⎫= ⋅⎪→ ⋅ = ⋅ =⎬
= ⎪⎭

T F FS S FT v F S F FF
Fv FF

  

 

( ) d
det

T

P υ⋅
⇒ = ⇒∫

t

t
P

P S F
F

 ( ) ( )dTP V= ⋅∫
o

t
P

P S F  

... περιγραφή Langrange 
 
 
Σημείωση:   

0

grad ( ) tr( ) tr( ) tr( )T T⋅ = ⋅ + = + = = ⋅T v T D W TD TW TD T D  

αφού, ∀ συμμετρικό τανυστή T=T T  &  ∀ αντισυμμετρικό τανυστή 
T= −W W , ισχύει: tr( ) 0⋅ = =T W TW  

 
 ∴     ( ) ( )dP υ= ⋅∫

t

t
P

P T D  

 
 

1ΟΣ ΝΟΜΟΣ ΤΗΣ ΘΕΡΜΟΔΥΝΑΜΙΚΗΣ (ΑΞΙΩΜΑ ΔΙΑΤΗΡΗΣΗΣ 
ΤΗΣ ΕΝΕΡΓΕΙΑΣ) 
 
 ( ) ( ) ( )E P Q= +t t tP P P   ∀ ⊆t tP B  

… ολική μορφή  
 

( ) d (det )d d d do oE e e V e V e V eρ υ ρ ρ ρ ρ υ= = = = =∫ ∫ ∫ ∫ ∫
t o o o t

t
P P P P P

P F
i i i

 

 
 ∴   ( )ˆd ( grad )d div dTe rρ υ υ ρ υ= ⋅ + − + ⇒∫ ∫ ∫

t t tP P P
nT v q  

 
( )ˆgrad div d 0Te rρ ρ υ⇒ − ⋅ + − =∫

tP
nT v q ,    ∀ ⊆t tP B  
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Θεωρώντας ότι η συνάρτηση ( )ˆgrad divTe rρ ρ− ⋅ + −nT v q  είναι συνεχής 
στο Bt, προκύπτει η Eulerian τοπική μορφή του 1ου νόμου της 
θερμοδυναμικής: 
 

ˆgrad div , ,Te r tρ ρ= ⋅ − + ∀ ∈ ∀tBnT v q x  
 

⇒  1 gradTe h
ρ

= ⋅ +T v ,    όπου   ( )ˆ
1 divh rρ
ρ

≡ − +nq  = τοπική θέρμανση   

 
 
Εύρεση Langrangean τοπικής μορφής του 1ου νόμου της θερμοδυναμικής  
 
• ( ) ( )dTP V= ⋅∫

o

t
P

P S F ,     ( ) doE e Vρ= ∫
o

t
P

P  ... (βλ. παραπάνω) (3) 

 
• ˆ ˆˆ ˆ( ) d d d doQ a r a r Vρ υ ρ

∂ ∂

= − ⋅ + = − ⋅ +∫ ∫ ∫ ∫
t t t o

t
P P P P

P n nq n q n  (4) 

 
 

Βt 

ˆ ( , )tnq x

n̂  

• x 

da 
Βο 

ˆ ( , )t
N

q X  N̂  

• X 

dΑ 

Pt 
Po 

x = χ(X,t)

 
 

1
ˆ ˆ1

ˆˆd d , d d ˆˆ d (det )( ) d
d (det )( ) d

T
T

a A
a A−

−

⎫= = ⎪⇒ − ⋅ = − ⋅ =⎬
= ⎪⎭

n n

a n A N
q n q F F N

a F F A
 

ˆ

1
ˆ ˆ

ˆ ˆ(det ) d dA A−= − ⋅ = − ⋅
N

n N
q

F F q N q N  

 
ˆ

ˆ
dˆ

d A
⋅⋅ = n

N

q aq N  → ροή θερμότητας λόγω συναγωγής στο x ∈ Bt ανά 

μονάδα επιφάνειας αναφοράς, η οποία ορίζεται από το μοναδιαίο 
διάνυσμα κατεύθυνσης N̂  στο X ∈ Bo 
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ˆ

ˆ
dˆ

d a
⋅⋅ = n

n
q aq n  → ροή θερμότητας λόγω συναγωγής στο x ∈ Bt ανά 

μονάδα τρέχουσας επιφάνειας, η οποία ορίζεται από το μοναδιαίο 
διάνυσμα κατεύθυνσης n̂  στο x ∈ Bt 
 
(4) → ( )ˆ ˆ

ˆ( ) d d ( ) DIV do oQ A r V Q r Vρ ρ
∂

= − ⋅ + ⇒ = − +∫ ∫ ∫
o o o

t t
P P P

P PN Nq N q  

 
Αντικατάσταση της τελευταίας σχέσης, μαζί με τις (3), στην ολική μορφή 
του 1ου νόμου της θερμοδυναμικής, δίνει την ολοκληρωτική εξίσωση: 
 

( )ˆd ( )d DIV dT
o oe V V r Vρ ρ= ⋅ + − +∫ ∫ ∫

o o oP P P
NS F q  

 
( )ˆDIV d 0T

o oe r Vρ ρ⇒ − ⋅ + − =∫
oP

NS F q ,    ∀ ⊆o oP B  

 
Θεωρώντας ότι η συνάρτηση ( )ˆDIVT

o oe rρ ρ− ⋅ + −NS F q  είναι συνεχής 
στο Bo, προκύπτει η Langrangean τοπική μορφή του 1ου νόμου της 
θερμοδυναμικής: 
 

ˆDIV , ,T
o oe r tρ ρ= ⋅ − + ∀ ∈ ∀oBNS F q X  

 

⇒  1 T

o

e h
ρ

= ⋅ +S F ,    όπου   ( )ˆ
1 DIV o

o

h rρ
ρ

≡ − +Nq  = τοπική θέρμανση   

 
 
2ΟΣ ΝΟΜΟΣ ΤΗΣ ΘΕΡΜΟΔΥΝΑΜΙΚΗΣ 
 
Συνοπτικά, μπορεί να διατυπωθεί ότι ο 2ος νόμος της θερμοδυναμικής 
εκφράζει την αύξηση της εντροπίας (βλ. Κεφάλαιο 8) που ορίζεται ως: 
 
 [Εντροπία  του Pt]  ≡ ( ) dH ρη υ= ∫

t

t
P

P ,  η  = εντροπία / μον. μάζας 
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 Ανισότητα Planck:   ( )ˆ
1 div ,hrρη ρ η
θ θ

≥ − + ⇔ ≥ ∀ ∈ tBnq x  

 
Eσωτερική απώλεια (internal dissipation):  hδ θη≡ −   
 
Άρα, ανισότητα Planck  ⇔   0,δ ≥ ∀ ∈ tBx  

 
 Ανισότητα Fourier:   ˆ grad 0,θ⋅ ≤ ∀ ∈ tBnq x  

 
⇔ η θερμότητα  μεταφέρεται με συναγωγή από τα θερμότερα στα 

ψυχρότερα σημεία 
 

 Ανισότητα Clausius-Duhem:  ˆ grad 0 ,θρδ
θ

⋅− ≥ ∀ ∈ tBnq x  

 
δηλ. συνδυασμός ανισότητας Planck & ανισότητας Fourier ⇒ 
(ασθενέστερη) ανισότητα Clausius-Duhem 
 

( )ˆdiv /ˆ
2

grad 0 h rh h ρ ρδ θη θρη ρ
θ θ

= − += − ⋅⎯⎯⎯→ − − ≥ ⎯⎯⎯⎯⎯⎯→nqnq  

 
ˆdiv 0 ,rρρη

θ θ
⎡ ⎤⎛ ⎞⇒ − − + ≥ ∀ ∈⎜ ⎟⎢ ⎥⎝ ⎠⎣ ⎦

tBnq x  

 
ˆdiv d 0rρρη υ

θ θ
⎧ ⎫⎡ ⎤⎛ ⎞⇒ − − + ≥ ⇒⎨ ⎬⎜ ⎟⎢ ⎥⎝ ⎠⎣ ⎦⎩ ⎭
∫

tP

nq  

 

⇒ ˆ ˆ
d d d ,ra ρρη υ υ

θ θ∂

− ⋅≥ + ∀ ⊆∫ ∫ ∫
t t t

t t
P P P

P Bnq n
 

 
Όμως:  

( ) d dH ρη υ ρη υ= =∫ ∫
t t

t
P P

P
i

  … ρυθμός ολικής εντροπίας του Pt 
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ˆ ˆ
( ) d drS a ρ υ

θ θ∂

− ⋅= +∫ ∫
t t

t
P P

P nq n   … ροή εντροπίας στο Pt 

 
 ∴ ( ) ( )H S≥t tP P   ∀ ⊆t tP B  
 
Ορίζοντας ως ( ) ( ) ( )H SΓ = −t t tP P P  το ρυθμό παραγωγής εντροπίας 
στο Pt, προκύπτει η ολική (global) έκφραση  της ανισότητας Clausius-
Duhem: 
 

( ) 0,Γ ≥ ∀ ⊆t t tP P B  
 
Ελεύθερη ενεργειακή πυκνότητα Helmoltz:  eψ θη≡ −  
 

1 gradTe hψ θη θη ψ θη θη
ρ

⇒ = − − ⇔ = ⋅ + − − ⇔T v  

 1 gradT hθη θη ψ
ρ

⇔ = ⋅ + − −T v  (5) 

 
Όμως, η ανισότητα Clausius-Duhem δίνει: 
 

 
(5)

ˆ ˆ
2

grad grad0 0h hθ θρη ρ θη
θ θ ρθ

⋅ ⋅− − ≥ ⇔ − − ≥ ⇔n nq q  

 

 
(5)

ˆ grad1 grad 0T θθη ψ
ρ ρθ

⋅⇔ ⋅ − − − ≥ ⇔nqT v  

 

 ˆ grad1 grad 0,T θψ ηθ
ρ ρθ

⋅+ − ⋅ + ≤ ∀ ∈ tBnqT v x  

 

… ανισότητα Clausius-Duhem (Π.Ε.) 
 

Χρησιμοποιώντας τις εξισώσεις: 
 

ˆ1 ˆ
ˆ ˆ(det )

oρ ρ
−= ⇔ =n N

nN

Fqqq F F q ,       1grad ( ) GRADTθ θ−= F , 
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1 1grad grad

det

T
T T T

oρ ρ
⋅⋅ = ⇔ ⋅ = ⋅S FT v T v S F
F

, 

 
η τελευταία ανισότητα δίνει: 
 

ˆ GRAD1 0,T

o o

θ
ψ ηθ

ρ ρ θ
⋅

+ − ⋅ + ≤ ∀ ∈ oBNq
S F X  

 

… ανισότητα Clausius-Duhem (Π.L.) 
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ΚΕΦΑΛΑΙΟ 18: ΚΑΤΑΣΤΑΤΙΚΕΣ ΕΞΙΣΩΣΕΙΣ / 
ΑΝΕΞΑΡΤΗΣΙΑ ΑΠΟ ΤΟ ΣΥΣΤΗΜΑ ΣΥΝΤΕΤΑΓΜΕΝΩΝ 
& ΥΛΙΚΗ ΣΥΜΜΕΤΡΙΑ 
  
I. Aπό τα προηγούμενα κεφάλαια έχουν ήδη εισαχθεί τα ακόλουθα πεδία: 
 
κίνηση: ( , )t=x χ X (3 αγνώστους) 
πυκνότητα μάζας: ( , )tρ x  (1 άγνωστος) 
τανυστής τάσης του Cauchy: ( , )tT x  (9 αγνώστους) 
απόλυτη θερμοκρασία: ( , )tθ x  (1 άγνωστος) 
διάνυσμα ροής θερμότητας: ˆ ( , )tnq x  (3 αγνώστους) 
πυκνότητα εσωτερικής ενέργειας: ( , )e tx  (1 άγνωστος) 
πυκνότητα εντροπίας: ( , )tη x  (1 άγνωστος) 

................................................................................................................... 
δύναμη πεδίου: ( , )tb x  (συνήθως δεδομένο)
ροή θερμότητας από ακτινοβολία: ( , )r tx  (συνήθως δεδομένο)
πυκνότητα μάζας αναφοράς: ( )oρ X  (δεδομένο) 

 
 
II. Aπό τα προηγούμενα κεφάλαια έχει εισαχθεί ένα σύνολο αξιωμάτων, 
τα οποία τελικά οδηγούν στις παρακάτω διαφορικές εξισώσεις: 
 

ισοζύγιο μάζας: div( ) 0
t
ρ ρ∂ + =

∂
v  (1 εξίσωση) 

ισοζύγιο γραμμικής ορμής: div T ρ ρ+ =T b v  (3 εξισώσεις) 
ισοζύγιο στροφορμής: T=T T  (3 εξισώσεις) 
ισοζύγιο ενέργειας: ˆgrad divTe rρ ρ= ⋅ − +nT v q  (1 εξίσωση) 

ανισότητα εντροπίας: ˆdiv rρρη
θ θ

⎡ ⎤⎛ ⎞≥ − +⎜ ⎟⎢ ⎥⎝ ⎠⎣ ⎦
nq   

 
⇒ 19 Αγνώστους ↔ 8 Εξισώσεις 
 
⇒ ∃ απαίτηση για 11 καταστατικές εξισώσεις: 
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 e e= (ιστορία των πεδίων F & θ, Χ) (1 εξίσωση) 

η η= ( ιστορία των πεδίων F & θ, Χ)  (1 εξίσωση) 

=T T ( ιστορία των πεδίων F & θ, Χ)  (6 εξισώσεις) 

ˆ ˆ=n nq q ( ιστορία των πεδίων F & θ, Χ)  (3 εξίσωσεις) 

(*)

⎧
⎪
⎪
⎨
⎪
⎪⎩

 

 
 

π.χ. θερμοελαστικό υλικό: [ιστορία των πεδίων F & θ] ≡ {F, θ, gradθ} 
 
Περιορισμοί που χρειάζεται να ικανοποιούν οι καταστατικές εξισώσεις 
και οι οποίοι μειώνουν τη γενικότητα τους: 
 
1. Να μην παραβιάζουν την ανισότητα εντροπίας 
 
2. Να είναι συμβατές με την ανεξαρτησία από το σύστημα συντεταγμένων 
 
3. Να συμφωνούν με κάθε περιορισμό που επιβάλλεται από την υλική 
συμμετρία (π.χ. ισοτροπία) 

 
 
ΑΝΕΞΑΡΤΗΣΙΑ ΑΠΟ ΤΟ ΣΥΣΤΗΜΑ ΣΥΝΤΕΤΑΓΜΕΝΩΝ 
 

Βο 
X 

x = χ(X,t) Βt 

n̂t  

n̂

x

n̂q  

Βt* 

ˆ∗
∗
n

t
ˆ∗n  

• ∗xˆ∗
∗
n

q  

( , )t∗ ∗=x Xχ  o 
 

tB  & ∗t
B  διαφέρουν μόνο κατά ένα σταθερό ποσό, δηλ. t t a∗ = − , με a = 

σταθερά (π.χ. 3 ώρες) 
 
{ ∗→t t

B B } = κίνηση μη-παραμορφωσίμου σώματος, οπότε το θεώρημα 
Euler  ⇒ ( ) ( ) ( )

t t t t
t t∗ ∗

∗
− −

= + −x c Q x o ,  όπου ( )t ∈Q Q  
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Μια αλλαγή του συστήματος συντεταγμένων είναι μια απεικόνιση: 
 

( , ) ( , )t t∗ ∗→x x ,   με  ( ) ( ) ( )
t t t t

t t∗ ∗
∗

− −
= + −x c Q x o   &  t t a∗ = −  

 
Ένα ζεύγος ( , )tx  είναι ένα γεγονός. Επομένως, η αλλαγή του συστήματος 
συντεταγμένων είναι μια απεικόνιση από γεγονότα σε γεγονότα. 
 

 Παρατήρηση 1:    
∗ ∗

∗ ∂ ∂ ∂ ∂= = = ⇒
∂ ∂ ∂ ∂
x x x xF Q
X x X X

∗ =F QF  

 
 Παρατήρηση 2:    ˆ ˆ∗ =n Qn  

 
Απόδειξη 

 

x1 

x2

n̂  
1
∗x  

n∗2
∗x• • 

 
 

2 1 2 1 2 1ˆ ˆ( ) ( ) ( )∗ ∗ ∗= − = + − − − − = − =n x x c Q x o c Q x o Q x x Qn  
 

Αρχή της ανεξαρτησίας από το σύστημα συντεταγμένων: «Η 
θερμομηχανική απόκριση ενός υλικού είναι ανεξάρτητη από το επιλεγμένο 
σύστημα συντεταγμένων». Η αλλαγή στο σύστημα συντεταγμένων μπορεί 
ισοδύναμα να θεωρηθεί ως ακολούθως: To σώμα παρακολουθείται από 
δύο διαφορετικούς παρατηρητές, οι οποίοι βρίσκονται σε σχετική κίνηση. 
Σε αυτήν την περίπτωση, η αρχή της ανεξαρτησίας από το σύστημα 
συντεταγμένων θεωρεί ότι η θερμομηχανική απόκριση είναι ανεξάρτητη 
από τον παρατηρητή. Επομένως: «Oι καταστατικές εξισώσεις μένουν 
αναλλοίωτες κατά την αλλαγή του συστήματος συντεταγμένων». Δηλ. 
 

ˆ ˆ
∗ =n nt Qt ,         ˆ ˆ

∗ =n nq Qq ,         e e∗ = ,         η η∗ =  
 

 Παρατήρηση:    θ θ∗ = , οπότε  ψ ψ∗ =  
 

grad grad grad gradj T T

i j i

x
x x x
θ θ θ θ θ θ

∗∗
∗ ∗ ∗

∗

∂∂ ∂= ⇒ = ⇒ = ⇒
∂ ∂ ∂

Q Q  
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⇒  grad gradθ θ∗ = Q  

 
 
Πρόταση 1: αρχή της ανεξαρτησίας από το σύστημα συντεταγμένων ⇒  
 

T∗ =T QTQ  
 

Απόδειξη: ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆT T T T∗ ∗ ∗ ∗= ⇒ = ⇒ =n nt Qt T n QT n T Qn QT n ,     ˆ∀n   με ˆ 1=n  
 
 T T T T T T∗ ∗ ∗⇒ = ⇒ = ⇒ =T Q QT T QT Q T QTQ  
 
 
Πρόταση 2: Η αρχή της ανεξαρτησίας από το σύστημα συντεταγμένων 
επιβάλλει διάφορους περιορισμούς στις καταστατικές εξισώσεις. Αυτό 
μπορεί να φανεί από τα ακόλουθα παραδείγματα: 
 

 Εσωτερική ενέργεια:     ( , )e e θ= F  
 
αρχή ανεξαρτησίας από το σύστημα συντεταγμένων ⇒ 
 

⇒   ( , ) ( , )e eθ θ=QF F , 
 

από τη λύση της οποίας προκύπτει:  ( , ) ( , ) ( , )e e eθ θ θ= ≡F U C  
όπου: 2T= =C F F U  

 
 Ροή θερμότητας:     ˆ ˆ ( , ,grad )θ θ=n nq q F  
 
αρχή ανεξαρτησίας από το σύστημα συντεταγμένων ⇒ 
 

ˆ ˆ( , , grad ) ( , ,grad )θ θ θ θ=n nq QF Q Qq F , 
 

από τη λύση της οποίας προκύπτει: 
 

ˆ ˆ( , ,grad ) ( , , grad )Tθ θ θ θ=n nq F Rq U R  
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ΥΛΙΚΗ ΣΥΜΜΕΤΡΙΑ 
 

 Βο 

X 

′oB  

′X  

x = χ(X,t)

Βt x

( , )t′ ′=x Xχ

( )′=X Xλ  

 
 

oB  & ′oB  ... διαμορφώσεις αναφοράς που διαφέρουν μόνο κατά ένα 
σταθερό ποσό  
 

′→o oB B :  ( )′=X Xλ    με   1( )−′ =X Xλ  
 

1−′∂ ∂ ∂ ′⇒ = ∇ = = = ∇
′∂ ∂ ∂

x x XF x F
X X X

λ  

 
Θέτοντας  1−∇ ≡ Hλ  ( , ) ( , )t t′ ′⇒ =F X F X H     (δηλ. ′=F F H ) 
 
 
Πρόταση: Για να φανεί πως η υλική συμμετρία επιβάλλει περιορισμούς 
στις καταστατικές εξισώσεις, θεωρούμε τα ακόλουθα παραδείγματα: 
 

 Εσωτερική ενέργεια:     ( , )e e θ= F  
 
Υπολογίζοντας την e σε σχέση με τις oB  & ′oB , λαμβάνεται: 
 

( , )
( , )

e e
e e

θ
θ

= ⎫
⇒⎬′ ′= ⎭

F
F

 ( , ) ( , ) ( , )e e eθ θ θ′ ′ ′= =F F F H  
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Tο υλικό εμφανίζει συμμετρία ως προς την εσωτερική ενέργεια, αν: 
 

( , ) ( , )e eθ θ′ ′=F F H ,   ∀ ′F  ομαλό 
 

 ⇔ ( , ) ( , )e eθ θ=F FH ,   ∀ F  ομαλό 
 

 Ροή θερμότητας:     ˆ ˆ ( , ,grad )θ θ=n nq q F  
 

Με την ίδια λογική, λέγεται ότι το υλικό εμφανίζει συμμετρία ως προς 
την αγωγή θερμότητας αν: 

 
ˆ ˆ( , ,grad ) ( , ,grad )θ θ θ θ=n nq F q FH ,    ∀ ομαλό F  

 
 
Μαθηματικοποίηση της Υλικής Συμμετρίας 
 

( )( )
det det det

o o o
o

ρ ρ ρρ ρ
′ ′ ′= = ⇒ =

′
XX

F F H
 

 
Ορισμός: Το B έχει μια υλική συμμετρία ως προς το ( )⋅λ  στο Χ ∈ Βο αν 
οι διαμορφώσεις  oB  & ′oB  είναι τέτοιες ώστε: 
 
 (α) 1( )

( ) ( )o oρ ρ −′=
′ ′=

X X
X X λ ,           ∀ ∈ oBX  

 
 (β) 

1( )
ˆ ˆ( , ) ( , )f f

−′=
′ ′=

X X
F X F X

λ
,     ∀ ∈ oBX ,  &   ∀ ομαλό F̂  

 
f  = μια καταστατική συνάρτηση για το υλικό που μπορεί να είναι 
βαθμωτή (π.χ. e , η ), διανυσματική (π.χ. n̂q ) ή τανυστική (π.χ. T ) 
 
 

 Θεώρημα: Το B έχει μια υλική συμμετρία ως προς το ( )⋅λ  στο Χ ∈ Βο 
αν και μόνο αν 
(i)  H … μονόμετρος στο X,  δηλ.  Η ∈ U    ( det 1⇔ =H ), και 

(ii) ˆ ˆ( , ) ( , )f f=F X FH X  στο X  & ∀ ομαλό F̂  
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 Θεώρημα: Έστω ότι το B έχει μια υλική συμμετρία ως προς ένα 
σύνολο {λ1(⋅), λ2(⋅), λ3(⋅), ...} στο Χ ∈ Bo. Τότε, το σύνολο oJ  = {H1, 

H2, H3, ...}, όπου Hi =∇ 1−
iλ  στο Χ ∈ Bo, είναι ομάδα που καλείται 

ομάδα τοπικής συμμετρίας του B   ⇒   ⊆ UoJ  
 

 

Jo 
U

 
 
 
ΠΑΡΑΔΕΙΓΜΑ 1: ΙΣΟΤΡΟΠΑ ΕΛΑΣΤΙΚΑ ΥΛΙΚΑ 
 
Ορισμός: To B είναι ισότροπο στο Χ ∈ Βο αν ⊆ oJQ  στο Χ ∈ Βο. Γενικά, 
το B είναι ισότροπο αν η πρόταση αυτή είναι αληθής για ∀ Χ ∈ Βο 
 

 

Jo 
U

Q 

 
 
 
1. Ελαστικά Ρευστά 
 
Ορισμός: To B είναι ένα ρευστό στο Χ ∈ Βο αν =oJ U . Γενικά το B είναι 
ένα ρευστό αν η πρόταση αυτή είναι αληθής για ∀ Χ ∈ Βο 
 

= ⊇oJ QU  ⇒ ένα ελαστικό ρευστό είναι ισότροπο 
 
Λόγω των περιορισμών που επιβάλλονται από τις θεωρήσεις της 
ανεξαρτησίας από το σύστημα συντεταγμένων & της υλικής συμμετρίας, η 
καταστατική εξίσωση της τάσης για ένα ελαστικό υλικό ( , )=T f F X  
λαμβάνει τη μορφή ( , )p ρ= −T X 1 για ένα ελαστικό ρευστό 
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Απόδειξη 
 
 (ii) ⇒ ( , ) ( , )=f F X f FH X ,    ∀ ∈ =H oJU  [∗ ] 

 
Για 1/3 1(det ) −=H F F  ⇒  det 1=H , προκύπτει: 
 

1/3 1 1/3( , ) ( [det ] , ) ([det ] , )−= =f F X f F F F X f F 1 X  
 

Υπενθυμίζεται ότι [det /oρ ρ=F ], οπότε: 
 

( , ) ( , )ρ= =T f F X g X  
 

Η ανεξαρτησία από το σύστημα συντεταγμένων υπαγορεύει: 
 

F →  QF     ⇒      T∗ =T QTQ ,          ∀  ∈Q Q  
 

Σε αυτήν την περίπτωση:   F →  QF     ⇒     / det( )oρ ρ ρ ρ∗→ = =QF  
 

⇒     ( , ) ( , ) ( , ) Tρ ρ ρ∗ = =g X g X Q g X Q ,          ∀  ∈Q Q  
 
⇒ ( , )ρg X  είναι ένας ισότροπος τανυστής 2ης τάξης, οπότε στη 
γενικότερη περίπτωση μπορεί να παρασταθεί ως  ( , ) ( , )pρ ρ= −g X X 1 
 
 ∴      ( , )p ρ= −T X 1 [∗ ∗ ] 
 
όπου ( , )p ρ X  ... βαθμωτή πίεση. Αν το ελαστικό ρευστό είναι ομογενές 
τότε ( ) ( )p ρ= ⇒ = −T f F T 1  

 
Σημείωση 1: η [∗ ] θα πρέπει να ισχύει ∀ ∈H U , δηλ. { →F FH  ⇒ 

→T T }, ∀ ∈H U . Πράγματι, →F FH  ⇒ ρ ρ→ , και η [∗ ∗ ] συμφωνεί 
με αυτό το αποτέλεσμα 
 
Σημείωση 2: Ένα ελαστικό ρευστό δεν μπορεί να φέρει διατμητικές τάσεις 
(εναλλακτικός ορισμός του ελαστικού ρευστού) 
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2. Ελαστικά Στερεά 
 
Ορισμός: To B είναι ένα στερεό στο Χ ∈ Βο αν ⊆oJ Q . Γενικά το B είναι 
ένα στερεό αν η πρόταση αυτή είναι αληθής για ∀ Χ ∈ Βο 
 

⇒ ένα στερεό είναι ισότροπο στο Χ ∈ Βο αν =oJ Q   
 
Λόγω της υλικής συμμετρίας, η καταστατική εξίσωση της τάσης 

( , )=T f F X , γίνεται: ( , ) ( , )=f F X f FH X , ∀ ∈H Q  
 
Επιλέγοντας T=H R , προκύπτει: 
 

( , ) ( , ) ( , ) ( , )T= = =
VR

f F X f F R X f V X g B X ,    με   2 T= =B V FF  

 
H ανεξαρτησία από το σύστημα συντεταγμένων απαιτεί: 
 

F →  QF  ⇒  T→T QTQ ,   ∀  ∈Q Q  
 
Όμως,  F →  QF  ⇒  T→B QBQ  

 
 ∴      ( , ) ( , )T T=g QBQ X Q g B X Q  (#) 
 
⇒ ( , )g B X  είναι μια ισότροπη τανυστική συνάρτηση του B. 
 
Επίλυση της (#) ⇒  2

1 2( , ) oa a a= = + +T g B X 1 B B  ($) 
  
όπου:  ( , , , )B B Ba a I II III= X ,  για  = 0, 1, 2 
 

tr( )I =B B ,     [ ]( )2 21
2 tr( ) tr( )II = −B B B ,    detIII =B B  

... βασικές αναλλοίωτες του Β 
 
Η ($) είναι μια απλοποιημένη καταστατική εξίσωση, κατάλληλη για ένα 
γενικό μη-γραμμικό ισότροπο ελαστικό στερεό  
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Γραμμικοποίηση ⇒ 2= +B 1 ε  
 
⇒ Νόμος του Hooke της Γραμμικής Θεωρίας της Ελαστικότητας: 
 

( tr ) 2λ μ= +T 1ε ε     δηλ.    2ij mm ij ijT λε δ με= +  
 

… (λ, μ) = σταθερές του Lamé 
 
Λαμβάνοντας υπόψη ότι 1

2 ( )T⎡ ⎤= ∇ + ∇⎣ ⎦u uε , =v u  και αντικαθιστώντας 
την παραπάνω εξίσωση στην εξίσωση διατήρησης της ορμής 
DIV T

o oρ ρ+ =S b v , με S T , προκύπτει: 
 

2 ( ) (DIV ) o oμ λ μ ρ ρ∇ + + ∇ + =u u b u  
δηλ. 

( ), ,i jj i ij o i o iu u b uμ λ μ ρ ρ+ + + =  
 

… εξισώσεις Navier για τη μετατόπιση u γραμμικά ελαστικού στερεού 
 
Η παραπάνω σχέση αποδεικνύεται εύκολα με τη χρήση δεικτών κι είναι η 
γενίκευση στις τρεις διαστάσεις της εξίσωσης κύματος που είδαμε για το 
μονοδιάστατο ελαστικό στερεό. Η επίλυση της σε διάφορα προβλήματα 
συνοριακής ή / και αρχικής τιμής αποτελεί ουσιαστικά το αντικείμενο της 
(γραμμικής) “Θεωρίας Ελαστικότητας” 
 
 
ΠΑΡΑΔΕΙΓΜΑ 2: ΟΜΟΓΕΝΗ ΙΞΩΔΗ ΡΕΥΣΤΑ 
 
Η καταστατική εξίσωση που περιγράφει αυτήν τη συμπεριφορά είναι: 
 
    ( , grad )ρ=T f v ,   με   / detoρ ρ= F   &  oρ  = σταθερή 

 
Θεωρώντας ανεξαρτησία από το σύστημα συντεταγμένων, μπορεί να 
δειχτεί ότι 
 2

1 2p β β= + +T 1 D D  (*) 
  
όπου:  ( , , , )D D Dp p I II IIIρ= ,   ( , , , )D D DI II IIIβ β ρ= ,  για  = 1, 2 
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tr( )I =D D ,     [ ]( )2 21

2 tr( ) tr( )II = −D D D ,    detIII =D D  

... βασικές αναλλοίωτες του 1
2 (grad ) (grad )T⎡ ⎤= +⎣ ⎦D v v  

 
 Ρευστά Stokes 
 

( , , , ) ( ) ( ) tr( )D D D Dp p I II III p I pρ ρ λ ρ λ= = − + = − + D  
 

1 2β μ= ,      2 0β =  
 

⇒ Γραμμικό Νευτώνειο Ρευστό: 
 

( ) tr( ) 2p ρ λ μ= − + +T 1 D 1 D    δηλ.   ( ) 2ij ij mm ij ijT p D Dρ δ λ δ μ= − + +  
 

… (λ, μ) = σταθερές του υλικού 
 

Για ασυμπίεστο ρευστό ( tr div 0= =D v ) ⇒  ( ) 2p ρ μ= − +T 1 D  
 ≡μ  ιξώδες 

 
Λαμβάνοντας υπόψη ότι 1

2 (grad ) (grad )T⎡ ⎤= +⎣ ⎦D v v  και 
αντικαθιστώντας την παραπάνω εξίσωση στην εξίσωση διατήρησης 
της ορμής div T ρ ρ+ =T b v , προκύπτει: 
 

[ ]2grad ( )grad(div ) gradp
t

λ μ μ ρ ρ ∂⎛ ⎞− + + + ∇ + = +⎜ ⎟∂⎝ ⎠

vv v b v v  

δηλ. 

, ( ) , , ,i
i j ji i jj i i j j

vp v v b v v
t

λ μ μ ρ ρ ∂⎛ ⎞− + + + + = +⎜ ⎟∂⎝ ⎠
 

… εξισώσεις Navier-Stokes για τη ταχύτητα v γραμμικού Νευτώνειου 
ασυμπίεστου ρευστού 

 
Η επίλυση της σε διάφορα προβλήματα συνοριακής ή / και αρχικής 
τιμής αποτελεί ουσιαστικά το αντικείμενο της “Θεωρίας 
Ρευστομηχανικής ” 
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ΤΟΥ Η. Χ. ΑΫΦΑΝΤΗ 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 



 
 
 
 
 
 
 
 
 



 

1. ΚΙΝΗΜΑΤΙΚΗ 1 

 
ΣΤΟΙΧΕΙΑ ΜΗΧΑΝΙΚΗΣ ΣΥΝΕΧΟΥΣ ΜΕΣΟΥ 

-ΠΕΡΙΛΗΨΗ- 
 
 
 

 
ΚΕΦΑΛΑΙΟ 1: ΜΟΝΟΔΙΑΣΤΑΤΗ ΜΗΧΑΝΙΚΗ 

 

1. ΚΙΝΗΜΑΤΙΚΗ 
  
 
 
 
 
 
 
 
Κίνηση: ( ) ( )χ X, t   ;  x χ X, t= ,  χ  συνεχής συνάρτηση; ( )χ X,0 = Χ  
 
 

Ταχύτητα: ( )χ X, t xv x
t t

∂ ∂= = ≡
∂ ∂

 

 
 

Επιτάχυνση: ( )2

2

χ X, t v x
t t

∂ ∂= = ≡
∂ ∂

a  

 
 

Παραμόρφωση: ( )χ X, t xF   ;  dx FdX
X X

∂ ∂= ≡ =
∂ ∂

 ... σταθερό t 
0

 F  
⎛ ⎞⎧≠ ⎨⎜ ⎟∞⎩⎝ ⎠

 

 
 
Μετατόπιση: u x X= −  

 x   X  

0 → + – ← 
( ) ( ) • • 

t = 0 
 p0  

 P   B0  

t  
pt  

Bt   P  



 

1. ΚΙΝΗΜΑΤΙΚΗ 2 

Ανηγμένη Παραμόρφωση: X
t σταθ.

dx dX uε F 1 u
dX X=

− ∂= = − = ≡
∂

 

 
 

Κλίση Ταχύτητας: v dxD    ...   D
x dx

⋅⎛ ⎞∂ ⎜ ⎟= =
⎜ ⎟∂ ⎜ ⎟
⎝ ⎠

 

 
 

Υλική Παράγωγος και Παρατήρηση (Lagrangean): ( )f X, t
f

t
∂

=
∂

 

 
 
 

Xωρική Παράγωγος και Παρατήρηση (Eulerian): ( )f x, tf
t t

∂∂ =
∂ ∂

 

 
 
 

∴ f f f v
t x

∂ ∂= +
∂ ∂

   ...   Σύνθετη παραγώγιση (chain rule) 

 



 

2. ΔΙΑΤΗΡΗΣΗ ΜΑΖΑΣ 3 

2. ΔΙΑΤΗΡΗΣΗ  ΜΑΖΑΣ 
 

( ) ( ) ( )
t

t
p

m p ρ x, t dx,   ρ ρ x, t 0= = >∫     

( )tm p … μάζα του tp  

( )ρ x, t ... πυκνότητα (μάζα / μονάδα μήκους) στο σε χρόνο t 

 
 

( ) ( )t 0m p m p=    ... Αξίωμα Διατήρησης Μάζας 
 

( ) ( )
t 0

0 0
p p

ρ x, t dx ρ dX,   ρ ρ X,0 0= = >∫ ∫        ...πυκνότητα Αναφοράς (t=0) 

 
                             (dx=FdX   ...“Iακωβιανή”, μετασχηματισμός t 0p p→ ) 
 

0 0

0 0
p p

ρFdX ρ dX,   p= ∀∫ ∫   

 
0ρ ρ

F
⇒ =    ή   0ρ (X)ρ(X, t)

F(X, t)
=  

• Διαφορική Εξίσωση Διατήρησης Μάζας (Lagrangean) ... (X, t)  

 

0ρF ρ       ρF 0      ρF ρF 0      
⋅

= → = → + = →  
 

vρF ρF 0
x

∂+ =
∂

  vF F
x

∂⎛ ⎞=⎜ ⎟∂⎝ ⎠
 

 
 

v ρρ ρ 0   ή  (ρv) 0
x t x

∂ ∂ ∂+ = + =
∂ ∂ ∂

 

• Διαφορική Εξίσωση Διατήρησης Μάζας (Eulerian) ... (x, t)  



 

3. ΔΙΑΤΗΡΗΣΗ ΟΡΜΗΣ 4 

3.ΔΙΑΤΗΡΗΣΗ ΟΡΜΗΣ 
 

( )1 1T T x , t=  ( )2 2T x , t T=  

 

• ( ) ( ) ( )
2

1 t

x

C t 2 1 2 1
x p

T Tf p T T T x , t T x , t dx dx
x x

∂ ∂= − = − = =
∂ ∂∫ ∫  

Cf ...(Εσωτερική) Δύναμη Επαφής ή Συνοχής Cf  (δύναμη ανά μονάδα 

επιφάνειας δηλαδή τάση)           

 

• ( )
2

1 t

x

B t
x p

f p ρbdx ρbdx= =∫ ∫      

Bf ...(Εξωτερική) Δύναμη Πεδίου  Bf  ( b   ... δύναμη ανά μονάδα μάζας ) 

 
 

• Ολική Δύναμη στο tp : ( ) ( ) ( )
t

t C t B t
p

Tf p f p f p ( ρb)dx
x

∂= + = +
∂∫  

 
 
• Ορμή του tp : ( )

t

t
p

p ρvdx= ∫  

 
• Αξίωμα Διατήρησης Ορμής (Euler):   f =  

.....κατ’ αναλογία του αξιώματος του Νεύτωνα 

( )b x, t
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t t tp p p

T ρb dx ρvdx ρvdx
x

⋅
∂⎛ ⎞+ = =⎜ ⎟∂⎝ ⎠∫ ∫ ∫  

( )
t 0 0

0 0 0 t

p p p

0
p p p p

ρvdx ρvFdX ρvF ρvF ρvF dX
  

vρ ρ vFdX ρvFdX ρ vFdX ρvdx
x

⋅ ⋅⎧
= = + +⎪

⎪→ ⎨
∂⎛ ⎞⎪ + + = =⎜ ⎟⎪ ∂⎝ ⎠⎩

∫ ∫ ∫

∫ ∫ ∫ ∫
 

 

(Σημείωση: 
t 0 t

0
p p p

ρvdx ρ vdX ρvdx
⋅

= =∫ ∫ ∫    ... συντομότερη απόδειξη) 

 
 
                        0dm ρ dX ρdx= =  
 

T ρb ρv
x

∂
⇒ + =

∂
  ... Διαφορική Εξίσωση Διατήρησης Ορμής (Eulerian)  

 
 

0 0
T ρ b ρ v
X

∂
⇒ + =

∂
    Διαφορική Εξίσωση Διατήρησης Ορμής (Lagrangean) 

 
 

Σημείωση: T T 1
x X F

∂ ∂=
∂ ∂

,  0ρρ
F

=  
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4. ΚΑΤΑΣΤΑΤΙΚΕΣ ΕΞΙΣΩΣΕΙΣ - ΠΑΡΑΔΕΙΓΜΑΤΑ 
 
 

Άγνωστοι 3: ρ, 
u

χ  ε
v

⎧ ⎫
⎪ ⎪
⎨ ⎬
⎪ ⎪⎩ ⎭

,T 

 
 

Eξισώσεις 2: 

ρ (ρv) 0
t x

T ρb ρv
x

∂ ∂⎧ + =⎪∂ ∂
⎪
⎨
⎪ ∂⎪ + =
⎩ ∂

 

 
 

Καταστατική (ή Νομοτελειακή) Εξίσωση: 
n n

n n
χ χT = f χ, , 

X t
⎛ ⎞∂ ∂
⎜ ⎟∂ ∂⎝ ⎠

 

 
 
Παράδειγμα: 
 
 
T=kε=kuX  … Eλαστικό Στερεό 
 
 

vT p(ρ) μ
x

∂= − +
∂

       ... Νευτωνικό Υγρό 

 
 

⎪⎭

⎪
⎬

⎫

 

⇒  χρειαζόμαστε μία ακόμη 

εξίσωση (που διαφοροποιεί 

επίσης το ένα υλικό από το 

άλλο) 
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5. ΕΛΑΣΤΙΚΑ ΣΤΕΡΕΑ ΚΑΙ ΥΓΡΑ 
 

5Α.ΕΛΑΣΤΙΚΑ ΣΤΕΡΕΑ     ( ) uT = g ε,X ,  ε = = F -1
X

∂
∂

 

 
Ομογενή →   Τ = g(ε) 
 
 
Γραμμικά →   Τ = kε 

 
 
 

⇒ (∗) 

0

X

X

XX 0 0

ρρ =
1+ u

T = ku

ku +ρ b = ρ u

⎧
⎪
⎪
⎪
⎪
⎨
⎪
⎪
⎪
⎪⎩

 

(∗) περιγραφή κατά Lagrange (X, t)  για τρεις αγνώστους ρ,u,T  του 
στερεού. Η (∗)3 ελήφθη με αντικατάσταση της (∗)2 στην διαφορική 
εξίσωση διατήρησης ορμής (Lagrangean). Επίλυση της (∗)3 προσδιορίζει 
όλους τους αγνώστους ρ,u,T  
 
Eπίλυση της Μερικής Διαφορικής Εξίσωσης (∗)3 γνωστής σαν Εξίσωση 

Κύματος (b≡0) 

 
2

XXu c u=    (
0

kc
ρ

=  ... ταχύτητα ήχου στο στερεό) 

k > 0 

TT  

ε 
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Γενική Λύση D’ Alembert : ( ) ( ) ( )u u X, t f X ct g X ct= = − + +  
 
όπου οι συναρτήσεις f και g προσδιορίζονται από τις αρχικές (δύο) και 

οριακές (δύο) συνθήκες 

 
Για μία ελαστική ράβδο ή ελατήριο μήκους L (0 X L≤ ≤ ) oι βοηθητικές 

συνθήκες (αρχικές και οριακές) είναι  

 
( ) ( ) ( ) ( )0 0u X,0 u X ,   u X,0 υ X= =   ... αρχική θέση και ταχύτητα 

 
( ) ( ) ( ) ( )1 2u 0, t u t ,   u L, t u t= =  ... μετατοπίσεις στα άκρα 

 
 

Αποδεικνύεται ότι η λύση του   ( ) ( )

( ) ( )

2
XX

0 0

1 2

u c u

u X,0 u ;   u X,0 υ (ΑΣ)

u 0, t u   ;  u L, t u (ΟΣ)

⎧ =
⎪
⎪⎪ = =⎨
⎪
⎪

= =⎪⎩

 

υπάρχει και είναι μοναδική. 

(ΑΣ)... Αρχικές συνθήκες 

(ΟΣ)... Οριακές συνθήκες 
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Παράδειγμα λύσης της Εξίσωσης Κύματος για ημιάπειρο χώρο 

 
 

( ) ( )

( )

2
XX

X

u c u ,    X 0

u X,0 0,    u X,0 0

1u 0, t p( t )
k

⎧
⎪ = ≥
⎪
⎪⎪ = =⎨
⎪
⎪
⎪ =⎪⎩

 

 
 

δηλ, δίνεται η τάση Τ=p(t) στο Χ=0 
 
 

( )
( )

t X c

0

0,    X ct 0

u u X, t
c p τ d τ,   X ct 0
k

−

− ≥⎧
⎪
⎪= = ⎨
⎪− − ≤⎪⎩

∫
 

 

( )

0,    X ct 0

T T X, t
Xp t ,    X ct 0
c

− ≥⎧
⎪⎪= = ⎨

⎛ ⎞⎪ − − ≤⎜ ⎟⎪ ⎝ ⎠⎩

 

 
 

Μη-Γραμμικά Ελαστικά Υλικά : T = g(t) = g(uX) 
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5Β. ΕΛΑΣΤΙΚΑ ΥΓΡΑ  ( )T = -p ρ,X  

 
Ομογενή →   Τ = –p(ρ) 
 
Γραμμικά →  Τ = –σταθ.ρ   ... τέλεια αέρια 

 
 

⇒  (∗) 

( )

( )

ρ ρv 0
t x

T ρb ρv
x

T p ρ

∂ ∂⎧ + =⎪ ∂ ∂
⎪
⎪
⎪ ∂⎪ + =⎨ ∂⎪
⎪
⎪ = −⎪
⎪⎩

 

(∗)  περιγραφή κατά Euler (x, t)  για τρεις αγνώστους (ρ, v,Τ ) του υγρού. 
Συνδιασμός της (∗)2 και (∗)3 οδηγεί στο σύστημα 
 
 

( )

( )

ρ v vp ρ ρb ρ v
x t x

     
ρ ρv 0
t x

∂ ∂ ∂ ⎫⎛ ⎞′− + = +⎜ ⎟⎪∂ ∂ ∂⎝ ⎠⎪
∴ ⎬

⎪∂ ∂ ⎪+ =
∂ ∂ ⎭

 

που συνιστά τις 

 

• Bασικές Εξισώσεις της Μονοδιάστατης Αεροδυναμικής 

(Υποθέτουμε b 0≡ ) 

 
 

Iσορροπία: v=0 0ισορ.

ρ ρ 0      ρ ρ σταθ.
t x

∂ ∂
⇒ = = → = =

∂ ∂
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Γραμμικοποίηση 
 
Θεωρούμε καταστάσεις ‘πλησίον’ της ισορροπίας, δηλ. 
 

0ρ = ρ +ρ

v = 0 + v

⎧
⎪
⎨
⎪
⎩

   με 

  
( ) ( ) ( )ρ Ο ε ;    v Ο ε ,      μέτρο,   Ο ε σταθ.ε,   ε 1 = = ⋅ ≡ < << ; 

 
( )0

0

0

p ρ ρ v- =
ρ x t

 

ρ v= -ρ
t x

′⎧ ∂ ∂
⎪ ∂ ∂⎪⎪⇒ ⎨
⎪∂ ∂⎪
⎪ ∂ ∂⎩

 

 

δηλαδή σύστημα 1ου βαθμού για { }ρ , v  

 

( ) ( )0 0

0 0

0 0

p ρ p ρ
ρρ x t ρ x t    0    det 0
v

ρ ρ
t x t x

′ ′⎡ ⎤ ⎡ ⎤∂ ∂ ∂ ∂− − − −⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎡ ⎤∂ ∂ ∂ ∂⎢ ⎥ ⎢ ⎥∴ = ⇒ =⎢ ⎥⎢ ⎥ ⎢ ⎥∂ ∂ ∂ ∂⎣ ⎦
⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎣ ∂ ∂ ⎦ ⎣ ∂ ∂ ⎦

 

 

( )
2 2

0 2 2  p ρ 0
x t

∂ ∂′⇒ − =
∂ ∂

  

 
δηλ. πάλι η εξίσωση κύματος 

( ) ( )2
tt xx

ρ
ψ c ψ  ;  ψ f x ct g x ct

v
⎧ ⎫= ≡ = − + +⎨ ⎬
⎩ ⎭

, ( )0c p ρ′=  

c... ταχύτητα ήχου στο βαρoτροπικό υγρό 
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Υπολογισμός Ασυνεχούς Λύσης 

( )

( )

t x

x

ρ ρv 0

T ρv

T p ρ

+ =⎧
⎪
⎪⎪⇒ =⎨
⎪
⎪

= −⎪⎩

   (∗)  

 
 

Για 

0

0

0

ρ ρ

ρ v 0 ;   v v  ,   x
t t

T p

=⎧
⎪
⎪∂ ∂ ⎪= = = → −∞⎨∂ ∂ ⎪
⎪

= −⎪⎩

 

 
 
 

(∗)1   0
0 0

0

ρ v   ρv ρ v       F
ρ v

→ = → = =  

 
 
 

(∗)3   0ρ   T p
F

⎛ ⎞→ = − ⎜ ⎟
⎝ ⎠

 

 
 
 

(∗)2  x 0 0
v v    T ρv ρ v    
x x

∂ ∂→ = = →
∂ ∂ 0 0 T ρ v v σταθ.= +  

 
 
 

 → 2
0 0 0σταθ. p ρ v= − −   ( )0 0 0 0   T ρ v v v p→ = − −  
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( ) ( )20
0 0 0

ρp ρ v F 1 p ρ
F

   

F  1,  t  

⎫⎛ ⎞− = − −⎜ ⎟ ⎪⎝ ⎠ ⎪∴ ⎬
⎪
⎪→ → −∞ ⎭

   Μία λύση είναι η F=1 

Mία άλλη που ζητούμε  
 

( ) ( ) 20
0 0 0

ρF 1 h,   h 1  h F 1       p p ρ ρ v h
1 h
⎛ ⎞= − << ⇒ = − − → − =⎜ ⎟−⎝ ⎠

 

  

αλλά   21 1 h h ...
1 h

= + + +
−

 

 
 

( ) ( ) ( )2 20 0 0
0 0 0

0

p ρ ρ h p ρ
   v       p ρ v

ρ h
+ − ′∴ = → =  

 

( )
2

2 0

0

vM
p ρ

≡
′

 (δηλαδή, Μ... αριθμός Mach) 

ώστε 
 
Μ > 1 , υπερηχητική 

 
Μ < 1 , υποηχητική 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

F 

t 

1 

1/M2 



 

6. ΝΕΥΤΩΝΙΚΑ ΥΓΡΑ 14 

6. ΝΕΥΤΩΝΙKΑ ΥΓΡΑ 
 

( )v vT f ρ,       T p ρ μ
x x

∂ ∂⎛ ⎞= → = − +⎜ ⎟∂ ∂⎝ ⎠
 

 
 

( )p ρ  : Θερμοδυναμική Πίεση     
 
 

vμ
x

∂
∂

: Ιξωτάση (Τάση που οφείλεται σε τριβές λόγω Ιξώδους) 

 
 
Το πρόβλημα προς λύση είναι ο προσδιορισμός των (Τ, ρ, v) όταν 

{p(ρ)>0, μ>0} είναι γνωστά (πείραμα, στατιστικά μοντέλα) 

 
 

⇒  (∗)

( )

( )

ρ ρv 0
t x

T v v ρ v
x t x

vT p ρ μ
x

∂ ∂⎧ + =⎪∂ ∂
⎪
⎪
⎪∂ ∂ ∂⎪ ⎛ ⎞= +⎨ ⎜ ⎟∂ ∂ ∂⎝ ⎠⎪
⎪
⎪ ∂⎪ = − +
⎪⎩ ∂

  

 
 
Λύση του (∗) για μόνιμη κατάσταση (ανεξάρτητη από χρόνο)  
 

( ) ( )ρ v 0  ρ ρ x ,   v v x
t t

∂ ∂= = ⇒ = =
∂ ∂
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(∗)   

( )

( )

x

x x

x

ρv 0

   T ρv v

T p ρ μ v

=⎧
⎪
⎪⎪→ =⎨
⎪
⎪

= − +⎪⎩

 

 
 
με οριακές συνθήκες  
 
 

( )

0

0

0 0

ρρ

v v

T p ρ p

⎧ ⎫⎧ ⎫
⎪ ⎪⎪ ⎪
⎪ ⎪⎪ ⎪⎪ ⎪ ⎪ ⎪→⎨ ⎬ ⎨ ⎬

⎪ ⎪ ⎪ ⎪
⎪ ⎪ ⎪ ⎪

− ≡ −⎪ ⎪ ⎪ ⎪⎩ ⎭ ⎩ ⎭

 για x → −∞  

 
 
 

2
0 0 0 0 0 0 0   ρv ρ v ,    T ρ v v σταθ.,   σταθ. p ρ v∴ = = + = − −  

 
 
 

( )

( )

( )

0

0

0 0 0 0

20
0 0 0 0

ρ v f f x
ρ v

   T ρ v v v p

ρ dfp μv ρ v f 1 p  ;   f 1   όταν   x    [ ] 
f dx

⎧ = ≡ =⎪
⎪
⎪
⎪→ = − −⎨
⎪
⎪
⎪ ⎛ ⎞− + = − − → → −∞ ∗⎜ ⎟⎪ ⎝ ⎠⎩
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Η λύση λοιπόν ανάγεται στη λύση της [∗]. Εκφράζουμε αυτή σε συν-

τεταγμένες Lagrange :  

 
0

0

ρ vF
ρ v

= =   … σταθερό Χ 

 
 

0

vf
v

=  … σταθερό x 

 
 

( ) ( ) ( ) 0x x X,t
f f fF X, t f x       F v       F v F
t x x=

∂ ∂ ∂⎛ ⎞= → = + → = ⎜ ⎟∂ ∂ ∂⎝ ⎠
 

 
 

( )20
0 0 0

ρ F   p μ ρ v F 1 p   X,    F 1,    t    ( )
F F

⎛ ⎞∴ − + = − − ∀ → → −∞ +⎜ ⎟
⎝ ⎠

 

 
 

Mία λύση είναι η F=1. Θα αποδείξουμε ότι αυτή είναι η μοναδική λύση 

όταν το v0 είναι σχετικά μικρό. Όταν το v0 γίνεται αρκετά μεγάλο εμ-

φανίζεται μία αλλη λύση ασυνεχούς μορφής σε κάποιο σημείο 

  
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

2
0

0

v
M

p (ρ )
≡

′
 

M–2

 ff  

x 

1 

∞−  

F 

t 

M–2

1 

X σταθερό 

∞−
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Για τη λύση της (+) υποθέτω ένα ειδικό μοντέλο για το p(ρ), δηλ. 
 

p(ρ) = σταθ.ρ   … (θερμοδυναμική πίεση τέλειου αερίου)  

 
 

0

0

pp ρ
ρ

=  
( ) ( )

2
2 2 0 0

0 0
0

ρ vμF ρ v F 1 F M   ;  M
p

 

F 1,    t

−⎧
= − − ≡⎪

⎪⇒ ⎨
⎪
⎪ → → −∞⎩

 

 
Ολοκληρώνοντας   
  

( )

2

0 02
2 2

0 0

μM F 1log t t ,    t σταθ.  ολοκλ.
F M

ρ v M 1
−

− = + ≡
−

−
 

 
 

Απόδειξη: 
 

( )( )
2

20 0

μ dF   
ρ v F 1 F M−

→
− −

 

 

( )( ) ( )( )

2
0 0

2 2 2

ρ vdF dF  dt
μF 1 1 M F M M 1

− − −

→ + =
− − − −

 

 

( ) ( )2 2
0 0

2 2 2

d F Md F 1 ρ v1 1 dt   
F 1 μ1 M M 1 F M

−

− − −

−−
+ = →

−− − −
 

 

( )2
02 2

0 0

μ 1 log F 1 log F M t t
ρ v 1 M

−
−

⎧ ⎫− − − = +⎨ ⎬
−⎩ ⎭
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0
2

t tF 1 exp
τF M−

−−
⇒ =

−
 

 

( ) ( )
2

22 2
00 0

μM μτ
p M 1ρ v M 1

≡ =
−−

   … χαρακτηριστικός χρόνος  

 
 

Παρατήρηση 1 : F 1,    t→ → −∞  μόνο όταν τ > 0, δηλ. η λύση υφίσταται 

μόνο όταν Μ>1 (υπερηχητική ροή). Επίσης 2t   F M−→ ∞ ⇒ → . Αν 

Μ<1, F=1 είναι η μόνη λύση 

 
Παρατήρηση 2 : Μ>1 

 

(i)  2 0
2

t t1 FM F 1      exp
τF M

−
−

−−< < → =
−

 

 

(ii)  0
2

t tF 1F 1      exp
τF M−

−−> → =
−

 

 

(iii)  2 0
2

t tF 1F M       exp
τF M

−
−

−−< → =
−

 

 
Παρατήρηση 3 : Mπορεί να υπολογισθεί ότι χρησιμοποιώντας τη λύση (i) 

( )
2

0 0
1 M   t t       F t

2

−+∴ → → =  

 

 ( )
2

0 2
M 1 1F t    ~   

μ4M τ

− −= − −    ... κλίση 

 
Για μικρά  μ (μ→0) το προφίλ πλησιάζει τη δομή ασυνεχούς λύσης. 
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Τα αποτελέσματα των παραπάνω παρατηρήσεων δίνονται γραφικά παρα-

κάτω 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

1 

M – 2

0

0

ρvF
v ρ

= =

2

0

2

0 2

1 MF(t )
2

M 1 1F(t ) ~
μ4M τ

−+=

−= − −
 

0t t=  

μ 0→  

(ii) 

(iii) 

(ii) + (iii) μη αποδεκτές λύσεις 

tt 0=  



 

7. ΙΞΩΕΛΑΣΤΙΚΑ ΣΤΕΡΕΑ                                      20  

7. ΙΞΩΕΛΑΣΤΙΚΑ ΣΤΕΡΕΑ 
 
7Α. ΜΟΝΤΕΛΟ KELVIN-VOIGT   

 
( )T f ε,ε       Τ kε με= → = +  

 
 

k k

k μ k μ

μ μ

T kε
  T T T ,   ε ε ε

T με

= ⎫
⎪ = + = =⎬
⎪= ⎭

 

 
H παραπάνω διάταξη της “παράλληλης σύνδεσης” του ελαστικού 

ελατηρίου (k>0) και αποσβεστήρα (μ>0) με τις παραπλεύρω υποθέσεις 

είναι η φυσική αναπαράσταση της μηχανικής συμπεριφοράς του σημείου 

Χ του εν λόγω στερεού 

 
To παραπάνω μοντέλο επιδείχνει “ερπυσμό” δηλαδή ε↑  για σταθερό Τ 
 

( )

o
t

0 τ

T kε ε
μ μ T    ε  1 e

k
ε 0 0

−

⎫= − ⎪ ⎛ ⎞⎪ → = −⎜ ⎟⎬ ⎜ ⎟⎪ ⎝ ⎠
⎪= ⎭

 

μτ 0
k

≡ > ,  τ : χαρακτηριστικός χρόνος ερπυσμού 

 
 
 
 
 
 
 
 
 

Τ 
Τ0 

“Iστορία Τάσης” 

t 

Τ 

 μ > 0 

Τ 

k > 0 

0 

“Iστορία Παραμόρφωσης” 

τ 

ε 
k

T
e 01−

 

k
T0  

     μ↑  

t 0 
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Δυναμική Εξίσωση του Μοντέλου 
 

0

XX XX 0

X X

T ρ u
X

  ku μu ρ u

T kε με ku μu

∂ ⎫= ⎪∂ ⎪⇒ + =⎬
⎪

= + = + ⎪⎭

 

... γραμμική μερική διαφορική εξίσωση (ΜΔΕ) 

 
Για να λυθεί χρειαζόμαστε πάλι αρχικές (ΑΣ) και  οριακές (ΟΣ) συνθήκες 
 
Παράδειγμα : 0 X L≤ ≤     
 

( )

( )

u X,0 0

πXu X,0 sin
L

=⎧
⎪⎪
⎨
⎪ =⎪⎩

    ... (ΑΣ) 

 
( )

( )

u 0, t 0

u L, t 0

=⎧
⎪
⎨
⎪ =⎩

    … (OΣ) 

Λύση : Έστω ( ) ( ) πXu X, t U t sin
L

=  που ικανοποιεί τις ΟΣ 

Αντικαθιστώντας στην αρχική ΜΔΕ →   
 

( ) ( ) ( )

( ) ( )

2 2

0
π πk U t μ U t ρ U t 0
L L

U 0 0,   U 0 1    (ΑΣ)

⎧ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞+ + =⎪ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎪ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠
⎨
⎪
⎪ = =⎩

 

δηλ. το πρόβλημα ανάγεται στη λύση μίας δευτεροβάθμιας Συνήθους 

Διαφορικής Εξίσωσης (ΣΔΕ) 



 

7. ΙΞΩΕΛΑΣΤΙΚΑ ΣΤΕΡΕΑ                                      22 

( ) ( ) πXu X, t U t sin
L

⇒ =   όπου  ( ) ( )ωt at at1U t e e e  ;   a 0
2a

− −= − ≠  

 
 

2 2
0

2
0 0 2

4ρ kμ π μ πω ,   a 1
2ρ L 2ρ L πμ

L

⎛ ⎞ ⎛ ⎞≡ ≡ −⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎛ ⎞

⎜ ⎟
⎝ ⎠

 

 
δηλαδή, 
 

( )

0
2

2

ωt

0
2

2

4ρ k1 sinh at,   a  ...πραγματικός  1
a πμ

L

πXu X, t e sin   
L

4ρ k1 sin a t,   a  ...φανταστικός  1
a πμ

L

−

⎧ ⎛ ⎞
⎪ ⎜ ⎟
⎪ ⎜ ⎟<
⎪ ⎜ ⎟⎛ ⎞
⎪ ⎜ ⎟⎜ ⎟

⎝ ⎠⎝ ⎠⎪
⎪
⎪
⎪
⎪
⎪⎪= ⎨
⎪ ⎛ ⎞⎪ ⎜ ⎟⎪ ⎜ ⎟>⎪ ⎜ ⎟⎛ ⎞⎪ ⎜ ⎟⎜ ⎟⎪ ⎝ ⎠⎝ ⎠
⎪
⎪
⎪
⎪
⎪⎩

 

t 

u 

t 

u 

μεγάλο μ 
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7B. ΜΟΝΤΕΛΟ MAXWELL   

 

( ) ( ) ( )
s
τ

0

μT kε G s ε t s ds ;   G s kε ,    τ
k

∞ −
= + − ≡ ≡∫  

 
 

k μk k

μ μ k μ

T T TT kε
  

T με ε ε ε

= == ⎧⎫
⎪⎪ ⇒⎬ ⎨

⎪ ⎪= + =⎭ ⎩

 

 
 
H παραπάνω διάταξη της “εν σειρά” του ελαστικού ελατηρίου (k>0) και 

του γραμμικού αποσβεστήρα (μ>0) με τις παραπλεύρω υποθέσεις είναι η 

φυσική αναπαράσταση της μηχανικής συμπεριφοράς του σημείου Χ του 

εν λόγω στερεού 

 
Για να το δούμε αυτό, παρατηρούμε ότι οι παραπάνω σχέσεις δίνουν  

 
 

k μ
T T 1ε ε ε       T T kε
k μ τ

= + = + → + =  

μτ 0
k

≡ > ,   τ : χαρακτηριστικός χρόνος απόσβεσης 

 

t τ t τ   e T e kε
⋅

→ =   και ολοκληρώνοντας από 0 έως   ∞ →  
 

( ) ( )
t t

ξ τ ξ τe T ξ dξ ke ε ξ dξ
−∞ −∞

⋅
=∫ ∫   και με την υπόθεση ότι ( )T −∞ < ∞  

T   T  

k > 0 μ> 0 
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( )
( )

( ) ( )
τ ξ st
τ τ

0

T t ke ε ξ dξ ke ε t s ds
− ∞− −

−∞

= = −∫ ∫  

 
όπου s t ξ= −  
 

( ) ( ) ( )
s s
τ τ

0s 0

k   T t ke ε t s e ε t s ds
τ

∞ ∞− −

=

⎡ ⎤
∴ = − − − − =⎢ ⎥

⎢ ⎥⎣ ⎦
∫  

( ) ( )
s
τ

0

kkε t e ε t s ds
τ

∞ −
= − −∫  

 

όπου υποθέσαμε ότι ( )ε −∞ < ∞  
 
 

( )

( )
( )

( )

( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( )

t ξt
τ

s
τ

0 0

s
τ

0

ke ε ξ dξ

   T t ke ε t s ds ;    T t G 0 ε t G s ε t s ds

kkε t e ε t s ds
τ

−
−

−∞

∞ ∞−

∞ −

⎧
⎪
⎪
⎪
⎪
⎪⎪∴ = − = + −⎨
⎪
⎪
⎪
⎪

− −⎪
⎪⎩

∫

∫ ∫

∫

 

 
 

( )
s
τG s ke

−
≡   ( ) ( )( )G s 0;    G s 0,    s> → → ∞  
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To μοντέλο Maxwell επιδείχνει το  φαινόμενο “χαλάρωσης τάσης”,  δηλ. 
Τ ↓  για ε=σταθ. 
 
 
 
 
 
 
 
 

 
 
 

( ) ( )
( )

0,    t 00,    t 0
ε t       T t

G t ε*,   t 0ε*,   t 0

≤< ⎧⎧
⎪ ⎪= ⇒ =⎨ ⎨
⎪ ⎪ >≥⎩ ⎩

 

 
 
 
Το μοντέλο Maxwell είναι κατάλληλο για υγρά επειδή δεν έχει 

παραμένουσα ελαστικότητα δηλ. ( )G s 0,    s= → ∞ . Επίσης υποδείχνει τη 

γενική μορφή της καταστατικής (νομοτελειακής ή συντακτικής) εξίσωσης 

της γραμμικής ιξωελαστικότητας όπως δείχνεται παρακάτω 

προσδιορίζεται 
πειραματικά ε 

ε* 

t=0 t 

T 

t=0 t 

G(0)ε*
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7C. ΓΡΑΜΜΙΚΗ ΙΞΩΕΛΑΣΤΙΚΟΤΗΤΑ  

 

( ) ( )
s 0

T ε t - s ,   s 0,
∞

=
= = ∞⎡ ⎤⎣ ⎦F ,   F    ... συναρτησιακή της ιστορίας του ε 

 
συναρτησιακή ≡  συνάρτηση καμπύλης...(Volterra) 
 

 
 

 
 
 
 

( ) ( )ε t s ,   s 0,− = ∞    … καμπύλη ή ιστορία του ε. 

 

Μπορεί να αποδειχθεί ότι αν το F είναι γραμμικό με μνήμη που ξεθωριάζει  
 

στο παρελθόν (fading memory)  →  

( ) ( ) ( )
0

T k ε G 0 ε G s ε t s ds;  
∞

∞= + + −∫           (∗) 

 
( ) ( )G s 0   με   G s 0,   s> → → ∞  

 
δηλ. βλέπουμε ότι σαν αποτέλεσμα της θεωρίας της συναρτησιακής 

ανάλυσης και γραμμικοποίησης (ανάπτυξη της συναρτησιακής F κατά 

Frechét σε αναλογία με την ανάπτυξη  της συνάρτησης  f  κατά Taylor και 

διατήρηση του πρώτου ή γραμμικού όρου) παίρνουμε μια γενικευμένη 

σχέση που θυμίζει το μοντέλο Maxwell αλλά με γενικευμένη συνάρτηση ή 

μέτρο χαλάρωσης ( )G s  και μη-μηδενική παραμένουσα ελαστικότητα δηλ. 

k 0∞ ≠ . Η (∗) είναι η γενική καταστατική (συντακτική) εξίσωση της 

γραμμικής ιξωελαστικότητας. 

t 

ε ε(t–s) ε(t) 

s 
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Η (∗) μπορεί να ξαναγραφεί ως  
 
 

( ) ( ) ( )

( ) ( )

( )

( )

0

G s k G s

T G 0 ε G 0 ε t s ds;      G s 0,    s

G s k ,   s

.

∧

∞

∞∧ ∧

∧

∞

⎧ ≡ +⎪
⎪
⎪⎪= + − → → ∞⎨
⎪
⎪
⎪ → → ∞⎪⎩

∫  

 
k∞ …………ελαστική σταθερά ισορροπίας 
  

( )k G 0∞ + .…αρχική ελαστική σταθερά 
 
 
• Δυναμική Εξίσωση (ή Εξίσωση Κίνησης) 
 
Αντικαθιστώντας την [∗] στην εξίσωση διατήρησης ορμής 
 

X 0 0T ρ b ρ u   + = →  
 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )XX XX 0 0
0

k G 0 u X, t G s u X, t s ds ρ b ρ u X, t
∞

∞ + + − + =⎡ ⎤⎣ ⎦ ∫  

 
η οποία είναι είναι μια ολοκληρο-διαφορική (integro-differencial) εξίσωση 

που λύνεται χρησιμοποιώντας τον μετασχηματισμό Laplace και τη χρήση 

των δύο “αρχικών” και δύο “οριακών” συνθηκών. Επίσης αποδεικνύεται η 

μοναδικότητα της λύσης για {k,μ}>0 
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• Προσδιορισμός G : (φαινόμενο “χαλάρωσης”) 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

( )
0,    t 0

ε t  
ε*,   t 0

<⎧
⎪= ⎨
⎪ ≥⎩

 

 
 

( )
( ) ( )

0,    t 0
T t

k ε* G t ε*,   T k ε*    ∞ ∞

<⎧
⎪= ⎨
⎪ + ∞ = →⎩

 

 
 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
t

0 t

T t k ε* G 0 ε* G s ε t s ds G s ε t s ds   
∞

∞= + + − + − →

↓

∫ ∫  

( )
t

0

G s ε*ds∫  

 
( ) ( ) ( ) ( )T t k ε* G 0 ε* G t G 0 ε*∞= + + −⎡ ⎤⎣ ⎦  

ε 

ε* 

t=0 t 

G (t)
∧

 

T 

t=0 t 

[ ]k +G(0)  ε *∞
 

ε*k∞
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Ειδικές Περιπτώσεις της Γραμμικής Ιξωελαστικότητας και Φυσική Ανα-
παράσταση 
 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
0

T t k ε t G 0 ε t G s ε t s ds
∞

∞= + + −∫  

  
 

1.  Maxwell :  
 
 

( )
s
τ μk 0;    G s ke ,    τ

k
−

∞ = = ≡    … (χρόνος χαλάρωσης) 

 

( ) ( )
s
τ

0

T T kε       T k ε t e ε t s ds
k μ τ

∞ −⎛ ⎞⎛ ⎞= + → = + − −⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎝ ⎠ ⎝ ⎠
∫  

 
2.  Ν-Maxwell εν // : 
 
 
 
 
 
 
 
 

( ) i

sN
τ i

i i
ii 1

μk 0;   G s k e ,   τ
k

−

∞
=

= = ≡∑  … (φάσμα χαλάρωσης) 

 

( ) ( )i

sN N
τi i i

i i
i i ii 1 i 10

T T kε ,   T T       T k ε t e ε t s ds
k μ τ

∞ −

= =

⎛ ⎞⎛ ⎞ ⎜ ⎟= + = → = + − −⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎝ ⎠ ⎝ ⎠
∑ ∑ ∑∫  

 μ1  k1 

Τ Τ
 μ2 

 μΝ 

 k2 

 kΝ 

T T 
k  μ 
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3.  Στάνταρτ Ιξωελαστικό Στερεό : 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

(#) 

( ) ( )

2 2 1 1 1

2 1

2 1

k k k 1 k ,μ μ k ,μ

k k ,μ

k k μ

T kε ,    T k ε ,    T με

ε ε ε

T T T T

T ,  ε

= = =⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟= +
⎜ ⎟
⎜ ⎟ ⇒
⎜ ⎟= = +⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟−∞ −∞ < ∞⎡ ⎤⎣ ⎦⎝ ⎠

 

 
 

( )
1 2k k2 s
μ1 2 2

1 2 1 2

k k kk ,    G s e
k k k k

+−

∞ = =
+ +

 

 
 
Δηλαδή, με την ολοκλήρωση των εξισώσεων (#), που αντιστοιχούν στο  

στάνταρτ ιξωελαστικό στερεό (εν σειρά σύνδεση Kelvin-Voigt στερεού με 

ελατήριο), παίρνουμε την καταστατική εξίσωση 

 
 

( ) ( ) ( ) ( )
1 2k k2 2 s
μ1 2 2 2

1 2 1 2 0

k k k kT t ε t ε t e ε t s ds
k k k k μ

+∞ −⎛ ⎞
= + + − −⎜ ⎟+ + ⎝ ⎠

∫  

 
 

Τ 

k1 > 0 

 μ > 0 

Τ k2 > 0 
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Σημείωση: Κλείνοντας την ανασκόπηση της γραμμικής ιξωελαστικότητας 

τονίζεται ότι το Μοντέλο Maxwell κατέληξε σε καταστατική εξίσωση της 

μορφής  

 

( ) ( )
s 0

T t ε t s
∞

=
= −⎡ ⎤⎣ ⎦F  

 
 
Ανάλογα το μοντέλο Kelvin-Voigt μπορεί να αποδειχθεί ότι οδηγεί στη 
μορφή  

 

( ) ( )
s 0

ε t T t s  
∞

=
= −⎡ ⎤⎣ ⎦F  

 
που οδηγεί σε γραμμικοποιημένες μορφές όπως κι η παραπάνω ανάλυση. 

 

Επίσης αναφέρεται ότι οι παραπάνω δύο εξισώσεις δεν είναι πάντα 

ισοδύναμες 

 

π.χ. το μοντέλο Maxwell δεν είναι ισοδύναμο με το μοντέλο Kelvin-Voigt. 

Δηλαδή, οι παραπάνω εξισώσεις δεν είναι εν γένει αντιστρεπτές 
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8. ΕΝΝΟΙΕΣ ΣΥΝΕΧΟΥΣ ΘΕΡΜΟΜΗΧΑΝΙΚΗΣ 
(ΘΕΡΜΟΔΥΝΑΜΙΚΗΣ) 
 

 
Εσωτερική Ενέργεια :   ( )

t

t
p

E p ρedx= ∫  

 

Θέρμανση :   ( ) ( ) ( )

( )

( )

1 2

t

t

c t x x
p

t c t r t

r t
p

qQ p q q dx
x

Q p Q p Q p    

Q p ρr dx

∂⎧ = − = −⎪ ∂
⎪⎪= + ⎨
⎪

=⎪
⎪⎩

∫

∫

   

 
 
Θερμοκρασία :   ( )θ θ x, t 0= >  
 
 
Ισχύς :   

( ) ( ) ( )

( ) ( )

( )

t

t

t
p

t t t

2
t

p

Tv
W p ;v ρbv dx

x

P p ;v W p ;v K p ;v    
1K p ;v ρv dx
2

⎧ ∂⎧ ⎫
= − +⎨ ⎬⎪ ∂⎩ ⎭⎪

⎪= − ⎨
⎪
⎪ =
⎪⎩

∫

∫

 

 
 
 
 

Παρατήρηση (Θεώρημα) :   ( ) ( )
t

t t
p

vW p K p T dx
x

∂= +
∂∫  

 
 
Πρώτος Θερμοδυναμικός Νόμος :   
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( ) ( ) ( ) { }t t tE p P p Q p    E pV Q= + = − +  
 
 

( ) ( )
t

t t
p

vE p T dx Q p
x

∂= + ⇒
∂∫  

 
 

t t tp p p

v qρedx T dx ρr dx   
x x

∂ ∂⎛ ⎞= + − + ⇒⎜ ⎟∂ ∂⎝ ⎠∫ ∫ ∫  

 
 

v qρe T ρr
x x

∂ ∂= − +
∂ ∂

   (∗)   ή 

 
 
 
 

0 0
qρ e TF ρ r
X

∂= − +
∂

 

 
 

(∗)   1 v 1 q   e T h   ;   h ρr
ρ x ρ x

∂ ∂⎛ ⎞→ = + ≡ − +⎜ ⎟∂ ∂⎝ ⎠
   

  
h   … τοπική θέρμανση   

 
Δεύτερος Θερμοδυναμικός Νόμος :   
 

 
Εντροπία :   ( )

t

t
p

H p ρηdx= ∫  
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Ανισότητα Planck :   qρη ρr /θ
x

∂⎛ ⎞> − +⎜ ⎟∂⎝ ⎠
   ή   hη

θ
≥  

 

Σημείωση:   ΔQΔs
θ

≥  

 
Eσωτερική Απώλεια :   δ θη h≡ − =  

 

                                      1 qθη ρr 0
ρ x

∂⎛ ⎞− + ≥⎜ ⎟∂⎝ ⎠
 

 
δηλαδή   δ 0≥  

 

ΑΝΙΣΟΤΗΤΑ FOURIER:   
θ θq 0   ή   η 0
x x

∂ ∂≤ − ≥
∂ ∂

 

 

⇒   Clausius-Duhem Inequality :   q θρδ 0
θ x

∂⎛ ⎞− ≥⎜ ⎟ ∂⎝ ⎠
 

 

2
1 q q θ ρr   ργ ρη 0  
θ x x θθ

∂ ∂∴ ≡ + − − ≥ →
∂ ∂

 

 
( )q θ ρrργ ρη

x θ
∂⎛ ⎞

≡ − − +⎜ ⎟∂⎝ ⎠
 

 

( )
1 2t t

t
x xp p

q q ρr   Γ p ργdx H dx
θ θ θ

⎧ ⎫⎪ ⎪∴ = = − − +⎨ ⎬
⎪ ⎪⎩ ⎭

∫ ∫  

 
( )t   Γ p 0⇒ ≥    … ρυθμός παραγωγής εντροπίας 

 
Ελεύθερη Ενέργεια :   ψ e θη≡ −   
 

1 v q θ   ψ ηθ T 0
ρ x ρθ x

⎛ ⎞∂ ∂∴ + − + ≤⎜ ⎟∂ ∂⎝ ⎠
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ΚΕΦΑΛΑΙΟ 2: ΑΝΑΣΚΟΠΗΣΗ ΔΙΑΝΥΣΜΑΤΩΝ ΚΑΙ ΤΑΝΥΣΤΩΝ 

 

 

1. ΔΙΑΝΥΣΜΑΤΑ  
 

  
 
 

  

 ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛=

⎭
⎬
⎫

⎩
⎨
⎧ ∧∧∧∧

321 ιιιι ,,i   

( ) ( ) ( )100   010   001 321 ,,,,,,,, ===
∧∧∧
ιιι  

Διάνυσμα =++=
∧∧∧

332313 ιιιu uuu  

                    
∧

=

∧
==∑ ii

i
ii uu ιι

3

1
  

… συμβολισμός δεικτών (Einstein) 

 
 

( )
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡
==

3

2

1

321

u
u
u

u,u,uu    … εναλλακτικοί συμβολισμοί 

 
 
 
 
 
 
 
 

Ευκλείδειος Χώρος  V∈u  
 
Καρτεσιανό σύστ. συντεταγμένων 
 

u1 

u2 

u3 ( )321 u,u,uu  

∧

1ι  

∧

2ι  

∧

3ι  

Συνιστώσες - Συμβολισμός 
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Κανόνες Δεικτών – Σύμβολα δij  και  εijk   
 

• Επαναληπτικότητα (δύο φορές) δείκτη (i) υπονοεί άθροιση από i=1 

μέχρι i=3 

 
• Εμφάνιση δείκτη (i) 3 φορές σ’ ένα όρο δεν έχει έννοια 

 
 

• Το σύμβολο 
⎩
⎨
⎧

=
≠

≡
ji,
ji,

ij   1
  0

δ  όταν εμφανίζεται σ’ ένα όρο που έχει ένα 

κοινό δείκτη με το δij μπορεί ν’ απαλειφθεί αλλάζοντας το κοινό δείκτη 

με τον άλλο. Το σύμβολο δij είναι επίσης γνωστό ως Kronecker-delta 

 
3

ij j ij j i1 1 i2 2 i3 3
j 1

3 3

ijk jk ijk jk
j 1 k 1

A u A u A u A u A u

A B A B

=

= =

= = + +

= =

∑

∑∑

 

 

                ⎟
⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛
++= ∑

=

3

1
332211

j
jijjijjij BABABA   

 

… 9 όροι συνολικά με ανάπτυξη του j 

iilijk BA    … δεν έχει νόημα 

 
jijiljkilijkjjiiijij uuAAAAA ==== δδδ    ,   ,  
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 Το σύμβολο εijk (permutation, alternator, Eddington) 

 
 
 

⎪
⎪
⎪
⎪
⎪

⎩

⎪
⎪
⎪
⎪
⎪

⎨

⎧

−

+

=

1,2,3 των διάταξη ροφηαριστερόστ  ήπερριτή    ;1

ίσαείναι   τα από δύο   ;0

1,2,3 των διάταξη ηδεξιόστροφ  ήάρτια    ;1

kj,i,

kj,i,

kj,i,

ijkε   

 
 
 

1   ,0   ,1 132112123 −=== εεε   
 
 

kjiikjjikkijjkiijk εεεεεε −=−=−===  

…εναλλακτικός συμβολισμός (ορισμός) των εijk 

i 
 j k 

1 
 2 3 

1 
 2 3 

i 
 j k 
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Εσωτερικό γινόμενο 
 

  
 

• ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛ ++==≡⋅ ∑
=

332211

3

1
 ...   vuvuvuvuvuvu

i
iiiiiivu  

 
• Ιδιότητες / Επιπλέον ορισμοί :   

 
( ) ( ) ( ) ;     ;     ; vuvuwuvuwvuuvvu ⋅=⋅⋅+⋅=+⋅⋅=⋅ aa  

0  ,0 ≠>⋅ uuu  
 

• ⎟
⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛
++==⋅= 2

3
2
2

2
1   του μέτρο   ...   uuuuu iiuuuuu  

 
 

• Θεώρημα (Ανισότητα Cauchy-Schwarz) :  vuvu ≤⋅  

• Θεώρημα (Tριγωνική ανισότητα) :  vuvu +≤+  

 

• cosϕ⋅ =u v u v     ... ορισμός γωνίας ( )vu,∠=ϕ  

•  ;
100
010
001

⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛
==⋅

∧∧

ijji διι   

∧
⋅= iiu ιu    ... τύπος για τις συνιστώσα ui  

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ ==⋅=⋅⇒=

∧∧∧∧

imimimmimm uuuu διιιuιu     
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Εξωτερικό γινόμενο 
 

  

 

• 
∧

=× ikjijk vu ιvu ε    … (Άθροισμα 27 όρων) 

  

,
∧

==× iiw ιwvu  

 

=++= 332211 vuvuvuvuw jijjijjijkjijki εεεε  

            ( ) ( )++++++= 233222222112133112211111 vuvuvuvuvuvu iiiiii εεεεεε  

            ( )333332233112 vuvuvu iii εεε ++=  

 
π.χ.   

 
233232123231321 vuvuvuvuw −=+= εε  

 
 

• 0=×→×−=× uuuvvu        

 

• ( ) ( )wvuwvu ×⋅=⋅×  

 

• ijkkjikijkji εε =⋅⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ ×→=×

∧∧∧∧∧∧
ιιιιιι          
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Συνιστώσες - Συμβολισμός 

Γραφή με δείκτες – Τύποι για τις Συνιστώσες 

 
2. ΤΑΝΥΣΤΈΣ 

 
 

  
 

i=1,2,3 

{ }it  ... 3 διανύσματα χαρακτηριστικά 

του τανυστή T 

 

{ }it  ... “διανυσματικές συνιστώσες” ή 

προβολές του T στο σύστ. συντ.  i

∧⎧ ⎫
⎨ ⎬
⎩ ⎭
ι  

 

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡
=

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡
=

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡
=

333231

232221

131211

333231

232221

131211

3

2

1

TTT
TTT
TTT

ttt
ttt
ttt

t
t
t

T  

 
 

  
 

≡⊗⊗≡
∧

   ;ii tιT δυαδικό γινόμενο :  ( ) ( )ubauba ⋅=⊗  … [ορισμός T] 

∧
≡ jiji T ιt  ;  Tij oρίζεται ως η j συνιστώσα του διανύσματος it  ως προς  

                  
⎭
⎬
⎫

⎩
⎨
⎧ ∧

jι  

 
 

ti

Ti3 

∧

1ι  

∧

2ι  

∧

3ι  
Ti2 

Ti1 
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• Ίχνος T,   ( )Ttr  :  

 
(i)   ( ) ( ) TTSTST trtrtrtrtr αα =+=+ και       

 
(ii) ( ) baba ⋅=⊗tr  

 
(i), (ii) … ορισμός 
 
 
Συνιστώσες :  

tr trT T ι ι ι ι ι ι δ
∧ ∧ ∧ ∧ ∧ ∧⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞= = ⊗ = ⊗ = ⋅ = =⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟

⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠
ii ij i j ij i j ij i j ij ij iiT    ... tr T T tr T T T  

 
• Εσωτερικό Γινόμενο : ( )Ttr TSST =⋅  
 
 

Συνιστώσες :  
 

( ) ( )TSTSST ⋅=====⋅  ...   ijijimim
T
miimii

T STSTST  
 
 
Μέτρο :  
 

( )
⎪⎩

⎪
⎨

⎧

+≤+

≤⋅
=⋅=

STST

STST
TTT  ...    ...   ijijTT  
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Ορίζουσα και Αντίστροφος 

( )
( )

{ }
{ }

1 2 3

1 2 3
det det όγκος    ... 

όγκος 
i

i

× ⋅
= =

× ⋅
TeTe Te TeT T

e e e e  

 
 

  
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 

 

• Ορίζουσα :  

 

 
 

• Από τον παραπάνω ορισμό μπορεί ν’ αποδειχθεί (και όχι ιδιαίτερα 

εύκολα) ότι  

  
 

(∗)     ( ) ktjsirijkrst TTTdet εε =T  

 

( ) =Tdetrstlmnεε

ntnsnr

mtmsmr

ltlslr

ktjsirijklmn

TTT
TTT
TTT

TTT =εε  

 
 

{ }iTe  
 

{ }ie  
 

T  
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Για 

ntnsnr

mtmsmr

ltlslr

rstlmn

δδδ
δδδ
δδδ

εε =→=       1T  

 
 

Για ktjsirijkrst
T QQQdet εε ±=⇒±=→==     1      1   , QQQQT  

 
 
 

Από την (∗)  μπορεί  να  παραχθεί  μια  πιό  εύχρηστη σχέση για την 

detT
 

, δηλ. 

 
 

[∗]     ktjsirrstijk TTTdet εε
6
1=T  … (εναλλακτικός ορισμός της Tdet ) 

 
 

Με τη βοήθεια της [∗] μπορεί ν’ αποδειχθούν σχετικά εύκολα οι σχέσεις  

 
( ) ( )( ) ( ) 11   ,   , −− === TTTTSTTS detdetdetdetdetdetdet T  

 
όπου 1−T  είναι  ο αντίστροφος τανυστής του T , και ορίζεται παρακάτω 

 
 
o Αντίστροφος 1−T  : wuwTuwTu ,∀=⇒= −     1    (Ορισμός) 
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o Συνιστώσες : Δίνονται διευκολυντικά συναρτήσεις του συμπα-

ραγοντα (cofactor) τανυστή CT  

   

 ktjsirijkmst
C

minm
C

mi
C TTTTT εε

2
1  , ≡⊗=

∧∧
ιιT  

 
∴ ktjsirijkmstrstmstktjsirijkrst TTTdetTTTdet εεεεεε =→= TT      
 
 
και λαμβάνοντας υπόψη ότι   
 

2 det
det

Tε ε δ δ ⎛ ⎞
= → = → = ⎜ ⎟

⎝ ⎠
1

C
C

mst ijk mr mr mi ir 

T    T T     T
T

 

 
και επειδή μπορεί ν’ αποδειχθεί εκ των προτέρων ότι ο 1−T  είναι ένας και 

μοναδικός και εξ’ ορισμού ⇒=−1 1TT  

 

0   ,1 ≠=− T
T

TT det
det

C
 

 
 

• Παρατηρήσεις : 
 

♦ Για να υπάρχει ο 1−T  πρέπει 0≠Tdet , δηλ. T  να είναι μη 

απειριζόμενος.(Ορισμός μη-απειριζόμενου : det 0Tu   u   T= ⇒ = → ≠0 0 ) 
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♦ Απο τον ορισμό του →−   1T   

  

( )

1==

=

−−

−−

TTTT

TT

11

11

 

( ) 111 −−− = TSTS  

 
 

♦ [ ] ,

333231

232221

131211

TTT
TTT
TTT

=T  

 

( ) ( )Τ
231321231123 τουminor TTTTTT C −=−−≡  

                                                               …   (από τη Θεωρία Μητρώων) 

 
♦ Τ αντιστρεφόμενος  → TT  μη-απειριζόμενος 

 
TT  μη-απειριζόμενος ⇔  Τ μη-απειριζόμενος 

 

Τ   αντιστρεφόμενος   ⇒  Τ μη-απειριζόμενος  

 

 ... (Βασικό Θεώρημα Ύπαρξης του 1T − )   
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♦  ijjmijQQ δ=  

 
( )Qε ε += ∈rst ijk ir js ktQ Q Q   Q  

 
  ( )Qε ε −= − ∈rst ijk ir js ktQ Q Q   Q  

 
 

♦ Αλλαγή Βάσης : Έστω 
⎭
⎬
⎫

⎩
⎨
⎧∧

iι  και 
⎭
⎬
⎫

⎩
⎨
⎧ ′

∧

iι  δύο συστήματα ορθογωνίων 

βάσεων (τα 
∧

iι  και 
∧
′iι  συμβολίζουν τα μοναδιαία διανύσματα στα 

αντίστοιχα συστήματα συντεταγμένων). Τότε υπάρχει ένας και μονα-

δικός ορθογώνιος τανυστής  Q  που δίνει το ένα σύστημα συναρτήσει 

του άλλου, δηλ. 

  
 

 
∧∧∧∧∧∧
′⋅=⊗′=→=′ jiijiiii Q ιιιιQιQι    ,       

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ ∧

iι  
⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ ∧

′iι  

∧∧
=′ ii ιQι
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♦Συνιστώσες Διανυσμάτων και Τανυστών Κατόπιν Αλλαγης Βάσης  

 
 
 ijij Quu =′    και   ijji Quu ′=  
 
 jnimijmn QQTT =′    και   jnimmnij QQTT ′=  
 
 kljnimkijlmn QQQTT ……… =′    και   kljnimlmnkij QQQTT ……… ′=  
  
 
 Οι αποδείξεις των παραπάνω σχέσεων δεν είναι δύσκολες : π.χ. 
 
 

 =′⊗⋅′=′⋅′=′→′⊗′′=⊗=
∧∧∧∧∧∧∧∧∧∧

njiijmnmmnjiijjiij TTTT ιιιιιTιιιιιT    

 jnimijnjmiijnjiijm QQTTT =⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ ′⋅⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ ′⋅=⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ ′⋅⋅′=

∧∧∧∧∧∧∧∧
ιιιιιιιι  
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• Ισότροποι (Ιsotropic) J∈C  : 

  

lmnlmn CC …… =′    … ( )Q+∈ ⇒Q      kljnimkijlmn QQQCC     ……… ′=  
 
H λύση της αλγεβρικής αυτής εξίσωσης δόθηκε από τον Hilbert ως 

Θεώρημα: Kάθε ισότροπος τανυστής οποιασδήποτε τάξης n γράφεται σαν 

αθροίσματα και γινόμενα από  

 

⎪⎩

⎪
⎨

⎧

→=

→=

ijkij

ij

ijkij
n

n

εδ

δ
εδ

και   αμφότερα      περιττός

 μόνο      άρτιος
   και   

 
π.χ. 
 

jkiljlikklijijklijkijkijij cccCcCcC δδδδδδεδ 321    ,   , ++=== , 
 

+++++= ilmjkjklimjkmiljlmikklmijijklm εδcεδcεδcεδcεδcC 54321  

 ijklmijlkmijmklikljmikmjl εδcεδcεδcεδcεδc 109876 +++++  

Παρατήρηση : Aν ο 4ου βαθμού ισότροπος τανυστής ijklC  είναι επίσης 

συμμετρικός 

 
( )jkiljlikklijijklijlkijkljiklijkl CCCCC δδδδμδλδ ++=⇒==          ή     (+) 

 
Εφαρμογή (Νόμος Ηοοke) :  klijklij ECT =→=       CET  και επειδή  
 

ijkllkkljiij CEETT       και  →==  δίνεται από την (+)   
  

mnijmmij EμδEλT 2+=  ή EET μ2+= 1λtr  
 



 

2. ΤΑΝΥΣΤΕΣ                                                            53  

 

  Iδιοτιμές / Ιδιοδιανύσματα / Τετραγωνική Ριζα / Πολική Ανα-

παράσταση 

 
• Iδιοτιμές / Ιδιοδιανύσματα ( ) Te  του ii ,t  :  

 
Ορισμός  ( ) ( ) 0      0 =−⇒=− 11 tdett TeT  

 

 Αναπτύσσοντας την det χρησιμοποιώντας τη σχέση  

 

( ) ( ) ( ) ( )knjmillmnijk ttttdet 1111 −−−=− TTTT εε
6
1  

 
 
παίρνουμε τη χαρακτηριστική εξίσωση  
 

023 =+−+− TTT IIItIItIt ; 

 

TtrIT = ,   ( )22

2
1 TtrIII TT −= ,   TdetIIIT =  

 
♦Aν με ( )321 t,t,t  συμβολίσουμε τις ρίζες του παραπάνω πολυωνύμου 

 
321 tttIT ++= ,   323121 ttttttIIT ++= ,   321 tttIII T =  

 
 
♦Από τη θεωρία του κυβικού πολυωνύμου →  τουλάχιστο μία ti είναι 

πραγματική και δύο συζυγείς μιγαδικές 
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♦ Θεώρημα : Κάθε συμμετρικός τανυστής TTT =  έχει τρεις πραγματικές 

ιδιοτιμές { }it  και τρία πραγματικά (ορθογώνια και μοναδιαία) 

ιδιοδιανύσματα ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
=

⎭
⎬
⎫

⎩
⎨
⎧ ∧∧

i

i
ii e

eee  ...    

 
Για την απόδειξη του παραπάνω θεωρήματος χρησιμοποιούνται τα εξής 

δύο λήμματα 

 
Λήμμα 1 :  →=    TTT    oι ιδιοτιμές { }it  είναι πραγματικές 
 
Λήμμα 2 : →=    TTT    διακριτές  ιδιοτιμές ( )21 tt ≠  αντιστοιχούν σε        

                                          ορθογώνια διανύσματα ( )21 ee ⊥  

  
♦ Συνιστώσες :  

 

ijjjijjiijjiij ttTT δ=⋅=⋅=⊗=
∧∧∧∧∧∧∧∧
eeeTeeeT  ...       

... j  δεν αθροίζεται 
 
δηλ.  
 
  
  

⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛
=

∧

3

2

1

00
00
00

t
t

t
Tij    ή   

∧∧∧∧∧∧
⊗+⊗+⊗= 333222111 eeeeeeT ttt  

 
 
♦ Θεώρημα Cayley-Hamilton :  023 =+−+− 1TTT IIIIII TTT  
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• Τετραγωνική ρίζα T  : Ορίζεται για “θετικό” δηλ. “θετικά ορισμένο” 

συμμετρικό (positive definite symmetric) τανυστή 

   

δηλ. TTT =  είναι “θετικός” αν uuTu ∀>⋅  0  

 
 
♦ Θεώρημα :  TTT =  είναι θετικός αν και μόνο αν ti>0 

 
 
 

♦ →⊗+⊗+⊗=
∧∧∧∧∧∧

   333222111 eeeeeeT ttt      

  

   
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

=

3

2

1

00
00
00

t
t

t
T  
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• Πολική Αναπαράσταση ή  αποσύνθεση (Polar Decomposition) : 

 
 ♦Θεώρημα :  Aν F είναι μη-απειριζόμενος τανυστής ( )0≠Fdet  →  F 

λαμβάνει την εξής μοναδική αναπαράσταση (αποσύνθεση)  

 
 

VRRUF ==      (∗) 
 
 
όπου ( )R U U V V U V∈ = =T TQ;   ,      και   ,  είναι θετικοί και 

συγκεκριμένα TT , RURVFFU      ≡=  

 
 
♦Για την απόδειξη του παραπάνω βασικού θεωρήματος παρατηρούμε ότι 

FF T  είναι θετικός συμμετρικός. Ορίζουμε FFU T=  και 

παρατηρούμε ότι U είναι θετικός συμμετρικός και μη-απειριζόμενος. 

Επίσης ορίζουμε 1 −≡ FUR  και παρατηρούμε ότι 

 
R R FU∈ ⇒ =Q   

 
 

Η μοναδικότητα αποδεικνύεται ως συνήθως 
 

             21
2
2

2
12211 UUUUFFURURF =⇒==⇒== T  κ.λ.π. 
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Βαθμωτό Πεδίο ( ) R→Vx :ϕ  

 

3. ΠΕΔΙΑ: ΒΑΘΜΩΤΑ\ ΔΙΑΝΥΣΜΑΤΙΚΑ\ ΤΑΝΥΣΤΙΚΑ 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

Δ ... ανοικτή περιοχή στον Ευκλείδιο χώρο Ε ( Δ∂    ... όριο της Δ) 
 

( )tx  ... μονοπαραμετρική διανυσματική μεταβλητή  
 

Δ∈x  ... αν μπορούμε πάντα να κατασκευάσουμε μία σφαίρα 

γύρω από το x  που να περιέχεται στο Δ 

 

   
 

(V = σύνολο διανυσμάτων στον τριδιάστατο ή Ευκλείδιο χώρο Ε 

R = σύνολο πραγματικών αριθμών) 

 
• Παραγώγιση :  

    ( ) ( ) ( ) ( )0 0 0x h x x h h hϕ ϕ ϕ+ − = ⋅ + ∀ ∈x O   V  και 

  
( )

0      
0

 ...   0 →
→

∈+
h

h
hx

Ο
Δ  

 

( ) Vgrad ∈≡ ϕϕ 0xx    ... κλίση του φ 

(Αποδεικνύεται εύκολα ότι gradφ είναι “μοναδικό” διάνυσμα) 

t=0 x0+h 

x0 

t=t*
Δ 

x(t) 

Δ∂  
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Διανυσματικό Πεδίο ( ) VV →:xu  

 

 
• Σύνθετη παραγώγιση : xϕ ϕ= ⋅grad  

 

( ) ( )( ) ( )
tt

tt
∂
∂⋅=

∂
∂→== xxx xϕϕϕϕϕ        

 
 

• Συνιστώσες : 
i

,ii,i x
grad

∂
∂≡=

∧ ϕϕϕϕ  ...   ι  

 
 

  
 
 

• Παραγώγιση :  

 

( ) ( ) ( ) ( ) Δ∈+∈∀+⎥⎦
⎤

⎢⎣
⎡=−+ hxhhhxuxuhxu x 00

 
00 και        VO  

 
 

( ) VVgrad ⊗∈=⎥⎦
⎤

⎢⎣
⎡ uxux 0

 
    

…“κλίση” του u 

… (grad u = “μοναδικός” τανυστής) 

 
 

• Σύνθετη Παραγώγιση :  [ ]xuu grad=  

 

 ( ) ( )( ) ( ) [ ]gradu xu x u x u u∂ ∂= = → =
∂ ∂

t t       
t t
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• Συνιστώσες : 
∧∧

⊗= jii,jugrad ιιu  

 

[ ] ,grad
x

grad
x i

ii

∧
=

∂
∂=

∂
∂ ιuxuu  

 

m
i

m

i

mm

i x
u

x
u

x

∧
∧

∂
∂=

∂
∂=

∂
∂ ιιu  

 

[ ] [ ]
∧∧∧∧∧∧

⋅=→
∂
∂

=
∂
∂=⋅

∂
∂=⋅ iji,j

i

j
mj

i

m
jm

i

m
ji gradu

x
u

x
u

x
ugrad ιuιιιιιu       δ  

 
• Διαφορικοί Τελεστές :  [ ] ,gradu u u≡ = i idiv tr  

... “απόκλιση” του u (βαθμωτό) 

 
∧

≡ ik,jijkucurl ιu ε    ... “περιστροφή” του u διάνυσμα 
 

graddiv≡≡∇ Δ2   ...

2
,

2 2 2

, 2 2 2
1 2 3

2

ϕ ϕ ϕ

ϕ ϕ ϕϕ

⎧∇ =
⎪

∂ ∂ ∂⎪ = + +⎪
∂ ∂ ∂⎨

⎪
⎪
⎪∇⎩

ii

ii

 ... Λαπλασιανή του  (βαθμωτό);

           
x x x

u

 

 
 

♦Ταυτότητες / Παραδείγματα :  

 
( )

2

u u u

u u u

ϕ ϕ ϕ= + ⎫
⎪
⎬
⎪= − ∇ ⎭

div div grad

curl curl grad div
 ... Απόδειξη χρησιμοποιώντας δείκτες 

... Λαπλασιανή του φ (βαθμωτό) 

... Λαπλασιανή του u (διανυσμα) 
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Τανυστικό Πεδίο : ( ) VVV ⊗→:xT
 

•  
 
 

• Παραγώγιση :  

 

( ) ( ) ( ) ( ) Δ∈+∈∀+⎥⎦
⎤

⎢⎣
⎡=−+ hxhhhxTxThxT x 00

 
00 και      VO  

 
( ) VVVgrad ⊗⊗∈≡ TxTx 0

 
    

… “κλίση” του Τ 

… (grad Τ = “μοναδικός” τανυστής 3ης τάξης) 

 
 
• Σύνθετη Παραγώγιση :  ( ) [ ]T x T x= grad  

 

• Συνιστώσες : 
∧∧∧

⊗⊗= kjiij,kTgrad ιιιu  

 

• Απόκλιση : ( ) ∧∧
++== i,i,i,iiij,j TTTTdiv ιιT 332211  

... διάνυσμα με συνιστώσες 

⎪
⎪
⎪

⎩

⎪
⎪
⎪

⎨

⎧

=
∂
∂+

∂
∂+

∂
∂

=
∂
∂+

∂
∂+

∂
∂

=
∂
∂+

∂
∂+

∂
∂

3   ,TTT

2   ,TTT

1   ,TTT

  

3

33

2

32

1

31

3

23

2

22

1

21

3

13

2

12

1

11

i
xxx

i
xxx

i
xxx

 

όπου, 
 

3

3

2

2

1

1
332211 x

T
x
T

x
TTTT iii

,i,i,i ∂
∂+

∂
∂+

∂
∂=++  
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Αλλαγή Συντεταγμένων / Αναλλοίωτες / Θεωρήματα Απόκλισης και 
Stokes 

 
 

  
 
 
• Αλλαγή Συντεταγμένων : 

 

;
∧∧
′′+=+= iiii xx ιoιox  

∧∧
=′ ii ιQι ,   ⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ ′⋅=∈

∧∧
+

jiijQO ιιQ  ...    

ijji`ijij QxxQxx ′==′    ,     

… ίδιες σχέσεις όπως και για τις συνι-

στώσες διανυσμάτων  

(x   … διάνυσμα θέσης) 

 

⎟⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

=′→=′

′⋅=′⋅′′→=′′=
∧∧∧∧∧∧

ijijijimjm

jiijmmiimm

QxxQxx

xxxx

  

      

δ

ιιιιιιx
 

 
• Αναλλοίωτες : Tuu div,curl,div          

… έχουν τις ίδιες τιμές σ’ όλα τα συστήματα συντεταγμένων. Π.χ. 

 

( ) =
′∂
′∂

=
∂

′∂
′∂
′∂

=
∂

′∂
=′

∂
∂=

∂
∂=

m

j
imij

i

m

m

j
ij

i

j
ijijj

ii

i

x
u

QQ
x
x

x
u

Q
x
u

QQu
xx

udiv u  

       ( )jmimij
j

j

m

j
jm QQvdi

x
u

x
u

δδ =′=
′∂
′∂

=
′∂
′∂

=  ...   u  

Όμοια αποδεικνύεται ότι TTuu vdidiv,lcurcurl ′=′=   
 

 xi 

 i
x′

 

 
∧

iι  

 
∧
′iι  

 x 
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• Θεώρημα Απόκλισης : 

 
Έστω ( ) ( ) ( )⋅⋅⋅ Tu       , ,ϕ  συνεχή στο ΔΔΔ ∂+=  και C1 (πρώτες παρά-

γωγοι συνεχείς) στο Δ 

 

 
 

 

grad dυ da
Δ Δ

ϕ ϕ
∂

=∫ ∫ n  

 

∫∫
∂

⊗=
ΔΔ

dadυgrad nuu  

 

∫∫
∂

⋅=
ΔΔ

dadυdiv nuu  

 

∫∫
∂

×=
ΔΔ

dadυcurl nuu  

 

div dυ da
Δ Δ∂

=∫ ∫T T n  

Οι παραπάνω πέντε ταυτότητες συνιστούν το “Γενικευμένο Θεώρημα 

της Απόκλισης” 

 

• Θεώρημα Stokes : Έστω Δ πεπερασμένη κλειστή περιοχή στο Ε και η 

( )⋅u  είναι C1 

Δ 

Δ∂

n 
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⎪
⎪
⎩

⎪⎪
⎨

⎧

∂
∂

∂

→

J
JJ

J

  στο  εφαπτόμενο  μοναδ. ...   
  του  σύνορο ...   

 στο  επιφάνεια συνεχής ...   
πριν όπως ...      ,   ,

 

σ

n
Δ

ΔΔ

 

 
[ ( )σn,    … δεξιόστροφα μοναδιαία διανύσματα, ( )ds,da    ... 

στοιχειώδεις επιφάνεια και μήκος] 

 
 

∫∫
∂

⋅=⋅
JJ

dsdacurl σunu    ... Αν J κλειστή  0   =⋅→ ∫
J

dacurl nu  

 
 
• Διανυσματικές Αναπαραστάσεις : Έστω u,w,φ διαφορίσιμα και συνεχή 

(σε όποιο βαθμό χρειάζεται) και Δ πεπερασμένο χωρίς οπές. Τότε 

ισχύουν τα παρακάτω 

 
 ϕgradcurl =⇒= uu   0  
 
 wuu curldiv =⇒=   0  
 
 wu curlgrad += ϕ    ... (Helmholtz) 

 

Δ 

Δ∂  

n n 

J 

J∂  

σ 



 

1. ΚΙΝΗΜΑΤΙΚΗ 64   

 
ΚΕΦΑΛΑΙΟ 3: ΤΡΙΔΙΑΣΤΑΤΗ ΜΗΧΑΝΙΚΗ 

 

 

1. ΚΙΝΗΜΑΤΙΚΗ  

  
 
 
 
   
 
 
 
 
 

• Κίνηση : ( ) 1   ; Ct,x ∈= xXχ ,  1−x  υπάρχει, ( ) XXx =0,  

 

• Παραμόρφωση : ( ) ( )σταθ.      ;  tddt, XFx
X
x

X
XχF =

∂
∂=

∂
∂=  

 
 
 
 
 
 

 

x
x

X
X

d
dn

d
dN ==

∧∧
   ,    (μοναδιαία διανύσματα) 

 
{ }
{ } ( )∞≠===→= == ,

dV
d

dXvol
dxvoldetdet

i

i
tt 0   ,1      00

υFFF 1  

 

 

PP  

TT  ==  00  TT  

( )t,Xχx =  

PP  
  PP00   

  PPTT   

x
X

BB00  
BBTT   

Xd

xd

∧
N  

∧
n  

O  
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0 >⇒ Fdet  

 

 

 
  

 
 
 

( ) ( ) ( )[ ] ( ) 0   ; →+∇=−′=−′ hhhXχXχXχxx Ot,t,t,  ( )XXh ′−=  
 

xX
χF

∂
∂≡

∂
∂≡∇∇= grad  , ...    

 
 

• Ταχύτητα : ( ) xxXχv ≡
∂
∂=

∂
∂=

tt
,t  

 
 

• Επιτάχυνση : ( ) xvXχa ≡
∂
∂=

∂
∂=

tt
t,

2

2
 

 

• Μετατόπιση : ( ) XXχXxu −=−= ,t  

 
 
 

1   , −−=
∂
∂=−=∇ F
x
uuFu 11 grad  

 

TT  

Fdet  

11  
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• Γραφή με δείκτες :  

 
 

( )

2

2

t
xa

t
xv

dXFdx

X
xF

t,Xxx

i
i

i
i

jiji

j

i
ij

jii

∂
∂=

∂
∂=

=

∂
∂=

=

 

 

ijijj,iiii FuXxu δ−=−=    ,  

 

 

( )

( ) ( ) ⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

=
∂
∂

∂
∂=

∂
∂=∇

=
∂
∂

∂
∂=

∂
∂=∇

mjim
j

m

m

i

j

i
ij Fgrad

X
x

x
u

X
u

grad

uu

Fu
X
x

x
u

X
uu ;

 

 

knjmillmnijk FFFdet εε
6
1=F  
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• Υλική (Lagrangean) και Χωρική (Eulerian) Παράγωγος-Παρατήρηση:  

 
 

( ) ( )( ) ( )t,ft,ft,ff xxχX === −1  
 
 
( )t,X    ... παρατήρηση κατά Lagrange (Yλική) 

 
 
( )t,x    ... παρατήρηση κατά Εuler (Χωρική) 

 
 

( )

( )

( )

⎪
⎪

⎩

⎪
⎪

⎨

⎧

+
∂
∂=

⋅+
∂
∂=

⇒

⎪
⎪

⎭

⎪
⎪

⎬

⎫

∂
∂≡

∂
∂

∂
∂≡

ii, vf
t
ff

fgrad
t
ff

t
,tf

t
f

t
,tff v

x

X

    

  : παράγωγος  Xωωρικ

    : παράγωγος  Υλική

 

 
 

t
x

x
f

t
ff

t
f

t
ff i

i ∂
∂

∂
∂+

∂
∂=

∂
∂

∂
∂+

∂
∂=   ,x

x
   … σύνθετη παραγώγιση 

 

Xωρική παράγωγος : 
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• Ανηγμένη Παραμόρφωση :  

 

⎪
⎪
⎪

⎩

⎪
⎪
⎪

⎨

⎧

==

στροφής τανυστής ς)(οορθογώνι ...   

(Stretch)                                                               
ποίησης”“εενταντικ τανυστής αριστερός ...   

σης”“εεπιμήκιυ τανυστής δεξιός ...   

   

R

V

U

VRRUF  

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

CFFU ≡= T2     … δεξιά Cauchy-Green παραμόρφωση 
 

BFFV ≡= T2     … αριστερή Cauchy-Green παραμόρφωση 

... δεξιός τανυστής “επιμήκυνσης” 

... αριστερός τανυστής “εντατικοποίησης ”  
                                                             (Stretch) 

... (ορθογώνιος) τανυστής στροφής  

“σφαίρα” “ελλειψοειδές” “περιστραμένο 
 ελλειψοειδές” 

idΧ

idXU  
iii

ddd xXFXRU ==

2
Xd

3
Xd  

1
Xd  

2
XUd

3
XUd

1
XUd  

3
xd  

1
xd

22
XRUx dd =  
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( )1−= CE
2
1

    … Green-St. Venant παραμόρφωση  

 

... ( ) ( )[ ]uuuu ∇∇+∇+∇ TT

2
1  

 

( )1

2
1 −−= Be 1~     … Almansi-Hamel παραμόρφωση 

... ( ) ( )u u u u⎡ ⎤+ −⎣ ⎦
T T1 grad grad grad grad

2
 

 
• Φυσική Ερμηνεία των Ορισμών των  eE ~και  :  

 
Η φυσική ερμηνεία των eE ~και  δόθηκε παραπάνω με τη χρήση των 

VU και  . Εδώ εξηγούνται περαιτέρω οι eE ~και . Αναφορά γίνεται στο  

σχήμα της σημείωσης (∗) και του συνήθους μονοδιάστατου ορισμού 

 

L
LΔ=ε  

 
που γενικεύεται στη 3- διάστατη μηχανική Σ. Μ. σαν    

 
 

( )( )
( ) 2

22

d

dd
ddd

dddd
d

dd

X

Xx
XxX

XxXx
X

Xx −
≅

+
+−

≅
−

= 

 

 =⋅−⋅=⋅−⋅= 22 d
dddd

d
dddd

X
XXXFXF

X
XXxx  
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=−⋅=−⋅=⋅−⋅= 11
d

dd
d

dddd
22

T
N̂N̂C

X
XXC

X
XXXXFF  

 

( )
∧∧∧∧

⋅=⋅−= NNNN EC 21  

 

… 
X
X

d
d=

∧
N  … μοναδιαίο διάνυσμα στη διεύθυνση (*) d →X  

 

Παρόμοια βρίσκουμε 
d d

d
x X

X

∧ ∧− = ⋅
2 2

2 2e n n   

... 
x
x

d
d=

∧
n    … μοναδιαίο διάνυσμα στη διεύθυνση (*)d →x  

 
  →E  “engineering strain” και →e~  “true strain” 

 
• Γραμμικοποίηση :  

 

Υποθέτουμε ότι ( )( ){ } ( )⇒<<=∇∇=∇  1εOtr Tuuu  uu ∇=grad , 
 
 

( ) ( ) ( ){ }TTTT~ uuuuVUuueE ∇≡∇∇+∇+==∇+∇==  ...   
2
1   ,

2
1 1  

 
 

( )TuuR ∇−∇−=
2
11 ,  όπου ( ) 10   , σταθ. <<<= εεεO  και =  σημαίνει 

( )2εO+  
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Ορίζουμε : ( ) ( )TT uuwuue ∇−∇=∇+∇=
2
1   ,

2
1    

… δηλ. ( )we ,  είναι οι τανυστές ανηγμένης παραμόρφωσης και στροφής 

για ‘‘μικρές” παραμορφώσεις 

 

( ) jii,jj,iij euue =+=
2
1   … συμμετρικός 

 

( ) jii,jj,iij wuuw −=−=
2
1  … αντισυμμετρικός 

 

Επίσης προκύπτει ότι : Διόγκωση etr
V

V =−≡
d

ddυ , 

 
 

⎪
⎪
⎪

⎩

⎪⎪
⎪

⎨

⎧

+==

+==

+==

+==

e

e

eBC

e 

BC

BC

trIIII

trIItrIIIIII BC

~

43

23

21

 21

 

 

 
 
• Εντατικοποίηση ή τέντωμα (Stretching)  και Περιστροφή (Spin) –

Τανυστές : 

 

Έστω : 
x
x

d
d=

∧
n ,   

X
X

d
d=

∧
N ,   

X
x

d
d=λ    … τέντωμα 
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Αποδεικνύεται ότι 
∧∧

⋅= NNCλ  … και διαφορίζοντας ως προς χρόνο  
 

( )[ ] TTgradgradnnlog DDvvDD =+=⋅=
∧∧⋅

   ,
2
1   ,λ  

... ( )i,jj,iij vvD +=
2
1  

 
 

όπου το D είναι ο τανυστής ρυθμού τεντώματος ή παραμόρφωσης 

(Stretching Tensor ή Strain Rule). Παίζει για τα υγρά και τα ιξωελαστικά 

στερεά τον ίδιο ρόλο που το e παίζει για τα ελαστικά και ιξωελαστικά 

στερεά, δηλ. υπεισέρχεται σαν η κύρια μεταβλητή στις αντίστοιχες κατα-

στατικές εξισώσεις. Αποδεικνύονται σχετικά εύκολα οι παρακάτω βασικές 

σχέσεις 

 
( )FvvFDFFC gradT =∇== και      2  

 
Επίσης ορίζεται ο τανυστής περιστροφής (Vorticity ή Spin Tensor) σαν  
 
 

( )[ ] ( ) jii,jj,iij
TT WvvWgradgrad −=−=−=−=

2
1   ,

2
1 WvvW  
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• Ειδικές Περιπτώσεις Κίνησης : 
 

 Kίνηση μη-παραμορφωσίμου σώματος : YXyx −=− , δηλ. η 

απόσταση μεταξύ δύο οποιονδήποτε σημείων x και y στη θέση αναφοράς 

Β0 παραμένει η ίδια σε κάθε άλλη θέση x και y Βt 

 
 
 
 
 

 
 
 

Θεώρημα Εuler : ( ) ( )( )x χ X Q X X Q += + − ∈0 ,t t ,   Q    

… (προκύπτει ότι QF = ) 
 

Εναλλακτικός τρόπος γραφής : 

 
( ) ( ) ( ) ( ) ( ) 0

0 ,   ; XQXχcXQcx ttttt −≡+=  
 
 

   Iσόχωρη Kίνηση : 0  dd
0

pV
tpp

∀= ∫∫ υ     … διατήρηση όγκου 

 
 
 
 

TT  ==  00  TT    

BB00  
BBTT   

X

Y  

x  

y  
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Θεώρημα : 0      ή1 == vF divdet  
 
Aπόδειξη :  dd

0

∫∫ =
tpp

detV υF    … δια μετασχηματισμού  

 
  
  

( ) ( )
V

detpp t d
d   ,  0

υ=→ FxX    … Ιακωβιανή,  

 
 
 
και επειδή ⇒= ∫∫   dd

tpp
V υ

0

 1=Fdet    … Lagrangean 

 

 H αντίστοιχη Eulerian 0 =→
⋅
Fdet  και χρησιμοποιώντας την ταυτότητα  

 

( ) ( )FFFF 1 −
⋅

= trdetdet  
 

Απόδειξη : ( )  
6
1  =++=

⋅

knjmilknjmilknjmillmnijk FFFFFFFFFdet εεF …  

... ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )F F F−= ⋅ + ⋅ + ⋅ ⋅ ≡ 1

  

1 1 1 ,  det  tr
3 3 3

 

 
και την  

( ) ( ) { } ⇒==⇒= −
⋅

 0   1 vFFFFFvF gradtrdetdetgrad   

 

{ } 0== vv divgradtr  
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2. ΔΙΑΤΗΡΗΣΗ ΜΑΖΑΣ   

 
 

( ) ( ) ( ) 0   , d >= ∫ t,t,pm
tp

t XX ρυρ    ... πυκνότητα (μάζα / μον. όγκου) 

 
 

( ) ( )0pmpm t =    … Αξίωμα Διατήρησης Μάζας 
 
 

( ) ( ) 00   ,d d 00

0

>== ∫∫ ,Vt,
ppt

XX ρρρυρ   

… πυκνότητα αναφοράς (t=0) 
 
 

( ) ( ) →→ ∫∫
=

   d      d
tt p

dV
ddet

p

Vdett,t, FXX
F

ρυρ

υ

 

( ) 00   0d-   pVdet
tp

∀=→ ∫ ρρ F    ( )
F

X
det

t, 0   ρρρ ==⇒   

… Lagrangean 

 
 

( ) →=⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛ ⋅
+→=

⋅
→=    0      0      0 FFFF detdetdetdet ρρρρρ  

                ( ) ( ) ( ) 0   1 =+→ − FFFF trdetdet ρρ  

 
 
 



 

2. ΔΙΑΤΗΡΗΣΗ ΜΑΖΑΣ                                            76  

 
όμως 

 

( )       ,0 FvFF graddet =≠  
 

( ) ( )[ ]==→ −− FvFFF gradtrtr 11    

               ( )[ ] ( )   1 vvFF gradtrgradtr == −  

 
( ) 0   =+→ vgradtrρρ  

 
αλλά 
 

( ) vv divgradtr =  
 

 
⇒ 0== vdivρρ    … Eulerian 

 
 

Σημείωση :   
 

0      0 =++
∂
∂→=+

∂
∂= vvv gradgrad

t
grad

t
ρρρρρρ   

                                                            ( )vρdiv  

… ( ) ( ) ( ) ( )⇒+⋅=+==  vvv divgradvvvdiv i,iii,i,i ρρρρρρ  
 

⇒   ( ) 0=+
∂
∂ vρρ div

t
   … Eulerian, εναλλακτικός τρόπος γραφής 
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3. ΔΙΑΤΗΡΗΣΗ ΟΡΜΗΣ   

 
  

 Ορισμοί 
 
 
• Δύναμη : 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

( )t,xbb =    
… “σημειακή” δύναμη πεδίου (δύναμη / μονάδα μάζας) 
 
Οφείλεται στον εξωτερικό κόσμο και δίνεται 
 
 

( )t,nn xtt =     

… “επιφανειακή” δύναμη συνοχής (δύναμη / μονάδα επιφανείας) 

  
Οφείλεται στις ενδομοριακές δυνάμεις και ζητείται να προσδιοριστεί 
 
 
 
 

 pt 

x  

tp∂  

x  

n  

( ) ( )t,,t,n xntxt =  

dad na =  

O  
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ad  ... στοιχειώδης επιφάνεια γύρω από το x 

 
n  ... μοναδιαίο διάνυσμα κάθετο στο ad      
 

( ) ( )t,,t, xntxtn =   

... διάνυσμα τάσης στο x, εξαρτάται από το ( )t,x  και το διάνυσμα n που 

χαρακτηρίζει κάθε τυχαία επιφάνεια ad  που περνάει από το x 

  
( ) ( ) ( ) =+=⇒ tBtCt ppp fff   

               ( ) ( ) υρ dt,bdat,
tt pp
∫∫ +=

∂

xxtn    ... ολική δύναμη στο tp  

 
 
• Ροπή : (Ροπή b ως προς o + ροπή nt  ως προς o) 

 
⇒ ( ) ( ) ( ) =+= omomom ;p;p;p tBtCt   

                   ( ) ( ) ( ) ( ) υρ dt,bdat,
tt pp
∫∫ ×−+×−=

∂

xoxxtox n   

... ολική ροπή του tp  ως προς o 

 
 
• Ορμή :  

 
 

( ) υρ dp
tp

t ∫= v    ... ολική (γραμμική) ροπή του tp  
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• Στροφορμή :  

 
 

( )oh ;pt    ... ροπή της ορμής ή στροφορμή του tp  ως προς ο 
 
 

( ) ( ) υρ d;p
tp

t ∫ ×−= voxoh    ... ολική στροφορμή του tp  

 
 
Σημείωση : Η σχέση ( ) ( )nxtxtt n ;t,t, ==  υποδεικνύει ότι το διάνυσμα 

τάσης εξαρτάται εκτός από το ( )t,x  και το μοναδιαίο διάνυσμα n κάθετο 

στη στοιχειώδη επιφάνεια που περνάει από το x και που χρησιμοποιούμε 

για τον υπολογισμό του t (δύναμη / μονάδα επιφανείας). Η σχέση (ή αξίω-

μα) είναι γνωστή σαν “Αρχή του Cauchy” 
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nt  

 
 Aξιώματα Euler 

 
E1:   ( ) ( )tt pp =f        … (Δύναμη = μεταβολή ορμής) 
 
E2:   ( ) ( )oom ;ph;p tt =  … (Ροπή = μεταβολή στροφορμής)  
 
 
 

 Θεωρήματα Cauchy 
 
Σαν αποτελέσματα των E1 και E2 και των ορισμών για τα f, , m, h 

παίρνουμε τα παρακάτω βασικά θεωρήματα της Μηχανικής Συνεχούς 

Μέσου 

 
• 1.Θεώρημα Δράσης-Αντίδρασης (Cauchy’s Reciprocal Theorem): 

 
 

( ) ( )t,t, xtxt nn −−=   
 
 

 

• 2.Θεώρημα Ύπαρξης του Τανυστού Τάσης, της Συμμετρικότητάς του ή 

Τοπικής Διατήρησης Ορμής και Στροφορμής (Cauchy) : 

 
(i) Yπάρχει ένας τανυστής  T (τανυστής τάσης) : 
 

 (a)  ( )nxTtn t,T=  
 
 (b)  ( ) ( )t,t, T xTxT =  

 
(ii) vbT ρρ =+Tdiv  

 

nt−−  n−  

n  
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• To (ia) υποδεικνύει ότι το διάνυσμα τάσης ( ) ( )t,,t, xntxtn =  εξαρτάται 

γραμμικά από το μοναδιαίο διάνυσμα n που ορίζει τον προσανατολισμό 

της στοιχειώδους επιφανείας που περνάει από το x κι ο συντελεστής 

γραμμικότητας ( )t,T xT  είναι ο τανυστής τάσης (απόδειξη ύπαρξης του 

τανυστού τάσης). Το (ib) είναι απόρροια του Ε2 δηλ. της διατήρησης της 

στροφορμής κι υποδεικνύει ότι ο τανυ-στής τάσης είναι συμμετρικός. 

Τέλος, το (ii) είναι η διαφορική εξίσω-ση της διατήρησης της (γραμμικής) 

ορμής 

 

Απόδειξη της (ii) : Ε1 ( )

(2)(1)
0

⋅

∂
∫∫∫ =+→ υρυρ dddat,
ppp tt

vbxtn    (∗) 

 
( ) υddivdat,

tt p

T

p

T ∫∫ ==
∂

TnxT(1)    ... Θεώρημα Απόκλισης 

 

( ) ==== ∫∫∫
⋅⋅

VdVdVddet
ppp 000

00(2) vvfv ρρρ  

    ( ) υρυρ dddet
tt pp
∫∫ == vfv0  

 
(∗) ( ) →=+→ ∫∫       υρυρ dddiv

tt pp

T vbT  

       ( ) (ii)        0 ⇒∀=−+→ ∫ t
p

T pddiv
t

υρρ vbT  
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• Προκύπτει ότι η “Lagrangean” μορφή διατήρησης (γραμμικής) ορμής 

είναι 

 
 
(ii) vbS 00 ρρ =+TDiv ,   ( ) TFF 1−= detS   

… “Piola-Kirchoff” τανυστής τάσης και ⎟
⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛

∂
∂

=
∂
∂≡

∧

i
j

ij

X
S

Div
X

Div ιS ...  

 

(iii) ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ == τάσης τανυστής  “Cauchy” ...   1 ...   FS

F
TFSFS

det
TT  

 
 
Aνακεφαλαιώνοντας, αποδείξαμε ότι  
 

( ) 0      ή0 =+
∂
∂=+ vv ρ

τ
ρρρ divdiv    … Eulerian 

  

Fdet
0ρρ =    … Lagrangean 

 
vbT ρρΤ =+div    … Eulerian  

 
vbS 00 ρρ =+TDiv    … Lagrangean 

 
ΤTT =    … Eulerian  

 
TT FSFS =    … Lagrangean 

 
(Γραφή με δείκτες : jiijiij,iji,i TTvbTv ==+=+     ,    ,0 ρρρρ  ) 
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 Καταστατικές ή Συντακτικές Εξισώσεις : 

 
Οι παραπάνω μερικές διαφορικές εξισώσεις ισχύουν για όλα τα συνεχή 

(στερεά, υγρά κ.λ.π.) και είναι 7 στον αριθμό. Από τ’ άλλο μέρος οι 

άγνωστοί μας είναι 13, δηλ. ρ, ij
i

i
i T  ,

⎭
⎬
⎫

⎩
⎨
⎧

v
u

x . Συνεπώς, όπως και στη 

μονοδιάστατη μηχανική Σ.Μ. χρειαζόμαστε επιπλέον εξισώσεις για τις 

ενδομοριακές δυνάμεις T, γνωστές σαν καταστατικές ή συντακτικές 

(constitutive) εξισώσεις. Aύτές είναι οι εξισώσεις που διαφοροποιούν το 

ένα υλικό από το άλλο 

  
• Γραμμικό Ελαστικό Στερεό (Ισότροπο) : 

 
( ) ijijmmij eeTtr μδλμλ 2        ή2 +=+= eeT 1   

… λ και μ είναι οι σταθερές Lamé. 
 

Λαμβάνοντας υπόψη ότι ( ) iii,jj,iij uvuue =+=  και 
2
1  και αντικαθιστώντας 

την παραπάνω εξίσωση στην εξίσωση της ορμής έχουμε 

 
( ) ubuu 00

2 ρρμλμ =+++∇ divgrad   

… εξισώσεις Navier για τη μετατόπιση u γραμμικά ελαστικού στερεού. 

  Η παραπάνω σχέση αποδεικνύεται εύκολα με τη χρήση δεικτών κι 

είναι η γενίκευση στις τρεις διαστάσεις της εξίσωσης κύματος που είδαμε 

για το μονοδιάστατο ελαστικό στερεό. Η παραπάνω εξίσωση γράφεται με 

δείκτες σαν ( ) iiij,ijj,i ubuu 00 ρρμλμ =+++  κι η επίλυσή της ουσιαστικά 

αποτελεί τη “Θεωρία Ελαστικότητας” (Γραμμική) 
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• Γραμμικό Νευτώνειο Υγρό : 

 
( ) ( ) ( ) ijijmmijij DDpTtrp μδλδρμλρ 2      ή2 ++−=++−= DDT 11   

…  λ και μ σταθερές 

 
 

( )  2 DT μρ +−= 1p    … ασυμπίεστο ( )0== vD divtr ,   ≡μ  ιξώδες. 
 
 
Αντικαθιστώντας στην εξίσωση ορμής κι ενθυμούμενοι ότι  
 

( ) →+=    
2
1

i,jj,iij vvD  

 

( ) [ ] ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +

∂
∂=+∇+++− vvvbvv graddivgradpgrad

t
2 ρρμμλ    

… (εξισώσεις Navier-Stokes) ή 

( ) ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +

∂
∂=++++− jj,i

i
ijj,iji,ji, vv

t
vbvvp ρρμμλ  

 
και η επίλυσή της ουσιαστικά αποτελεί τη “Θεωρία Ρευστομηχανικής” 
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